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Vorrede, 


Uegru  (las  Ende  185Ü,  mithin  vor  liriläuflg  acht  Jahren,  habe  ich  der  liaiserlichen  Aliadenile 
der  Wissenschaften  in  Wien  ein  Werit  überreicht  über  die  Integration  linearer  Differentialglei- 
chnngen  mit  constanten  und  veränderlichen  Coenicienten,  enthaltend  die  Frucht  von  mehr  als 
zwei  Üecennien  fortgesetzter  Studien  über  diesen  ebenso  interessanten,  wie  schwierigen  Gegen- 
stand. Den  damals  vorhandenen  Materialien  gemäss  wurde  dasselbe  auf  einen  Band  von  bei- 
läufig sechzig  Druckbogen  veranschlagt  und  war  in  sechs  Abschnitte  getheilt,  die  zu  zweien 
in  drei  aufeinanderfolgenden  Lieferungen  erscheinen  sollten.  Der  Druck  ging  etwas  lang- 
samer vor  sich  theils  darum,  weil  der  Satz  sowohl,  wie  auch  die  Correctur  eines  solchen 
viele  längere  Formeln  mit  mathematischen  Symbolen,  Buchstabengrössen,  Strichen,  Stellenzei- 
gern u.  s.  w.  enthaltenden  Werkes,  wenn  man  den  Anforderungen  der  Zweckmässigkeit,  Schön- 
heit, Druckfehlerfreiheit  zugleich  Genüge  leisten  will,  an  und  fQr  sich  ein  langsamer  ist, 
theils  weil  ich  zu  dieser  Zeit  fiber  die  stabile  Unterstätzung  noch  nicht  verfügte,  die  mir  seit- 
dem zu  Theil  geworden  ist.  Eben  diese  Verzögerung  jedoch  ermöglichte  ein  tieferes  Eingehen 
in  die  einzelnen  Bestandlehren  dieses  Wissenszweiges,  der  dadurch  eine  völlige  Umarbeitung 
erlitt.  Hie  und  da  schieu  es  räthlich,  eine  und  dieselbe  wichtigere  Theorie  von  mehreren  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  aus  zu  beleuchten.  Bei  anderen  Gelegenheiten  wurde  von  einer 
analytischen  Thatsache,  deren  Stattfinden  nur  in  einzelnen  Beispielen  nachzuweisen  in  der 
ursprQnglichen  Absicht  lag,  ein  allgemeiner  Beweis  aufgefunden.  Mehrere  Paragraphe  wurden 
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iulcrpolirt  zum  Zwecke  der  leichteren  Uebersicht,  um  nämlich  dem  Leser  so  zu  sagen  von  einem 
erhöhten  Staudpuniite  aus  die  Gesammtheit  der  zur  Erlienntniss  der  Form  und  Sonderuug  der 
particulären  Integrale  von  einander  allmälich  entwiciielten  Vorschrirten  überschauen  zu  las- 
sen, zum  Theile  aber  auch  in  der  Absicht,  ihn  mit  dem  Geiste,  in  welchem  dieses  Werl{  ge- 
schrieben ist,  inniger  zu  befreunden.  Mitunter  gelang  es  sogar,  diese  Wissensehart  mit  eini- 
gen neuen  seitdem  aurgel'undenen  Methoden  zu  bereichern.  Eine  solche  ist  z.  ß.  die  Aullindung 
der  algebraischen  Gleichung,  deren  irrationale  Wurzeln  im  allgemeinen  Integrale  einer  linea- 
ren DilTerentialgleichung  erscheinen,  imgleichen  die  Integration  solcher  linearer  üilTerential- 
gleichungen,  die  in  ihren  CoefTicienten  die  Transcendente  0"'  beherbergen,  nebst  der  daran 
sich  knfiprenden  allgemeinen  Behandlung  des  Reflexionsproblemes  der  W-ellen  u.  s.  w.  Durch 
diese  Zusütze  hat  sich  aber  der  Uinlang  des  Werkes  verdoppelt  und  ich  sah  mich  genöthigt, 
mit  den  ersten  zwei  Liererungen,  die  die  drei  ersten  Abschnitte  des  Werkes  enthielten,  einen 
ersten  Band  abzuschliessen  und  die  folgenden  drei  Abschnitte  einem  ferneren  zweiten  Bande 
zuzuweisen.  Dieser  erste  Band  erschien  im  Jahre  1853;  den  zweiten  lege  ich  gegenwärtig 
der  mathematischen  Lesewelt  vor. 

In  den  höheren  Gebieten  der  Kunst  sowohl,  wie  auch  der  Wissenschaft  bricht  sich 
das  Neue  nur  langsam  und  nach  harten  Kämpfen  Bahn,  darum  wird  auch  schon  in  der  Vor- 
rede zum  ersten  Bande  des  hier  besprochenen  Werkes  die  Bemerkung  gemacht,  dass  ausge- 
dehutere,  einen  einzigen  Gegenstand  im  Xusammenhangc  verfolgende  mathematische  Werke, 
die  jedesmal  schwer  zu  studiren  sind,  besonders  wenn  sie  ihren  Zweck  auf  etwas  ungewohnte 
Weise  erreichen,  neue  Definitionen,  Eintheilungen,  Methoden  n.  s.  w.  zu  Grunde  legen  und 
damit  eine  veränderte  Form  der  mathematisch-wissenschaftlichen  Forschung  begründen  oder 
einleiten,  sich  nur  schwer  bei  den  Zeitgenossen  Eingang  verschalfen  und  selbst  bei  dem  höch- 
sten Interesse  ihres  Gegenstandes  oft  mehrere  Decennien  auf  die  ihnen  gebührende  Beachtung 
harren  müssen.  Belege  hiefür  bietet  die  Geschichte  der  Wissenschaft  in  Fülle.  Ein  anlTallendes 
Beispiel  liefert  eines  der  grössten  Werke  aller  Zeiten,  ich  meine  Newton's  l*rincipia  nova. 
Inmittelbar  nach  seinem  Erscheinen  wurde  die  Priorität  in  Abrede  gestellt  von  Leuten,  die 
höchst  wahrscheinlich  das  Buch  gar  nicht  gelesen  hatten  und  mindestens  seinen  vollen  Inhalt 
nicht  kannten.  Anerkennung  ward  ihm  gar  keine  zu  Theil,  an  Tadel  hingegen  war  kein 
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MaBjEfl.  Selbst  spitfr,  als  dfs  Verfassers  wissensehartliche  Verdienste  dureh  die  einträgliele 
Stelle  eines  MöDiwardeiBs  belohot  wurden,  wo  er  sich  also  in  einen  angesehenen  Mann  ver- 
wandelte, war  es  in  England  Sitte,  das  Werk  zu  loben  und  aueh  darauf  stolz  xu  sein,  aber 
lieht  SU  lesen.  Erst  drelssig  Jahre  nach  dem  Tode  New tou's  sehenliten  ihm  nicht  die  Engländer, 
sondern  die  Franzosen  die  gebührende  Anfmerksamkeit,  daher  rs  vemiuthlich  auch  kam,  dass 
die  erhabenste  alier  Wissenschaften,  die  für  den  Menschen  das  allerhöchste  Interesse  hat,  die 
Mechanik  des  Himmels,!  hre  Geburisstitte  verlassend,  in  den  Kesitz  einer  anderen  Nation,  der 
(tanzösischen,  flbergiog.  Geschah  nun  diess  mit  dem  Buche  aller  Bücher,  so  uiuss  es  wohl 
noch  mehr  der  Fall  sein  mit  der  Integration  der  linearen  DilTerentialgleichungen,  die  das  hohe 
menschliche  Interesse  bei  weitem  nicht  haben  kann,  und  brauchte  das  einbändige  Werk  vierzig 
Jahre  zu  seiner  Aufnahme,  so  ist  diess  um  so  mehr  von  dem  zweibändigen  zu  erwarten,  das 
Ich  gegenwärtig  vorlege.  Dem  Wissenschartsforscher  kommt  es  aber  nicht  zu,  sieh  über  die 
laue  Anerkennung,  die  seinen  Bestrebungen  zu  Theil  wird,  die  ungerechten  und  oft  bdswilli- 
gen  Angriffe,  deren  Ziel  er  ist,  zu  beklagen,  denn  eben  weil  die  Erscheinung  eine  allgemeine 
ist,  so  ist  sie  auch  tief  in  der  Natur  der  Sache  und  des  Menschen  begründet  und  steht  da  als 
unmittelbare  Folge  der  dem  Zeitalter  eigenthümlichen  Geistesrichtung.  Es  ziemt  Ihm  vielmehr, 
über  die  Ursachen  des  specifisch  langsamen  Fortschrittes  der  Wissenschaft,  die  beinahe  ein 
ebenso  würdiger  Gegenstand  akademischer  Forschungen  sind,  als  die  Wissenschaft  selbst, 
nachzudenken,  durch  die  geeigneten  Mittel  abzuhelfen,  wo  diess  möglich  ist,  und  alles  was 
sich  nicht  ändern  lässt,  alle  ungerechten  Urtheile,  falschen  Ansehuldigungen,  böswilligen  Augriffe 
mit  stoischem  Gleichmnthe  hinzunehmen,  ja  sogar  zum  Nutzen  und  Fromuien  der  Wissenschaft 
so  gut  als  möglich  zu  benützen.  Ich  war  bisher  immer  bestrebt,  diess  zu  thun,  und  wenn 
auch  die  unansenehmei  Erfahrungen,  die  ich  auf  diesem  kampfplatze  gesammelt  habe,  sieh 
mit  den  Erlebnissen  eines  Galiläi,  Copernicus  u.  s.  w.  nicht  messen  können,  so  begreifen 
sie  mindestens  alles  in  sich,  was  in  aufgeklärten  Zeiten  der  stillen  Thätigkeit  des  Wissen- 
sehaftsforsehers  an  Hindernissen  in  den  Weg  gelegt  und  als  Verunglimpfung  auf  sein  schuld- 
loses Uaopt  gehäuft  zu  werden  vermag.  Gewiss  ist  kein  Gelehrter,  so  wie  ich,  geeignet, 
über  4ie  Schattenseite  der  Wissensehaftsforschung  ein  Werkchen  zur  allgemeinen  Belehrung  zu 
schreiben,  was  ich  in  der  Folge  auch  zu  thun  gedenke. 
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Neue  Wissenschart  mnss  dem  menschlichen  Gesehlechte  beiläufig  wie  Arznei  beige- 
bracht werden  in  winzig  lileinen  Dosen,  wenn  sie  willige  Aurnahme  and  gebührende  Anerken- 
nong  finden  will,  denn  ihr  Studium  ist  ein  schwieriges  und  zwar  nicht  nur  für  die  jüngere 
Generation,  sondern  mehr  noch  Tür  den  älteren  Gelehrten  mit  dem  hochgereierten  \amen,  der 
mit  der  Entwicklung  seiner  eigenen  Ideen  beschäftigt,  das  verdiente  Vorrecht,  von  den 
Bemühungen  des  Anderen  keine  Notiz  zu  nehmen,  also  gar  nichts  mehr  lesen  zu  dörren,  bean- 
sprucht. Lässt  sich  daher  ein  grosses  Lehrgebäude,  wie  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen, nicht  rüglich  in  kleine  Parzellen  zerlegen,  Tügt  sich  vielmehr  Methode  an  Methode, 
Untersuchung  an  Untersuchung  mit  Nothwendigkeit  wie  in  einem  grossen  Baue  Stein  auf  Stein, 
so  darf  sich  der  Verfasser  nicht  wundern,  wenn  sein  Werk  lange  Zeit  hindurch  den  Zeitge- 
nossen völlig  unbekannt  bleibt.  Sein  eigentliches  Publikum  sind  dann  anfänglich  wenigstens 
nur  seine  Schüler  und  als  Lehrmittel  gilt  nicht  nur  das  Buch,  sondern  mehr  noch  das  leben- 
dige Wort.  Das  beste  Mittel,  der  neuen  und  schweren  Wissenschaft  willigere  Aufnahme  und 
schnellere  Verbreitung  zu  verschaffen  ist  daher  die  Gründung  einer  Schule  jüngerer  Mathemati- 
ker, denen  man  am  allerleichtesten  die  eigene  Geistesrichtung  einimpft.  Der  Lehrer,  der  keine 
Muhe  scheut,  wiederholend,  Irrthümer  berichtigend,  den  eigentlichen  Geist  der  Wissenschaft 
hervorhebend,  der  in  den  Büchern  nur  zwischen  den  Zeilen  zu  lesen  ist,  unablässig  einzuwir- 
ken, hat  gewiss  das  beste  Mittel  getroffen,  nicht  nur  die  Wissenschaft  zu  verbreiten,  son- 
dern auch  sie  dem  Vaterlande  zu  erhalten.  Diesen  Bestrebungen  verdanke  ich  es,  dass  mein 
Werk,  wiewohl  selbst  im  übrigen  Deutschland  noch  beinahe  völlig  unbekannt,  dennoch  in 
Oesterreich  bereits  Früchte  getragen  hat.  Die  durch  den  frühen  Tod  Fourier's  verloren  gegange- 
nen, sehr  werthvollen  Wissensschätze,  die  mit  den  Untersuchungen  im  Gebiete  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen in  der  innigsten  Verwandtschaft  stehen,  sind  durch  die  Bemühungen  Ueger's  wie- 
der aufgefunden,  und  die  algebraischen  Gleichungen  mit  Bachstabenparametern  in  den  Coefficien- 
ten,  die  besonders  in  der  mathematischen  Physik  weit  öfter  vorkommen,  als  reine  Zahlenglei- 
chnngen,  sind  hiemit  einer  regelrechten  analytischen  Behandlung  unterworfen.  Hoffentlich  werden 
auch  die  traoscendenten  Gleichungen  unseren  derartigen  Bemühungen  nicht  lange  widerstehen. 

Auch  der  Leser  dieses  Werkes,  wenn  er  dasselbe  nicht  blos  fluchtig  zu  überblicken, 
sondern  vielmehr  eines  ernsten  Studiums  zu  würdigen  sich  entschliessen  kann,  wird  hoffentlich 
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flodfo,  dass  aaek  fQr  ihn  gesorgt  and  alles  Geeignete  getliai  sei,  das  Stadium  desselben  in 
erleichtern,  iwar  nicht  dnrch  eine  weitläaflge  ond  omständliehe  Darstelinng,  die  auch  in 
Grande  nicht  iweekgemiss  gewesen  wäre;  der  Styl  ist  vielmehr  kurz  and  pricis,  so  wie 
diess  einem  seldttn  mathematischen  Werke  ziemt;  allein  ich  habe  Oberall  gesucht  dem  Leser 
pie  Bildung  eines  vorläaflgen  Begriffes  des  Inhaltes  der  einzelnen  Abschnitte  zu  erleichtern, 
indem  ich  meine  Forschungen  an  die  wohlbekannte  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
anlehne  ond  zu  wiederholten  Malen  hinweise  auf  die  dnrchgreirende  Aehnllchkeit,  die  zwischen 
diesen  beiden  Wissenschartszweigen  besteht.  Ich  habe  flberall,  wo  zu  berorchten  stand,  dass 
das  Gedichtniss  des  Lesers  durch  die  zu  grosse  Mannigfialtigkeit  der  wissenschalllichen  Vor- 
schriften zu  sehr  belastet  werden  könnte,  fSr  eine  allgemeine  Uebersicht  sowohl,  als  durch 
eine  summarische  Wiederholung  durch  eigene  Paragraphe  gesorgt.  Ich  habe  endlich  sorgfältig 
Alles  veraiieden,  was  nnr  irgendwie  das  Studium  des  Werkes  erschweren  könnte;  es  kom- 
men in  demselben  keine  neuen  Worte  ond  auch  keine  alten  in  neuer  Bedeutung  vor,  selbst 
neue  Zeichen  werden  nur  höchst  spirlich  angewendet,  mit  einem  Worte,  alles  ist  erzielt  mit 
den  ahen  Mitteln. 

Aber  eben  dieser  letzte,  gewiss  sehr  daakenswerthe  Vorzug  ist  es,  der  dem  Ver- 
fasser mancherlei  Angriffe  bereits  zugezogen  hat  und  noch  zuziehen  wird.  Man  hat  seine  Rech- 
nungen zerlegt  in  kleine  Parzellen  und  hat  finden  wollet,  dass  diese  nicht  neu  seien.  Siehe 
da,  hat  »an  gesagt,  diess  ist  ein  Stein,  der  sich  bereits  in  einem  anderen  Lehrgebäude  Seite 
X  Zeile  jf  vorfindet,  mithin  ist  es  nicht  neu.  Möge  sieh  der  Leser  durch  solche  Recensenten- 
kitste  nicht  irre  führen  lassen.  Die  Untersuchnngsmittel,  Kunstgriff^  der  Rechnung,  kurz  die 
einzelnen  kleineren  Bestandtheile  sind  allerdings  alt,  aber  das  daraus  aofgeffihrte  Gebäude  ist 
doch  neu,  und  wenn  der  Leser  auch  nur  bei  irgend  einem  Paragraphe  sich  zur  Annahme  ver- 
leiten Usst,  er  habe  lauter  alte,  völlig  bekannte  Dinge  vor  sich,  so  wird  er  den  Standpui^^ 
des  Verfassers  verlieren  und  sich  selbst  das  Verstftndniss  erschweren.  Ich  glaube  nicM  ^^^ 
irgend  eine  wem  auch  meisterhaft  abgefasste  kune  Darstellung  des  Inhaltes,  Recep'^"  "*  ^'  ^' 
geeignet  sei,  von  eben  demselben  einen  genOgendei  Begriff  zu  geben,  und  ep'^^^  ^^n  dem 
gaiieo  zweiten  Bande  gelten,  was  in  Grunert's  Archiv  von  dem  III.  ^'^^^i^^  ^^  «rsten 
Bandes  gesagt  wird:  „Der  Inhalt  des  dritten  Abschnittes  ist  so  r*****'«'  *'*^  ^'n«  ■"f 
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einigeroiassen  vollständige  Angabe  desselben  hier  leider  nicht  möglich  ist.  Ueberhaupt  ist  dieses 
Werk  so  reich  an  nenen  Methoden  und  dem  Verfasser  eigenthnmiichen  Darstellungen  Allerer 
Methoden,  dass  man  nur  durch  ein  sehr  sorgfUtiges  und  eingehendes  Studium  desselben  sich 
einen  ganz  deutlichen  Begriff  von  seinem  Wesen  und  seiner  Bedeutung  verschaffen  kann." 

Der  vorliegende  zweite  Band  ist  so  wie  der  erste  in  drei  Abschnitte  gelheilt,  sie 
enthalten  der  Reihe  nach:  die  Translormationslehre,  die  Integrationsmethoden  und  die  partiel- 
len Differentialgleirhungeu.  Ich  will  es  versuchen,  hier  von  dem  Inhalte  dieser  drei  Abschnitte 
einen  kurzen,  wenn  auch  ungenügenden  Vorbegriff  zu  geben. 

Ich  habe  an  mehreren  Stellen  des  Werkes  und  namentlich  schon  in  der  Einleitung 
die  Verwandtschart  hervorgehoben,  in  der  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit 
jener  der  algebraischen  Gleichungen  steht,  daher  es  denn  als  passende,  die  Uebersicht  nicht 
nur  we^sentlich  erleichternde,  sondern  sogar  mit  logischer  Nothwendigkeit  sich  aufdringende 
Massregel  erschien,  die  letztere  auf  schickliche  Weise  in  ihre  Bestandtheile  zerlegt,  zum 
Muster  aufzustellen  und  die  erstere,  so  weit  diess  angeht,  ihr  Theil  für  Theil  nachzubilden. 
Nachdem  es  nun  bekannt  ist,  dass  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  eine  sogenannte 
Translormationslehre,  d.  h.  einen  Inbegriff  von  Lehrsätzen  enthalte,  mittelst  welcher  aus 
einer  gegebenen  Gleichung  eine  andere  abgeleitet  werden  kann,  deren  Wurzeln  bestimmte 
Functionen  der  Wurzeln  der  ersteren  sind,  welche  man  zu  diesem  Zwecke  gar  nicht  zu  ken- 
nen braucht;  nachdem  man  nberdiess  weiss,  dass  eine  solche  Transformation  mancherlei 
Nutzen  gewähre  und  sogar  einem  Approximationsverfahren  zur  Aullinduug  der  Wurzeln  zu 
Grunde  gelegt  werden  könne;  so  erschliesst  sich  leicht,  dass  auch  eine  Transformationslehre 
der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  vermothllch  einen  ebenso  grossen,  wenn  nicht 
einen  grösseren,  ausgedehnteren  Nutzen  bieten  könne.  Dem  ist  auch  wirklich  so,  denn  ich 
>^e,  dass  während  bei  den  algebraischen  Gleichungen  sämmtliche  Wurzeln  durch  das  geeig- 
nete v^fahren  ohne  vorhergehende  Transformation  allenfalls  ermittelt  werden  können,  diess 
bei  Berec^i^g  ^\f.^  particulären  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung  nur  in  seltenen 
Fällen  thunUciK^^^  ^j^  nächste  Ursache  lievon  ist,  weil  man  bei  Berechnung  der  Wurzeln 
einer  algebraische^uj(|,mig  ig,mgp  jm^  eine  einzige  Zahlen-  oder  Functionsform  vorliegen 
hat,  deren  Bestimmon^^j  j^gj^jj  ^^^^  j^^^g  vollkommen  congruenter  Rechnungsoperationeu 
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erheisckt;  die  particnliren  latf^rale  eioer  DiffereotialgleichuBg  hingegen  ferscIiiedeneD  Func- 
tioascbsseo  aogeliörige  Eleoieate  entiialteD,  die  sieh  auf  versehiedene  Weise  in  den  CoeifieieDteB 
ihbildeo  uad  desshalb  anch  auf  andere  und  andere  Weise  berechnet  werden  müssen,  leb  zeige 
feroer,  dass  in  vielen  Fällen  das  firgebiiss  der  Traasrormation  bereits  das  Integral  der 
Gleichong  selber  sei»  was  übrigens  aueh  bd  den  algebraischen  Gleichungen  nicht  selten  der 
Fall  ist. 

Wenn  nun  aber  auch  die  hervorgehobene,  weitverzweigte  Aehnlichkeit  zwischen  den 
algebraischen  Gleichungen  und  den  linearen  Differeotiaigleichungen  wirklich  besteht;  so  erfor- 
dert doch  der  grössere  Gegenstand  veränderte,  meist  erweiterte  Grundansiehten.  Ich  habe 
dengemäss,  durch  die  auf  dem  neuen  Felde  vorkommenden  Umstände  genothigt,  von  dejii 
Begriffe:  Transformation  der  Gleichungen  folgende  allgemeinere,  auf  algebraische  sowohl,  wie 
anf  Oifferentialgleichnngen  anwendbare  Definition  gegeben:  Eine  Gleichung  oder  mehrere  solche 
transformiren  heisst,  eine  oder  mehrere  Gleichungen  bilden,  deren  Genüge  leistende  Werthe 
mit  jenen  der  ersten  in  einem  bestimmten  analytischen  Zusammenhange  stehen,  Genüge  lei- 
stende Werthe,  welche  dort  Wurzeln,  hier  particuläre  Integrale  heissen. 

lo  dem  einfachsten  der  hier  denkbaren  Fälle  wurde  nur  eine  zu  transformirende  und 
lur  eine  transformirte  Gleichung  vorliegen,  and  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen 
betrachtet  auch  im  Wesentlichen  nur  diesen  einzigen  Fall.  Auf  dem  Gebiethe  der  Infinitesimal- 
rechnung jedoch  sind  wir  durch  unsere  Bedürfnisse  gezwungen,  auch  die  complizirteren  Fälle, 
wo  nämlich  mehrere  zu  transformirende  Gleichungen  vorhanden  sind  und  nur  eine  Transfor- 
mirte gesucht  wird,  oder  wo  eine  einzige  zu  Transformirende  in  mehrere  Transformirte  zer- 
flUlt,  der  Betrachtung  zu  unterwerfen,  und  dless  ist  die  erste  der  Ursachen,  aus  welchen 
Bttsere  Transformatjonslehre  jene  der  algebraischen  Gleichungen  an  Umfang  und  Verwicklung 
nbertreffen  muss.  Eine  zweite  Ursache  liegt  in  dem  besonderen  Umstände,  dass  die  linearen 
Differentialgleichungen  ihren  Eigenschaften  nach  vorzugsweise  Aehnlichkeit  besitzen  mit  alge- 
braischen Gleichungen,  die  in  ihren  Coefficienten  noch  unbestimmt  gelassene  Parameter  bergen, 
von  welchen  sohio  die  Wurzeln  Functionen  sind,  und  nicht  sosehr  mit  selchen  mit  numerischea 
Coefficienten,  weil  sich  nicht  leicht  eine  Differentialgleichung  wird  finden  lassen,  in  der  solche 
constaite  Parameter  ganz  fehlen.  Hätte  man  bisher  ähnliche  algebraische  Gleichuigen  in  den 


X 

Kreis  der  UntersoehungeD  gezogen,  so  wQrde  aach  die  ihoen  aogeiiörige  TraDsformations- 
lelire  eineo  grösseren  Umrang  gewonnen  liaben,  ja  sie  wird  diess  aucli  l>ei  dem  gegen- 
wärtigen Stande  der  Dinge,  weil  sie  die  Lfisong  von  Problemen,  wie  das  folgende,  lianm 
ausschliessen  darf:  Ans  der  gegebenen  Gleichung  ist  eine  andere  abzuleiten,  deren  Wurzeln 
die  ersten,  oder  hölieren  Differentialquotienten  der  gegebenen  sind,  genommen  nach  irgend 
einem  darin  erscheinenden  Parameter.  Uns  aber  auf  dem  Felde  der  Differentialgleichungen 
liegt  es  zunächst  ob,  Methoden  anzugeben,  die  particnlären  Integrale  einer  Differentialglei- 
chung, ohne  dass  man  sie  kennt,  und  in  der  Gleichung  selbst  nicht  nur  einigen  algebrai- 
schen Rechnungsoperationen:  Multipliziren  oder  Dividiren  mit  einer  bestimmten  oder  erst 
in  bestimmenden  Function  zu  unterwerren,  sondern  auch  der  eines  ein-  oder  mehrmaligen 
Differenzirens  und  Integrirens.  Es  ist  ihm  ein  eigener  Paragraph  gewidmet,  der  auch  vor- 
lloflg  den  Nutzen  dieser  Transformationsart  nicht  nur  in  Bezug  auf  leichtere  Integration, 
sondern  auch  auf  die  allgemeine  Kenntniss  der  Natur  der  Differentialgleichungen  ersicht- 
lich macht. 

Die  dritte  und  vornehmste  Ursache  aber  der  Grösse  der  auf  diesem  Felde  zu  über- 
windenden Schwierigkeiten  liegt  in  dem  weit  complizirteren  Coedicientenbaue.  Während  näm- 
lich die  Coefflcienteo  einer  algebraischen  Gleichung  die  allereinfachsten  symmetrischen  Func- 
tionen der  Wurzeln  sind,  beziehlich  vom  ersten  angefangen  1,  2,  3,  ...  Dimensionen  bie- 
thend,  zeigen  sich  die  CoefRcienten  einer  linearen  Differentialgleichung  der  n""  Ordnung  schon 
in  ihrer  Urform  als  zweiwerthige  Functionen  der  particnlären  Integrale  durchaus  von  n  Dimen- 
sionen und  noch  überdiess  mit  Differentialqnotienten  derselben  bis  zum  it^"  versehen.  Wie 
sehr  diess  die  Behandlung  erschwere,  ist  unter  anderen  daraus  ersichtlich,  dass  es  z.  B.  sehr 
leicht  ist,  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  in  derselben  zum  Q,uadrat  zu  erheben, 
während  dasselbe  bei  den  particulären  Integralen  der  Differentialgleichung,  wenn  auch  nicht 
als  theoretische,  doch  als  praktische  Unmöglichkeit  gelten  dörfte.  Je  schwieriger  aber  ein 
solcher  Gegenstand  ist,  desto  bereitwilliger  lässt  er  sich  dehnen  ins  Lange  und  Breite,  wenn 
ihn  der  stets  im  Auge  zu  behaltende  Hauptzweck  nicht  in  die  geböhrenden  Grenzen  zurückfährt, 
und  dieser  ist  lediglich  das  Verstehen  der  inhaltsvollen.  Sprache,  welche  die  Differentialglei- 
chungen reden.  Diesem  Hauptzwecke  nun  werden  nur  jene  Transformationen  zusagen,  die  bei 
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den  iDt^ratioDS-  oder  vielmehr  Discassionsgesehäfte  der  Gleicbongea  vom  Nutzen  seiD  k$B- 
MB.  Da  solchergestalt  der  Zweek»  der  hier  verfolgt  wird,  ein  pralitlscher  ist,  so  schieo  es 
ik^iess  noch  angemesseo,  einer  jeden  auseinandergesetzten  Transrormationsweise,  insoferne 
dless  möglich  ist,  allsogieieh  die  Angabe  ihres  Nutzens  beizufügen.  Weil  ferner  das  Transfor- 
■iren  in  den  meisten  F&llen  ein  unmittelbarer  Bestandtheil  des  Integrirens  selbst  ist,  den 
Andeutungen  aus  der  Formenlehre  unmittelbar  auf  dem  Fusse  folgend,  ja  manchmal  die  Inte- 
gration selber  abschliesst;  so  schien  dabei  eine  ähnliche  Einfachheit  wüoschenswerth,  wie  bei 
den  Vorschriften  der  Formenlehre  selbst.  Ich  habe  daher,  so  oft  diess  der  Deutlichkeit  zusagte, 
die  praktisch  wichtigen  Transformationsarten  zur  Erleichterung  der  Uebersicht  ober  die  vor- 
koanenden  wichtigen  Rechnungsmomente  zuerst  in  Anwendung  auf  die  einfacheren  Fälle  von 
DIflerentialgleiehungen  niederer  Ordnungen,  der  zweiten,  dritten  nämlich  durchgeführt  und 
den  allgemeinen  durch  complizirte  Rechnungen  zu  entsprechend  weitiäuflgen  Formeln  führenden 
Fall  einer  zu  transformirenden  Differentialgleichung  der  m""  Ordnung  der  Behandlung  in  einem 
späteren  Paragraphe  zugewiesen. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  und  wird  desshalb  Niemanden  Wunder  nehmen, 
wenn  die  Transformationslehre  über  die  Form  der  particulären  Integrale  neue  Aufschlüsse 
bringt  ond  zwar  im  höheren  Masse,  als  diess  bei  jener  der  algebraischen  Gleichungen  der 
Fall  ist.  Offenbar  können  Formen-,  Transformations-  und  Integrationslehre  insgesammt  nur 
«Ben  dnzigen  Zweck  verfolgen  und  dieser  ist  Ermittlung  der  Eigenschaften  der  Genüge  leisten- 
den Werthe;  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  der  Formenlehre  nur  die  Erörterung  von  so 
fidea  Eigenschaften  der  particulären  Integrale  zusteht,  als  eben  nothwendig  und  hinreichend 
sind,  im  Allgemeinen  den  Unterschied  zwischen  Ihnen  zu  begründen;  Transformation  und 
Integration  hingegen  es  mit  allen  Eigenschaften  bis  ins  kleinste  Detail  zu  thun  hat,  and  hiemit 
die  Discossion  abschliesst.  Diesen  Grundsätzen  gemäss  liess  sich  derjenige  Theil  der  Trans- 
formationslehre, der  beim  Integrationsgesehäfte  praktischen  Nutzen  verspricht,  so  einfach  als 
möglich  dargestellt,  in  sechs  Paragraphe  gliedern.  Sie  handeln; 

Der  erste  Paragraph  von  der  Befreiung  eines  oder  mehrerer  particulärer  Intt^rale 
von  eiBe«  Divisor  (:r  —  a)*  durch  Multiplication  mit  demselben. 

Der  zweite  hat  auf  dieselbe  Weise  die  Befreiung  von  einem  Factor,  wie  ^*' 

b* 
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wo  9  nicht  gebrochen  ist,  und  die  dadurch  zu  bewiriiende  Herabsetzung  des  betreffenden  par- 
ticuliren  Integrales  von  der  zweiten  znr  ersten  Classe  znm  Gegenstande. 

Der  dritte  beschäftigt  sich  mit  der  BeiVeiung  von  einem  ihnlichen  Factor,  wo  aber 
^  gebrochen  und  mit  einem  Nenner  wie  (;r  —  a)*»  versehen  ist,  unter  m  eine  von  Eins  ver- 
schiedene Zahl  verstandai  und  so,  dass  das  davon  beOeite  particuläre  Integral  fQror—a  weder 
unendlich  noch  unstetig  wird. 

Der  vierte  lehrt  die  particulären  Integrale  in  der  Differentialgleichung  selbst  den 
Reehnungsoperationen  des  Differenzirens  und  integrirens  zu  unterwerfen  und  die  damit  verbun- 
denen analytischen  Erscheinungen  zu  deuten. 

Der  fflnfte  handelt  von  der  Verwechslung  der  unabhfingigen  Veränderlichen  und 
ihrem  Nutzen  in  gewissen  specielleu  Fällen,  lässt  sohin  die  particulären  Integrale  unangetastet 
und  stellt  sie  nur  hin  als  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variablen,  die  von  der  gege- 
benen eine  bestimmte  Function  ist. 

Der  sechste  ist,  wieder  ohne  die  particulären  Integrale  anzutasten,  der  Auflösung 
ft)igender  doppelten  Aufgabe  gewidmet: 

a)  Die  Differentialgleichung  aufzusuchen,  welche  die  particulären  Integrale  zweier 
oder  mehrerer  Differentialgleichnngen  als  Genüge  leistende  Werthe  in  sich  vereinigt  und 

h)  «mgeitehrt  zwei  gegebenen  Gleichungen  von  den  vorhand'enen,  beiden  gemein- 
schaftlichen particulären  integralen  zu  belVeien. 

Die  annoch  folgenden,  zo  dehiselben  Abschnitte  gehörigen  Paragraphe,  fünf  an  der 
Zahl,  dienen  nur  zur  Verallgemeinerung  der  in  den  sechs  tl'öheren  vorgetragenen  Lebren.  Sie 
behandeln  nämlich  ganz  allgemein  die  Transformation  einer  Differentialgleichnng  der  »""'  Ord- 
nung mit  beliebigen  Coeflicienten. 

Die  Fassung  des  ganzen  Abschnittes  trägt,  wie  aufmerksame  Leser  vermuthiich  linden 
werden,  einen  etwas  eigentbnmiichen  Austrieb  von  minutiöser  Sorgfalt,  scheinbar  auf  Kleinig- 
lieiten  verausgabt,  zu  dessen  Rechtfertigung  einige  Erläuterungen  nicht  fiberflfissig  sein  wer- 
den. Die  verschiedenen  Transformationen  sind  zum  grössten  Theile  an  sich  genommen  weder 
schwer,  noch  neu  und  es  wird  wohl  kaum  einen  nur  halbwegs  auf  dem  Gebiete  der  Infinitesi- 
malrechoung  heimischen  Analysten  geben,  dem  sie  nicht  bereits  vorgekommen  wären,  meist 
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•kie  doB  geriogstei  Notseii  zu  briisen.  Wie  «ft  siRd  die  versdriedeiRten  TransrftruiatioiieB 
nternonoieii  werden,  se  lo  mgm  auf  gut  GlOek»  oiiae  dass  mu  sick  liier  ihren  Zweck 
Reeheoseliaft  zt  geben  in  Stande  war;  wie  oft  ist  die  traosformirte  Gleicliang  weggeworfc» 
wurden,  wenn  sie  compli^ter  war,  oder  mindestens  schien,  entweder  in  Bezug  auf  die  Ord- 
NBgszahl  oder  auf  die  Gradzahl  der  CoefflcieRten,  da  man  daraus  immer  schloss,  dass  sie 
schwerer  zu  integriren  sei  als  die  Vorgelegte,  ohne  jemals  hievon  öberzeugt  zu  sein;  wie  oft 
Ist  man,  dem  Ziele  nahe,  umgekehrt,  das  mit  einem  eiBzigea  feraeren  Schritte  zu  erreichen 
fewesen  wäre!  Mit  einem  Worte,  man  tappte  in  tiefer  Finstemiss,  bei  der  der  Rechner  as 
die  Anaiysis  oft  Fragen  stellte,  die  er  selber  nicht  verstand,  deren  Bedeutung  ihm  wenigstens 
lieht  im  ganzen  Umfange  klar  geworden  war  und  somit  auch  natürlich  Antworten  bekam,  die 
n  nicht  verstand,  oder  die  er  sich  wenigstens  nicht  vollstindig  auszulegen  wnsste.  Solch'  ein 
onHissensehaftliches  Verfahren  kann  nicht  zum  Ziele  führen;  es  ist  vielmehr  unumginglich 
wthwendlg,  dass  maa  bei  jeder  Umformung,  die  die  Differentialgleichung  erfährt,  Ihren  Zweck 
»gebe,  und  ihre  Wirkung  auf  den  Bau  der  Gleichung,  insofern  sie  sich  bestimmen  l&sst,  im 
Voraus  verkfinde,  dass  man  femer,  mit  der  Leuchte  der  Formenlehre  in  der  Hand,  alle  ana« 
lytischen  Erscheinungen,  die  bei  den  durchgeführten  Rechnungsentwicklungen  auftauchen,  einer 
sor^men  Prüfnag  unterwerfe,  und  ihnen  die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Genüge  lei- 
stendea  Wertiie  gegenüberstelle.  So  wird  es  geschehen,  dass  jede  Transformation  die  Gleichung 
dnrchi^chtiger  macht,  indem  sie  stets  mehr  und  mehr  von  der  Beschaflieinheit  der  particnlären 
Integrale  enthüllt,  bis  endlich  die  Integration  selbst  ihre  Kenntniss  vervollständigt,  und  daher 
rührt  dieses  auf  den  ersten  Anblick  etwas  kleinlich  erscheinende,  sorgfältige  Beachten  und 
Vergleichen  der  bei  den  Rechnungen  erhaltenen  Formen.  Es  ist  in  der  Natur  der  Sache  be« 
gründet  nnd  auf  dem  Felde  der  DifferentialgleichuRgen  durch  die  Nothwendigkeit  gebotben. 

Es  hat  mit  der  mathematischen  Anaiysis  «ine  eigene,  in  allen  ihren  Theilen  zur 
Genüge  in  die  Augen  fallende  nnd  dennoch  vielleicht  nicht  genug  gewürdigte  Bewandtniss.  Der 
nensfhliche  Geist  hat  zur  Unterstützung  des  beschränkten  menschlichen  Gedächtnisses  sich  eine 
rigenthünlicbe  Zeichensprache  gebildet  und  hat  vermittelst  derselben  gewisse  Theile  des  Denk- 
gesehäftes  in  Form  von  Rechen-  oder  Untersuchungsmetboden  der  Anaiysis  übertragen,  die 
ihm  In  den  gewöhnlichen  logischen  Formen  durchzuführen  schwer  oder  gar  nicht  müglich 
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gewesen  w&re,  die  sie  aber  so  zu  sagen  mecbaoiscii  mit  Leielitigiieit  durchniiDiut.  Hiedurcli 
gewinnt  sie,  obwolil  ursprflngiicb  selbst  Erzengniss  des  menschlichen  Geistes,  in  gewisser  Weise 
ihm  gegenüber  Individoalität,  setzt  die  begonnene  Gedanltenreihe  fort,  bringt  die  lange  Reihe 
der  Sehlossfolgerongen  auf  die  passendste  Form,  berichtigt  durch  die  mannigfachen  Arten  der 
in  ihr  liegenden  Deductionen  ad  absurdum  Irrthfimer,  und  scheint  so  mit  dem  mathematischen 
Forscher  ein  wahres  Zwiegespräch  zu  führen,  in  welchem  gewöhnlich  der  letztere  sich  als  der 
im  Irrthum  Befangene  beurliundet.  Eben  in  Folge  des  ümstandes  aber,  dass  die  mathematische 
Analysis  als  Erzengniss  des  menschlichen  Geistes  auch  nichts  anderes  geben  kann,  als  was  der 
menschliche  Geist  ursprünglich  hineingelegt  hat,  obgleich  ausgedrückt  in  den  mannigfaltigsten 
und  überraschendsten  Formen,  während  hinwiederum  der  menschliche  Geist  meistentheils  nur 
sehr  wenig  als  Merkmal  des  Gesuchten  hineinzulegen  vermag,  in  analytischer  Sprache  gehörig 
ausgedruckt,  was  dann,  je  weniger  es  ist,  auf  desto  mehr  verschiedene  Dinge  passt,  beant- 
wortet die  Analysis  die  ihr  gestellten  Fragen  unpartheiisch ,  umfassend  und  vollständig  in 
einem  für  unsere  Geisteskräfte  viel  zu  inhaltsvollen  Lapidarstyle,  der  uns  nur  durch  Zerlegung 
in  einfache  Bestandsatzungen  verständlich  wird.  Diess  begründet  zwischen  dem  Forscher  und 
dem  grossen  Werkzeuge,  dessen  er  sich  bedient,  der  Mathematik  nämlich,  ein  ganz  eigenthüm- 
liches  Verhältniss.  Es  sind  nämlich  gewisserniassen  zwei,  die  an  der  Forschung  Theil  nehmen: 
der  neue  Forscher  und  die  alte  Wissenschaft.  Die  letztere  entfaltet  so  zu  sagen  eine  Neigung 
kurz  und  bündig  alles  auf  einmal  zu  sagen,  was  sie  weiss,  alle  an  sie  gestellten  Fragen  in 
der  umfassendsten  Weise  beantwortend,  und  entschliesst  sich  zur  Darlegung  des  Speciellen  nur, 
wenn  sie  dazu  gezwungen  wird.  Der  Rechner  hingegen  versteht  das  Allgemeine  nicht,  oder 
wünscht  darüber  keine  Kunde  einzuziehen  und  forscht  nach  dem  Speciellen.  Er  wünscht  z.  B. 
nur  ein  einziges  particuläres  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  oder  nur  eine  einzige 
Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  kennen  zu  lernen.  Die  Analysis  hingegen  spricht  gerne 
von  allen.  Versteht  es  also  der  Rechner  nicht,  sich  in  der  präciseo  Zeichensprache  der  Wissen- 
schaft deutlich  auszudrücken,  so  gibt  es  allsobald  zwischen  ihm  nnd  ihr  ein  Missverständniss, 
das  gewöhnlich  entweder  mit  einer  Deductio  ad  absurdum,  oder  mit  der  Angabe  von  etwas 
endigt,  was  man  ohnehin  schon  gewusst  hat,  und  wornach  man  eigentlich  gar  nicht  fragen 
wollte.  Der  Leser  wird  nun  gut  thun,  dieses  Werk  über  die  Integration  der  Differentialglei- 
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ehaogeD  fiberhaopt  uad  die  TraDsrormatioDslehre  iosbesondere  aufzurassen  als  ABleitaog  zu 
ejaem  soleheo,  systematisch  geflilirten  Zwiegespriclie,  auf  dass  ihm  eine  jede  der  Transfor- 
natioiisarteo,  die  er  hier  IceBneB  lernt,  erscheine  so  zn  sagen  als  Perm  der  Conversation,  die 
nae  passend  gewählt  hat,  um  Gelegenheit  zu  finden,  der  Analysis  die  speciellen  Eigenschaften 
der  gesochten  Functionen  der  Reihe  nach  abznrragen,  und  die  allgemeinen  Antworten,  zu 
denen  sie  Neigung  hat,  und  die  fiir  uns  nicht  belehrend  sein  würden,  weil  wir  ihren  Inhalt 
entweder  schon  kennen,  oder  gar  nicht  verstehen,  so  viel  als  möglich  zu  vermelden.  Es  wird 
sich  eben  hiedurch  von  selbst  die  Ueberzengung  aufdringen,  dass  es  unumgänglich  nothwendig 
sei,  allen  in  der  Rechnung  vorkommenden  Erscheinungen  die  geböhrende  Aufmerksamkeit 
nzuwenden  und  besonders  die  Aosnahmsfälle  sorgfältig  zu  berficksichtigen,  die  vielleicht  auf 
finem  anderen  Felde  Nebensache  wären,  auf  dem  der  Integration  der  Difl'er^ntialgleichungen 
jedoch  als  Hauptsache  hervortreten,  weil  sie  ebenso  viele  specielle  Eigenschaften  der  gesuchten 
partiealären  Integrale  kund  geben. 

Diese  Retrachtungen,  die  man  sich  nicht  oil  genug  wiederholend  einprägen  kann, 

erweitem  den  Gesichtskreis  und  zeigen  auch  die  Transformationslehre  in  einem  anderen  Lichte. 

Man  sieht  sehr  bald  ein,  dass  man  zwar  seit  den  ältesten  Zeiten  der  Analysis  einiges  hieher 

Gehörige  gehabt  habe;  man  konnte  es  aber  nicht  brauchen,  dagegen  man  da^enige,  was 

branchbar  gewesen  wäre,  nicht  gehabt  hat.  Es  ist  in  der  That  nicht  neu,  dass  man  ein  par- 

ticnläres  Integral  der  vorgelegten  DilTerentialgleichung  von  einem  Divisor  (x  —  et)"  befireien 

könne  durch  die  Substitution;  ^=(j7  — a)~*2r;  auch  das  ist  Jedermann  klar,  dass  eine  solche 

Transformation  die  Anfrage  in  sich  enthalte,  ob  sich  aus  einem  der  particulären  Integrale  ein 

solcher  Divisor  sondern  lasse,  und  dass  die  Antwort  darauf  in  der  Transformirten  in  «  liege; 

allein  welchen  Nutzen  bringt  es  denn,  wenn  ich  eben  dieser  Transformirten  schon  wegen  ihrer 

Ordnungszahl  nichts  weiter  entnehme,  als  dass  sich  aus  jedem  der  particulären  Integrale  und 

in  jedem  Falle  ein  solcher  Divisor  abscheiden  lasse?  Selbst  das  ist  noch  von  gar  keinem  Vor^ 

theil,  wenn  man  tiefer  in  den  Coefficientenbau  eingehend  zum  Schlüsse  gelangt,  dass  im  Allge* 

uieineB  die  particulären  Integrale  einer  Düferentialgleiehnng  der  n*^  Ordnung  durch  Multipli- 

titiOB  mit  bestimmten  Constanten  und  Addition  sich  zu  neuen  Functionen  n  an  der  Zahl  ver- 

rinlgen  lassen,  die  beziehlieh  der  0"",  r"",  2"", . . .  n  —  V^  Potenz  von  j?  —  a  propor- 
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tioDal  »Dd,  deoD  es  versteht  sich  diess  alles  von  selbst;  aber  dass  jede  Ausnahme  voo  dieser 
Regel  mlndesteos  eioeo  Factor  d?— a  des  ersten  CoefGcientee  zur  nothwendigen  Folge  hat,  ja 
gelegentlich  selbst  eine  ganze  Gruppe  solcher  Faetoren  in  den  AnrangscoefGcienten,  dass  ojau 
aus  der  Art  ihres  Vorkommens  und  den  damit  verbundenen  analytischen  Erseheiuung«n  die  An- 
zahl und  BeschalTenheit  der  im  Aosnahmszustande  sich  befindenden  Genüge  leistenden  Werthe 
zu  erschliessen  vermag,  dass  man  zu  erkennen  im  Stande  ist,  ob  dieser  Zustand  einen  Factor 
oder  Divisor  {x  —  a)"  einer  Irrationalgrösse,  einem  Logarithmus  in  erster  oder  höherer  Potenz 
entspräche,  oder  lediglich  die  Folge  sei  einer  neu  eingerührten  unabhängigen  Veränderlichen, 
das  war  nicht  bekannt  und  bringt  Nutzen,  denn  es  legt  die  speciellen  Eigenschaften  der  Inte- 
grale blos,  an  denen  sie  erfasst,  ans  dem  Verbände  mit  den  übrigen  losgelöst  und  dann  ein- 
zeln der  Berechnung  nnterworren  werden  können. 

Aehnliches  lässt  sich  vom  Inhalte  des  §.  Z  sagen.  Die  Einrührung  einer  neuen  Ver- 
änderlichen nämlich  durch  die  Substitution:  y=e^^s  ist  allerdings  etwas  ziemlich  Bekann- 
tes  und  wenigstens  in  speciellen  Fällen  gar  nicht  selten  geübt.  Es  gilt  der  Anfrage  gleich,  ob 
sich  aus  dem  Integrale  ein  exponentieller  Factor  sondern  lasse.  Es  hat  aber  Niemand  die  Ant- 
wort verstanden,  die  die  Transcendente  in  «  enthält,  weil  Niemand  den  eigentlichen  Zweck 
dieser  Substitution  begriif  oder  auch  nur  begreifen  konnte,  welcher  ist,  die  particulären  Inte- 
grale durch  Abscheidung  eines  geeigneten  exponentiellen  Factors  zur  ersten  Functionsclasse 
herabzubringen ,  denn  man  kannte  ja  die  Einthellung  der  Functionen  in  Classen  nicht.  Zwar 
hat  schon  Fonrier  dar^iuf  hingewiesen,  dass  die  bisher  übliche  Eintheilung  der  Functionen  in 
algebraische  und  transcendente  unwissenschaftlich  sei  (was  früher  bekannt  geworden  ist, 
nannte  man  algebraisch,  was  später,  transcendent),  auch  dass  man  genöthigt  sein  werde,  sie 
mit  der  Zeit  durch  eine  andere  zu  ersetzen,  er  sagt  aber  nicht  durch  welche.  So  lange  man 
nun  eine  Definition  oder  logische  Eintheilung  io  einer  Wissenschaft  nicht  braucht,  so  lange 
man  nichts  Erhebliches  darauf  gründet,  hat  man  allerdings  das  Recht,  sie  sich  völlig  nach 
Belieben  zu  bilden.  Sobald  man  aber  genöthigt  ist,  ein  ganzes  Lehrgebäude,  oder  mindestens 
einen  grossen  Theil  desselben  darauf  zu  stellen,  hört  diese  Willkürlichkeit  auf,  und  es  ent- 
scheidet der  Erfolg  über  die  Zweckmässigkeit  des  Grundbegriffes  oder  der  Eintheilung.  Sagt 
sie  der  Klarheit  zu,  vereinfacht  sie  die  mathematische  Gesetzgebung^  dann  ist  sie  gut,  führt 
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sie  Uagegen  zo  eodlosen  VerwickioDgeo,  dam  liegt  in  uasereo  Formeio  selbst  die  Dawider- 
steUiele  Nöttiigong,  die  niiiaitliare  EintliciUuiig  oder  den  unpissenden  Gmndl)egriif  anf^ngebfit 
dmI  dwch  einen  anderen  su  ersetzen«  Oiess  ist  nun  der  Fall  mit  der  neuen  Eintlieiinng  der 
Functionen  in  Classen,  die  dem  ganzen  Werlce  zn  Grunde  liegt,  und  durchaus  niclits  WiUkfir- 
liehes  an  sich  trägt.  Alle  Functionen  erster  Classe  nämlich,  d.  h.  diejenigen,  van  welchen 
■ai  entweder  beweisen  kann,  dass  sie  sich  bei  dem  unendlichen  Wachsen  der  darin  enthal- 
inen  Veriaderlichen  einer  Potenz  derselben  fortwährend  nähern,  oder  was  dasselbe  ist,  Diffe- 
rentialquotienten bieten,  die  je  um  die  Einheit  niedriger  sind  in  der  Gradzahl,  also  die  alge- 
brais(ien,  die  Logarithmen  und  elliptischen  Functionen  und  unzählige  andere,  prägen,  wenn 
In  einer  Differentialgleichung  als  particuläre  Integrale  vorhandra,  ihren  Coefflcienten  einerlri 
Merimale  auf,  und  sind  daher  auch  durch  denselben  Integrationsact  zu  erhalten,  so  dass  ersl 
in  ferneren  Verfolge  der  Rechnung  eine  nähere  Bestimmung  möglich  wird.  Alle  Functionen 
kftherer  Classoi  hingegen  sind  ans  anderen,  radical  verschiedenen  Merkmalen  in  der  Gleichung 
kennbar  und  auch  durch  völlig  andere  Rechenoperationen  zn  gewinnen.  Die  Transformation 
selbst  war  also  bekannt,  aber  ihr  Zweck  war  es  nicht,  auch  kannte  man  kein  Merkmal  des 
Wfcits  erreichten  Zweckes  in  der  Transformirten,  denn  man  wusste  nicht,  dass  es  ein  Abfall 
sei  on  die  Einheit  in  der  Gradzahl  in  den  letzten  Coefflcienten  der  Transformirten  »n  %,  Gerade 
ia^enige  aber,  was  man  nicht  wusste^  erweist  sich  als  nützlich,  weil  es  dazu  dient,  die 
partieulären  Integrale  einzeln  oder  gruppenweise  zur  Integration  vorzubereiten^ 

Nicht  anders  ist  es  mit  dem  Inhalte  von  §.  3,  auch  dieser  hat  zum  Zwecke,  die 
AufOndung  der  mit  9  bezeichneten  Function,  also  des  multiplieativen  Bestandtheiles  zweiter 
Classe  des  particulären  Integrales  nur  in  einer  etwas  anderen  Form  und  in  umgekehrter  Ord- 
nng  der  Glieder. 

Das  Differenziren  und  Integriren  der  particulären  Integrale  in  der  Differentialglei- 
(Anng  selbst  hat  zuerst  Liouville  an  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  im  Journal 
de  r^e  polytechniqne  gezeigt.  80  wie  alle  anderen  Transforniationsarten  gelegentlich  den 
Integrationsact  bereits  abschliessen,  so  ist  diess  auch  bei  dem  einfachen  Beispiele  Liouville's 
da*  Fall.  Der  §.  4  verallgemeinert  nicht  nur  diese  Transformationsweise,  sondern  fährt  auch 
n  Resultaten,  die  mit  ihrer  Quelle  in  einem  geringen  Zusammenhange  zu  stehen  scheinen;  er 
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gibt  B&inlieh  Aal^ohluss  Aber  die  AizaU  der  Bediiguagsgleiehaogen  des  gescliiossenen  Vorhai- 
deiseins  der  Geaflge  leistenden  Wertlie,  die  zwischen  den  eonstanten  Parametern  der  Differen- 
tialgleiehnng  erfiillt  sein  mässen  und  Ober  die  M$gliehl(eit  des  Vorlioinniens  logarithmiseher 
Traiscendeaten  in  der  absteigenden  Entwieldung. 

Gleiche  Bewandtniss  hat  es  aoch  mit  $$.  5  and  6.  Sie  mOssen  alle  der  Anrmerk» 
samkeit  des  Lesers  empfohlen  und  keiner  darf  beim  Studium  des  Werkes  fibergangen  werden, 
als  etwas  bereits  Bekanntes  enthaltend,  denn  sind  auch  die  Substitutionen  nicht  eben  neu,  so 
ist  es  doch  wenigstens  der  klar  ausgesprochene  Zweck  und  die  daraus  abgeleiteten  Folgerun- 
gen; ja  selbst  die  darauf  folgenden  Paragraphe,  die  nur  die  Verallgemeinernng  der  in  den 
sechs  ersten  vorgetragenen  Lehren  enthalten,  dfirfen  wenigstens  bei  einem  zweiten  Studium 
des  Werkes  nicht  flberschlagen  werden,  denn  abgesehen  davon,  dass  gegenwärtig  neue  Wahr- 
heiten nur  hinter  gewaltigen  Entwicklungen  des  Calcnls  mehr  hervorgezogen  zu  werden  ver- 
mögen, dass  mithin  selbst  die  Taktik  grosser  Rechnungsentwicklungen  ein  eigenes  Interesse 
hat,  enthalten  diese  letzten  Paragraphe  die  Grundlage  wichtiger  allgemeiner  Beweise  und  einer 
neuen  integrationsmethode  vermitteist  einer  algebraischen  Gleichung. 

Wenn  nach  den  Vorschriften  der  Formenlehre  die  particul&ren  Integrale  von  einan- 
der gesoMert,  nach  jenen  der  Transformationslehre  aber  in  ihre  verschiedenen  aggregativen 
oder  fflttitiplicativen  Bestandtheile  zerlegt  worden  sind,  die  je  einem  anderen  Rechenverfdiren 
unterliegen,  z.  B.  in  ihre  Factoren  erster  und  zweiter  Classe  oder  in  ihre  der  Mac-Laurin- 
schen  Reihenentwicklung  fähigen  oder  nicht  fähigen  Bestandtheile;  so  schreitet  man,  sie  ein- 
zeln oder  gruppenweise  vornehmend,  zu  ihrer  völligen  Entwicklung  bis  ins  kleinste  Detail. 
Jedes  zu  diesem  Zwecke  dienliehe  allgemeine  Verfahren  nenne  ich  eine  Integrationsmethode, 
zum  Unterschiede  von  einer  Transformations  weise,  wenn  gleich  eine  solche  mitunter  und  in 
speciellen  Fällen  die  Integration  abscbliesst.  So  fQhrt  das  Abscheiden  einer  Exponenticilen  aus 
dem  particulären  Integral  jedesmal  zur  Integration  selbst,  wenn  dieses  Integral  eben  nur  eine 
reine  Exponentielle  ist.  Auf  dieselbe  Weise  ist  das  Integriren  mit  einer  Differentiation  in  der 
Gleichung  selbst  abgethan,  wenn  das  Integral  die  Eigenschaft  hat,  sich  durch  mehrmaliges 
Differenziren  auf  Null  zuräekzuziehen  u.  s.  w.  Auf  ähnliche  Weise  legt  aber  auch  die 
Substitution  ganzer  Zahlen  in  eine  algebraische  Gleichung  In  speciellen  Fällen  eine  Wurzel 
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Mtss,  ohBe  dass  desshalb  diese  SalstitotioB  gleich  eiae  ABflSsoagsmethode  geBaBBt  zd  werdeB 
fenUeite. 

Die  iBtegratioB  elBer  DiffereBtialgleichiBg  ItaBo  feiner  eatweder  mehr  dea  Charaeter 
daer  Aoflösaag  oder  aiehr  jeaea  eiaer  Discussioa  tragea.  Weaa  maa  z.  B.  eiae  algebraische 
GlfichoBg  des  zweitea  Grades  zwisehea  x  aad  y  Torllegea  hat  aad  dea  Werth  voa  y  aaeh 
dea  datör  besteheadea  Regela  derElemeatarniathematili  hiazeiehaet,  so  hat  aiaa  diese  Glei- 
daig  aufgelöst,  was  zwar  leicht  geaog  ist,  aber  sehr  weaig  lehrt.  Weaa  maa  hiagegea  die 
Gorrea  aafzihlt,  die  aas  der  geometrischea  Coastroctioa  eiaer  solchea  Gleichaag  hervorgtiea 
ItOaaei  Je  aaeh  dea  verschiedeaea  Werthea  der  daria  vorhaadeaea  eoastaatea  Parameter, 
SB  hat  maa  die  Gleichaag  diseatirt.  Diess  ist  schwerer  aad  möhsamer,  sehaflt  aber  tiefere 
EÜB^eht.  Die  lategratioasmethodea,  vier  aa  der  Zahl,  die  ich  briage,  tragea  zam  Theil  vor- 
iBgsweise  dea  Character  der  AoflOsaag  aad  zam  Theil  jeaea  der  Discossioa.  Ich  lege  dem 
l/tzterea  eiaea  höherea  Werth  bei.  Diese  vier  Hethodea  siad:  Ersteas,  die  lategratioa  ia  Form 
fOB  aofsteigcAdea  Reihea;  zweiteas,  die  ia  asymptotischer  Form  oder  die  absteigeade  late- 
gratioB;  dritteas  die  ia  Form  voa  bestimmtea  lategralea  aad  vierteas  die  durch  eiae  alge- 
kraisehe  Gleichaag,  welche  die  im  lategrale  vorkommeadea  Irratioaalgrössea  za  Warzela  hat. 
Sie  siad  iasgesammt  eiafach  ia  ihrea  Grnadzfigea  aad  es  scheiat  diess  za  dem  Glaubea  zu  be- 
rechtigea,  dass  die  Theorie  der  liaearea  Düfereatialgleichuagea  seiaer  Zeit  sich  za  dea  aätz- 
UchsteB  UBd  elegaatestea  Zweigea  der  Aaalysis  ausbildea  werde,  ia  diesea  ihrea  Vorzfigea 
selbst  die  Theorie  der  algebraischea  Gleichuagea  fiberragead. 

Das  lategrirea  ia  aufsteigeader  Reiheaform  vermittelst  der  Hac-Lauria'schea  For- 
■el,  aicht  bloss  liaearer,  soodera  beliebig  gestalteter  Differeatialgleichaagea  ist  seit  dea  Ute* 
sti»  Zeitea  beliaaat,  aad  deaaoeh  lisst  sich  behauptea,  dass  maa  voa  demselbea  bisher  aar 
seltea  daea  afltzlichea  Gebraach  gemacht  habe.  Diese  Reiheaform  ist  aimlieh  das  allgemeiae, 
aOea  bisher  verweadetea  Fuactioasformea  passeade  Kleid;  sie  eipet  sich  daher  auch  gaaz 
forzfiglich  am  aUgemeiae  £lgeaschaftea  der  Faactioaea,  z.  B.  deijeaigea,  die  eiae  Diffe- 
reatialgleichBag  erfOllea,  etwa  die  Existeaz  aad  Form  des  lategrales  zu  beweisea.  Ich  habe 
diess  laerst  ia  der  Eialeitaag  zam  erstea  Baade  dieses  Werkes  gethaa;  zam  lategrirea  jedoch 
lad  zur  ErmlttlBBg  der  speciellea  Eigeaschaftea  des  lategrales  taugt  sie  beiaahe  aie,  weaig» 
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steis  so  tooge  lieht,  als  die  fiotwiekluiig  vermittelst  der  N&e-Laariii*sehei  Formel  aigestirt 
TOD  Statten  gellt,  denn  eben  weil  sie  die  allgemeine  Form  aller  Fonetionen  ist,  maeht  sie  dieselben 
aoeh  alle  glekh,  so  dass  an  ihnen  gar  keine  speeielle  Eigeasehaft  uid  nieht  einmal  mehr  die  Classe 
10  der  sie  gehörig  sind,  keanbar  ist  Sie  dient  lieht  einmal  zur  nunerisehei  Bereehinng, 
dein  da  die  gewonnenen  Reihen  meist  nur  zwisohen  engen  Grenzen  eonvergiren,  so  lernt  der 
Rediner  darch  sie  nar  ein  sehr  geringes  BraohstOek  der  Fonetion  oder  vielmehr  mehrerer, 
■an  weiss  nicht  wie  durch  einander  geworfener  Fonetionen  kennen,  ond  die  Diiferentiiri^ei- 
ohong  seihst  sprieht  zo  ihm  weit  beredter,  als  das  in  dieser  Form  gewonnene  Integral.  Ganz 
aidws  verh&lt  sich  die  Sache  in  den  AosnahmsflUlen,  wo  die  Mac-Laorin'sehe  Formd  dei 
Dienst  verwi^gert,  die  Reehnong  doreh  das  Erseheinen  onendlicher  Coeflicientei  ooterbroehei 
wird  ond  man  die  Reihenentwieklong  bald  aof  diese,  bald  aoF  jene  Weise  zo  erzwingen  gs- 
■ftthigt  ist.  Aas  der  Art  wie  ond  dem  Orte  wo  diese  ünterbrechongen  vorkommen,  zieht  nai 
dann  die  allerwerth vollsten  AorschlDsse  aber  die  Besehaffenheit  des  Integrales,  lernt  die  in 
demselben  vorhandenen  gebrochenen  irrationalen  ond  logarithmischen  Bestandthelle  kennen, 
lernt  ferner  die  letzten  dnrch  Anwendong  von  lategralformeln,  die  mit  nnbestimmten  Integral- 
zeichen aosgestattet  sind  ond  In  ihrer  Anordnnng  des  Niheren  bestimmt  werden,  vermeiden 
ond  gewinnt  endlich  Reihen,  die  mindestens  sehr  oft  die  onbeschrinkte  Convergenz  der  Expo- 
nentlalreihe  noch  flberbiethen  ond  in  den  minder  günstigen  F&llen  die  zwar  begrenzte  aber 
bestimmte  Convergenz  der  Potenzentwicklong  eines  bekannten  Binomes  besitzen.  Desswegen 
Ist  aoch  in  diesem  Werke  die  Integration  in  aofsteigender  Reihenform  Insoferne  als  sie  bisher 
bekannt  war,  kaom  erw&hnt,  der  Discossion  der  AosnahmsfUle  hingegen  viel  Sorgfalt  ond 
ein  beträchtlicher  Raom  gewidmet. 

Die  zweite  Integrationsmethode  und  zugleich  diejenige,  die  onter  allen  am  meisten 
den  Character  der  Discossion  tr&gt,  ist  die  absteigende  oder  asymptotische.  Der  Klarheit  der 
Einsicht  sagt  sie  am  allermeisten  zo,  denn  es  liegt  schon  in  ihrer  Nator  die  Sonderong  der 
particol&ren  Integrale  in  ihre  multiplicativen  Bestandthelle  erster  und  zweiter  Classe,  von 
welchen  die  einen  den  algebraischen  Fonetionen  ähnliche  Eigenschaften  besitzen,  die  anderen 
hingegen  jene  Eigenthömlichkeiten  des  Wachsthumes  ond  der  Periodicität  aosweisen,  die  den 
reellen  oder  imaginären  Exponentialgrüssen  angehftrig  sind  ond  die  beide  bereitwillig  genog 
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IMmetriseh  emstroirt  v«r  die  Augen  des  Geistes  treten.  Die  «symptotisehe  Integration  besitit 
iberdem  den  Vorzug,  an  den  geschlossenen  Integralen  so  oft  sie  vorhanden  sind,  gleiehsan 
KffflMH*  za  fähren,  d.  h.  die  Bedingangsgleichnngen  des  geschlossenen  Yoriioniniens  Ihrer  An- 
laU  und  Form  nach  liegen  in  Gange  der  Rechnong  selbst.  Da  sie  als  Haaptmethode  die  meiste 
Bea«btang  verdient,  so  ist  ihr  auch  besondere  Sorgfalt  gewidmet  worden.  Man  lernt  die  Glie- 
der der  absteigenden  Entwieklang  in  reesrrenter  sowohl,  wie  anch  independenter  Form  kennen 
ind  es  ist  namentlich  zor  Aofstellang  der  letzteren  ein  besonderes  eombinatorisches  Verfahren, 
das  bei  allen  Dilfereatialgleichangen  dasselbe  bleibt,  angegeben;  und  bricht  man  die  absteigende 
Entwieklong  bei  irgend  einem  Gliede  willkäriich  ab,  so  ist  gezeigt,  auf  was,  anstatt  auf  Null, 
das  Resultat  der  Substitution  des  so  gekflrzten  particuliren  Integrales  sich  reduzire,  wodurch 
■an  Ober  das  Mass  der  Genauigkeit,  mit  welcher  derselbe  Genüge  leistet,  Anfschlnss  erhUt. 

Die  dritte  Integratioasmethode  ist  die  in  Form  von  bestimmten  Integralen.  Vermit- 
telst derselben  wird  gezeigt,  dass  man  die  Integration  einer  Differentialgleichung  der  n*'"  Ord- 
■ng  mit  CoeiKeienten,  welche  die  Gradzahl  m  nicht  fiberschreiten,  abhingig  machen  könne 
TOi  der  Integration  einer  anderen  Hilfsgleichung  von  der  m^  Ordnung  mit  Coefficienten  von 
der  Gradzahl  n*  Die  Coefficienten  dieser  letzteren  blethen  Anstelgungen,  die  die  reciproken 
Werthe  der  Anstdgungen  in  der  ersteren  sind,  aber  in  entg^engesetzter  Anordnung,  und  dte 
iwdte  Hilfsgleichung  ist  wieder  die  ursprflngliche  Differentialgleichung  selbst.  Die  durch  diese 
Methode  gewonnenen  Integrale  zerfallen  natürlich  in  zwei  Gruppen.  Die  eine  entspricht  den 
Factoren  des  ersten  Coefficienten  der  Hilfsgleichung  ihrer  Zahl  und  Beschaffenheit  nach,  und 
wird  entweder  durch  bestimmte  Integrale  mit  unendlich  nahe  aneinander  liegenden  Grenzra, 
die  von  Cauchy  sogenannten  Integrales  singull^res  oder  vermittelst  der  aufsteigenden  Reihen- 
form und  durch  Verwandlung  In  die  lichtvollere  asymptotische  Form  gewonnen;  die  andere 
Gruppe  entspricht  den  Anstelgungen  In  den  Coefficienten  der  Hilfsgleichung  und  besteht  aus 
bestimmten  Integralen,  deren  Grenzen  gewöhnlich  0  und  co  sind,  mit  hinzugefügten  Bedin- 
gnngsgleichungen  zwischen  den  Intogrationscenstanten. 

Wenn  gewisse  Symptome  Irrationalgrössen  im  allgemeinen  Integrale  vermuthen 
lassen,  die  man  durch  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Verftnderlichen  nicht  wegschaffen 
kann  oder  will,  so  kann  man  sich  die  Int^ation  dadurch  bewerkstelligt  denken,  dass  man 
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die  kShere  algebraisehe  Glekhoog  uigiM,  die  diese  IrratioMlgrösseB  zo  Woneln  luU  uod 
diess  zwar  wo  nigHcb  Bit  geseUosseiei  CoeffideDtei,  oid  zagleieli  die  Art  aogibt,  wie  diese 
Irrationalgrdssen  in  die  partiealftreB  Integrale  eiogehei.  Es  kan  diess  geschehen  auf  zweierlei 
Art,  nftmlieh  erstens,  indem  man  zu  gleicher  Zeit  die  algebraische  Gleichnng  sammt  der  ab- 
steigenden Entwicklung  ihrer  Wurzeln  vornimmt,  wodoreh  man  die  Coefficienten  der  ersteren 
erhilt  schichten  weise;  oder  zweitens,  indem  man  sieh  die  algebraische  Gleiehung  allein  ver- 
sehaü  ohne  Berechnung  ihrer  Wurzeln;  man  erh&lt  dadurch  die  Coeflllcienten  derselben  in 
ganzen  Lagen  von  mehreren  Schichten  auf  Eiomal  und  stösst  abermals  in  Verlaufe  der  Rech- 
nng  auf  die  Bedingnogsgleichungen  des  geschlossenen  Vorhandenseins.  Hiemit  schliesst  sich 
die  Integration  der  Diiferentialgleichungen  an  die  schönen  Uotersuchungen  Anton  Mfiller's 
über  die  algebraischen  Curven  und  Heger*s  Aber  die  algebraischen  Gleichungen  an  und  bildet 
mit  ihnen  abermals  eine  Methode,  bei  der  der  Churacter  der  Diseassion  vorherrschend  ist 

Jede  dieser  vier  Integrationsmethoden  hat  ihren  Bereich  vorzfiglicher  Brauchbarkeit 
und  findet  in  einer  augenfilligen  Form  der  Differentialgleichung  ihre  vorzfigllehe  Berechtigung, 
z.  B.  die  aufsteigende  in  den  Abf&ilen  von  weniger  als  einer  Einheit  in  der  Gradzahl  bei  den 
letzten  Coefficientenpaaren;  die  asymptotische  bei  Fortschreitungen  im  Niveau  und  vorhandenen 
Integralen  erster  Classe;  die  in  Form  von  bestimmten  Integralen  bei  Differentialgleichungen  von 
hoher  Ordnungszahl  mit  dem  Grade  nach  nieder  gebauten  Coeflllcienten;  die  dureh  eine  alge- 
braische Gleichung  bei  irrationaler  Beschaffenheit  des  Integrales. 

Um  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  die  gewOnschte  Vollstlndigkeit 
zu  verleiheo,  mussten  auch  Systeme  von  mehreren  solchen  mit  ebenso  vielen  abhängigen  Ver- 
ftnderlichen  £,  i;,  2,  und  Einer  unabh&ngigen  x  der  Betrachtung  unterzogen  werden.  Diess 
Hess  sich  kurz  und  doch  umfassend  genug  desshalb  leisten,  weil  das  Integriren  solcher  Systeme 
eigentlich  ein  Integriren  der  daraus  erhaltenen  linearen  Eliminationsgleichung  ist,  mithin  zn 
keinen  anderen  analytischen  Erscheinungen  fähren  kann,  als  den  wohlbekannten  und  in  den 
vorangegangenen  Abschnitten  einer  möglichst  sorgflUtigen  Betrachtung  unterworfenen.  Die  drei 
Integrationsmethoden:  in  aufsteigender  Reihenform,  in  der  asymptotischen  und  in  Form  von 
bestimmten  Integralen  in  Anwendung  auf  Systeme  von  Differentialgleichungen  schliessen  den  fQnf- 
ten  Abschnitt  und  hiemit  auch  die  eigentliche  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  so 
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iwar,  dass  der  uiock  folgeode  sechste  AbsehiiU  licht  mehr  betrachtet  werdet  kann  als  Be> 
staidtheil  dieses  Lehrgegenstandes,  sondern  nehr  als  eine  Anleitang  ao  dessen  nfitslichen  Gt- 
braiMhe,  gewissernassen  die  Brflelie,  dte  die  rein  analytische  Theorie  mit  der  physisch- 
■echaaischen  WissenschaRsforsehong  and  vorzugsweise  der  Undnlationslehre  in  Verhindnng 
bringt.  Ich  habe  mir  Mähe  gegeben,  diesen  sechsten  Abschnitt  so  zu  halten,  dass  er  von  einem 
jtdea  ersten  mathematischen  Leser  unabh&ngig  von  den  vorangehenden  Lehren  dieses  Werkes 
«erstaiden  werden  kann,  damit  er  die  Lectflre  mit  diesem  sechsten  Abschnitte  beginnen 
Unne.  Es  wird  ihn  diess  auf  den  Standponct  des  Verfassers  stellen  and  wird  ihn  Qber  den 
Zweck,  der  hier  verfolgt  nird,  aatkl&ren.  Diess  ist  das  beste  Mittel,  das  vielleicht  etwas 
schwierigere  Stodinm  des  Werkes  lo  erleichtern. 

Es  klingt  beinahe  befremdend,  wenn  man  von  einer  dreitheiligen,  aas  FormenlehrN 
Traasformationslehre  and  Integrationsmethode  bestehenden  Theorie,  deren  erster  Theil,  die 
Formellehre,  so  einfache  Vorschriften  bringt,  dass  es  Wunder  nimmt,  wie  sie  bisher  unbekannt 
Ueibei  kointe;  der  zweite,  die  Transformationslehre  beinahe  lauter  seit  den  ältesten  Zeiten 
llbliche  Rechnangsentwicklangen  ins  Auge  fasst,  der  dritte  aus  ihren  Grundzflgen  nach  so  ein- 
ffaehei  Mettoden  zusammengesetzt  ist,  dass  sie  ohne  Anstand  Sogleich  in  die  Lehrbficher  der 
Infinitesimal- Analysis  aufgenommen  werden  können,  fl'eimilthig  gesteht,  sie  sei  schwer  zu 
stidlren  ud  diess  zwar  trotz  des,  wie  man  sich,  glaube  ich,  fiberzeogen  wird,  ebenso  ein- 
fachen, wie  pricisen  Styles.  Es  ist  diess  aber  keineswegs  wunderbarer,  als  dte  Thatsache, 
«lass  Fourier's  schOne  Arbeiten  aber  algebraische  Gleichungen  mit  Buchstabenparametern  ii 
^M  Coeffieienten  trotz  der  sehr  genauen  Angabe  ihrer  Resultate  in  seinem  Expos6  synoptique 
ud  trotz  der  Mühe,  dte  sich  vermutUich  französische  und  andere  Gelehrte  gaben,  sie  wieder 
%erzostellea,  demohngeachtet  durch  seinen  frühzeitigen  Tod  verloren  waren  und  blieben, 
ind  dass  es  erst  ein  Paar  Oeceanien  später  Heger  gelang,  ste  wieder  zu  reproduziren.  Es  hat 
diess  auch  einerlei  Grund:  Das  eine  nämlich  und  das  andere  ist  zwar  einfache  aber  bisher 
icoe,  angewohnte  Mathematik,  die  die  Mehrzahl  der  Leser  täuscht,  welche  Methoden  von  dem 
Zuschnitte  der  von  Lagrange,  Pfaff,  Jacobi  u.  s.  w.  herrührenden  darin  suchen  und 
etwas  andta'es  völlig  davon  Verschiedenes  finden,  mit  dem  sie  sich  erst  dann  wieder  zu  be- 
freunden vermögen,  wenn  sie  die  ausgezeichnete  Wirksamkeit  desselben  bei  Problemen  der 
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nathematisekei  Physik  mit  der  Hilflosigkeit  der  IttereD  Methode!  aof  diesem  Felde  zu  ver«- 
gleichei  Gelegeiheit  geftniden  htbeD.  ieh  hin  natfirUeher  Weise  dareh  eioe  mehr  als  zwanig- 
jfthrige  Bekaantsehaft  ond  dorch  meiae  Erfahnngen  als  Lehrer  mit  diesen  Sehwierigketten 
■ad  mit  all'  den  Irrthfimern  and  Abivegen,  auf  die  man  gerathen  kann,  rertrauter,  als  irgend 
Jemand.  Ich  hahe  tiglieh  Gelegenheit  zu  sehen,  wie  selbst  bedeutendere  Talente  in  ihrer  Be- 
gierde, schnell  mit  zo  prodoziren,  irre  gehen  und  statt  wahrhaft  Erspriessliches  anzustreben, 
völlig  unnfitze  Differentialgleichangen  aufsuchen,  die  kein  anderes  Verdienst  haben,  als  das, 
in  geschlossener  Form  integrabel  zu  sein,  nutzlose  Bestrebungen,  deren  auch  ieh  mich  ehe- 
mals, bevor  es  mir  gelang,  tiefere  Einsieht  in  die  Natur  dieser  Sache  zu  gewinnen,  schuldig 
gemacht  habe,  von  denen  aber,  weil  ich  sie  für  völlig  werthles  und  dem  Fortschreiten  der 
Wissenschaft  vielmehr  hinderlieh  halte,  durchaus  gar  nichts  in  das  vorliegende  Werk  aufgenom- 
mm  wurde.  Da  aber  dieselben  Hindernisse,  welehe  meine  eigenen  Fortschritte  auf  dieser  Bahn 
verlangsamten,  auch  dem  Leser  das  Studium  des  Werkes  erschweren,  so  kann  ich  wohl  ii  einer 
Vorrede  nichts  Besseres  thnn,  als  den  Inhalt  mögliehst  klar  darlegen  und  auf  diese  Hindemfsse, 
und  endlich  auf  die  beste  Art,  das  Studium  des  Werkes  zu  beginnen,  auftnerksam  machen. 

Das  erste  habe  leb  im  Vorhergehenden  zu  leisten  gesucht,  und  unternehme  es  nun, 
dem  Leser  kurz  und  bflndig  die  Klippen  zu  bezeichnen,  die  er  zu  vermeiden  hat. 

Das  dem  Wissenschaftsforscher  angeborene  Bestreben  nach  dem  Vollendeten,  Abge- 
schlossenen und  Vollkommenen  macht  ihn,  wenn  es  irre  geleitet  wird,  einem  gewissen  bösen 
D&mon  unterthan,  der  sehr  passend  der  böse  Geist  der  duadratnren  des  Cirkels  genannt  wer- 
den kann.  Dieser  verleitet  ihn,  etwas  zu  suchen,  was  nicht  da  ist,  und  erschöpft  damit  völlig 
unnfitier  Weise  seine  Zeit  und  seine  Kräfte.  Er  existirt  in  anderer  und  anderer  Gestalt  bei- 
nahe in  allen  Zweigen  der  menschlichen  Erkenntniss  und  es  hat  beinahe  eine  jede  Wissensehaft 
ihre  eigene  duadratur  des  Cirkels.  Der  eine  sucht  sie  in  der  Gestalt  eines  Perpetuum  mobile, 
der  andere  strebt  nach  geschlossenen  algebraischen  Formeln  für  Gleichungen,  die  Am  vierten 
Grad  übersteigen;  der  dritte  will  die  Störungsgleichungen  integriren,  ohne  Entwicklung  der 
Störungsfunction  in  Reihen;  dem  vierten  behagen  nur  Integrale  der  Differentialgleichungen 
in  geschlossener  Form,  and  eben  dieser  ist  es,  der  mit  dem  ungläcklichen  Forscher  nach  der 
Quadratur  des  Cirkels  die  allermeiste  Verwandtschaft  hat. 


Die  Thitigkeit  des  meiseiilieheii  Geistes»  vermUtelst  welcher  er  mathematisehe  Be- 
griffe  formt,  ist  eine  doppelte,  olmlieli  geemetrische  AnsehaooBg  oder  ReehDuog,  oad  der 
Drsproig  ODserer  Begriffe  ist  entweder  eis  graphischer ,  oder  arithmetisch- analytischer,  also 
ii  letzter  Instani  auf  die  RechoongsoperatioD  des  Zihlens  zarflckfährbarer.  Dai^enige  non, 
was  Dimitteihares  Eneopiss  ist  von  einer  dieser  beiden,  sehr  wesentlich  verschiedenen 
Gdstesthitigkeiten,  kann  zwar  zn  gldcher  Zeit  manchmal  lauä  als  Erzeopiss  der  anderen 
gelten,  wird  es  aber  in  der  Regel  nicht.  Z.  B.  Der  Umfang  eines  Kreises  kann  auf  graphischem 
Wege,  d.  h.  durch  Zeichnen  ohne  Anstand  aus  dem  Halbmesser  constrnirt  werden,  hieraus 
folgt  aber  noch  lange  nicht,  dass  man  denselben  Umfang  aus  dem  Halbmesser  auch  auf  dem 
Wege  des  Z&hlens  und  zwar  durch  eine  endliche- Anzahl  solcher  Rechenoperationen  mdsse 
erhaltei  kSnnen.  Die  hartnftckige  Annahme,  es  mEsse  das  Letztere  thunlich  sein,  ist  es,  die 
die  Geisteskräfte  dieser  Unglücklichen  erschöpft,  und  die  auch  auf  den  Boden  der  Differential- 
gleichungen äbertragen,  manchen  redlichen  Forscher  in  der  Vorzeit  am  rfistigen  Fortschreiten 
gehiidert  haben  mag.  Die  liflnitesimalanalysis  ist  nimlieh  die  Bracke,  welche  die  geometri- 
sche Anschauung  mit  dem  aus  der  Grundoperation  des  Zihlens  abgeleiteten  Rechnen  ver- 
kndpft.  Daiyeaige,  was  wir  Differentialquotienten  nennen,  ist  bereits  graphischen  Ursprunges. 
^  bedeutet  die  trigonometrische  Tangente  eines  Winkels,  -£-^  ist  der  Repräsentant  des  Krflm- 
miDgshalbmessers  u.  s.  w.  Da  nun  aber  eine  Jede  DifferentialgleichuBg  zwischen  y  und  x 
eine  Relation  ausdrückt  zwischen  diesen  Grössen  graphischen  Ursprunges,  so  ist  offenbar 
jf  selbst,  d.  h.  das  Integral  der  Differentialgleichung  desselben  graphischen  Ursprunges.  Wer 
niu  verlangt,  dass  tstasx  auch  auf  dem  Wege  des  Zihlens  ableitbar  sein  müsse  durch  eine 
endliche  Reihe  solcher  Rechnungsoperationen,  verlangt  offenbar  etwas,  was  zufällig  manchmal 
geleistet  werden  kann,  in  der  Regel  aber  unmöglich  ist,  stellt  also  genau  dieselbe  unge- 
reimte Forderung,  von  welcher  sich  auch  der  unglückliche  Forscher  nach  der  duadratur  des 
Cirkeb  nicht  losmachen  kann.  Man  kann  ihn  «ich  ebenso  necken  mit  inhaltslosen  geschlossenen 


Fnneln,  die  der  wohlbekannten  x=>  —  V  —  iiog  V—  i  völlig  analog  sind,  und  genau  so, 
wie  diese,  anch  nicht  den  allergeringsten  Nutzen  bringen.  Wiewohl  nun  diess  alles  nicht  nur  an 
mi  für  sich  sehr  klar  ist  und  durch  eine  Auswahl  passender  Beispiele  noch  viel  klarer  ge- 
■aeht  werdei  könnte,  so  lässt  sich  doch  der  Satz:  Suche  das  Unmögliehe  nicht,  als  praktische. 
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«HgemeiD  giltige  Regei  nieht  aarstolieo,  ond  jeder,  der  sieh  in  der  Wisseascliart  neae  Wege 
ertüfbeii  will,  wird  aber  kurz  «der  lang  der  Gefahr  begegnen,  im  nutzlosen  Forschen  nach 
etwas,  was  nieht  existiren  kann,  seine  Kr&fte  zu  verzehren»  So  lange  es  Denker  geben  wird, 
wird  es  auch  Irrthflmer  geben;  nur  der  nieht  denkt,  der  kann  auch  nieht  irren,  und  gerade 
der  fl'ohe  Glaube  an  das  Dasein  des  Gesuchten  ist  einer  der  mSgliehen  Irrthömer,  die  selbst 
die  strenge  WissenschaR  dulden  mnss,  wenn  sie  nieht  auf  jeden  Fortsehritt  Verzieht  leisten 
will.  Es  wäre  freilieh  besser,  wenn  namentlich  der  Mathematiker,  dessen  Forschungen  die 
allermöhsamsten  und  langwierigsten  sind,  und  der  das,  was  er  sucht,  der  Analysis  immer 
sorgfiltig  vordeflniren  muss,  zur  Vermeidung  unnützer  Höhen  immer  damit  anfangen  könnt^ 
zuerst  die  NSglichkeit  seiner  Definition  zu  beweisen.  Dies  ist  aber  bekanntlich  so  schwer,  dass 
man  es  nur  in  den  allerseltensten  F&llen  thunlich  findet  und  hdehstens  als  praktische  Regel 
den  Satz  aufstellen  kann;  Nimm  die  Möglichkeit  des  Gesuchten,  von  der  Du  nicht  iberzeugt 
bist,  nicht  allzu  hartnäckig  an. 

Diese  Bemerkungen  gelten  nicht  bloss  dem  Streben  nach  geschlossenen  Formeln, 
wenn  diese  zu  gar  nichts  anderem  dienen,  als  das  Schwere  auf  das  noch  Schwerere  und  das 
Unverständliche  auf  das  noch  Unverständlichere  zurflckzufQhren,  sondern  auch  jenem  nach  dner 
unerreichbaren  Einfachheit,  Allgemeinheit  und  Sicherheit.  Sie  sind  auch  nieht  bloss  vom  Nutzen 
in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  sondern  in  beinahe  allen  Zweigen  der  menschliehen 
Erkenntniss.  Der  Leser  ist  zwar  gegen  den  Irrthum  einigermassen  geschfltzt,  wenn  er  sich 
der  Führung  des  Verfassers  mindestens  so  lange  überlässt,  bis  er  eine  genfigende  Kenntniss 
des  ganzen  Lehrgebäudes  in  groben  Umrissen  gewonnen  hat,  verfällt  ihm  aber  möglicher  Weise 
allsogleich,  sobald  er  sich  in  dem  neuen  einer  beinahe  unbegrenzten  Fortbildung  fähigen  G^en- 
stande  eigene  neue  Wege  zu  eröfftaen  strebt. 

Wenn  es  nach  langen  Mähen  gelungen  ist,  den  lebendigen  Strom  des  Wissens  in  ein 
anderes,  regelrechteres  und  besseres  Flussbett  zu  leiten,  geht  dennoch  die  Mehrzahl  der  Ver- 
ehrer der  Wissenschaft  noch  eine  Zeit  lang  den  alten  gewohnten  Pfad.  Diess  ist  der  Fall  selbst 
bei  den  einfachsten  und  wirksamsten  Zweigen  der  menschlichen  Erkenntniss,  z.  B.  der  Inflii- 
tesimalanalysis.  Man  sucht  sie  die  wahrhaft  populäre  in  den  Lehrbflchern  zu  umgehen  durck 
allerlei  Betrachtungen  älteren  Zuschnittes,  die  populär  genannt  werden,  es  aber  nieht  sind;  ja 


es  fehlt  seMst  gegeawärtig  nicht  an  lenerftindeoen  synthetischen  Methoden,  zu  gewissen  Carven 
Tangenten  zo  ziehen,  die  alle  Oberflflssig  gemacht  werden  durch  unsere  einfachen  Formeln  fär 
die  Snhtangente  und  Subnormale.  Diess  ist,  wenn  man  will,  schwere,  auch  geniale,  aber  un- 
nütze Wissenschaft  und  sagt  weder  dem  Fortsehritte  noch  der  Verbreitung  zu,  und  der  in 
selchen  Bestrebungen  Befangene,  bildet  sich  selbst  ein  Hinderniss  des  rüstigen  Fortschrittes 
und  erspriesslichen  Wirkens. 

Dem  grSssten  Theile  aller  dieser  Schwierigiceiten,  die  die  Fortschritte  der  Wissen- 
schaft wesentlich  behindern,  entgeht  man  einfach  dadurch,  dass  man  die  Hathematilc  nicht  als 
Zweck,  sondern  als  Mittel  zu  einem  höheren  Zwecke  betrachtet,  welcher  ist:  Studium  der 
Natur.  Man  kann  zwar  auch  mit  diesem  Ziele  im  Auge  noch  immer  von  dem  rechten  Pfade 
abweichen  und  in  ein  inhaltsleeres  Formelgewirre  sich  verirren,  wird  jedoch  durch  die  höhcare 
Tendenz  auf  den  rechten  Weg  immer  wieder  zurückgeführt.  Man  entringt  ailmfthlig  den  mathe- 
matischen Formeln  einen  anderen  Sinn,  den  Methoden  eine  andere  Geltung  und  schreitet,  wenn 
aneh  langsam,  doch  stetig  zur  HOhe  der  Wissenschaft  hinan  und  die  mannigfachen  Formen  der 
Irrthflmer,  die  vieigestiütigen  Q,nadraturen  des  Cirkels  verschwinden,  wie  in  Dunst  und  Nebel 
aufgeUtet,  in  der  Tiefe.  Es  muss  jedoch  hiezu  die  rechte  Zeit  gekommen  sein  und  das  Material, 
welches  die  Mathematik  zu  verarbeiten  bestimmt  ist,  aufgespeichert  haben.  Erst  wenn  diess 
geschehen  ist,  vermag  man  den  praktischen  Zweck  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
richtig  und  gründlich  aufzufassen,  Verstindniss  nämlich  jenes  inhaltsvollen  Lapidarstyles,  den 
die  Differentialgleichungen  reden,  erzielt  durch  gleichviel  welche  Mittel,  sei  es  Integration,  sei 
es  direete  Betrachtung  der  Gleichung  selbst  und  zwar  nicht  aller  Difterentialgleichungen,  son- 
dern vorderhand  vorzugsweise  nur  deijenigen,  denen  man  bei  Problemen  der  Physik  und 
Mechanik  begegnet.  Diese  sind  aber  höchst  selten  andere  als  Partialgleichungen.  und  werden 
«rst  durch  eine  gewisse  Reihe  von  analytischen  Massnahmen  in  gewühnliche  Differentialglei- 
chungen verwandelt.  Wiewohl  ich  nun  Sorge  getragen  habe,  eine  reine  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  aufzustellen,  so  geschah  diess  doch  immer  mit  Hinblick  auf  dieses  letzte 
Ziel:  Integration  nftmlieh  der  Partialgleichnngen,  und  es  dürfte  auch  für  den  Leser  gerathen 
seil,  diesen  ^osgangspnnkt  fortwährend  im  Auge  zu  behalten  und  das  Studium  des  ganzen 
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Weites  iMMfliii  mü  den  sechsten  oid  letzten  Absehnitte  lo  beginotn,  am  dadoreh  klar  ein- 
Msehei,  was  iw  VeHksser  elgeitlieh  beabsielitigt. 

Dieser  letxte  Abschaitt  zerfillt  in  fSmt  Paragraphe,  von  welchen  der  erste  im  Weseat- 
Hchei  daiu  bestimmt  ist,  eine  allgemeine  üebersicht  ober  die  Probleme  der  Mechanik  nnd 
Physik  ond  ihre  Nsherigen  Behandlongsweisen  zo  geben,  von  letzteren  liegend  eine  bestimmte  za 
erkiesen,  nnd  die  Wahl  derselben  zo  rechtfertigen.  Es  ist  digenige,  die  möglichst  besonnen 
Schritt  vor  Schritt  vorgehend,  alle  Umst&nde  der  Erscheinung,  deren  Gesetz  gesucht  wird,  der 
Analysis  einzeln  abfr&gt;  und  die  Zerkläftung  in  mehrere  Grundprobleme,  mit  welcher  dann 
auch  die  Verwandlung  der  Partialgldchung  in  eine  gewöhnliche  verknöpft  ist,  liegt  in  ihrer 
Natur.  Diese  Grundprobleme  sind:  a)  Untersuchung  der  Wellenlinie  oder  Wellenfliche, 
b)  das  Reflexionsproblem  in  zwei  verschiedenen  Fassungen,  in  denen  es  vorkömmt,  und  c)  die 
Darstellung  des  anfönglichen  Erregungszustandes.  Es  versteht  sich  wohl  von  selbst,  dass  es 
keineswegs  in  der  Absicht  lag,  diesen  so  inhaltsreichen  Gegenstand  zu  erschöpfen,  sondern 
eben  nur  auf  den  durchgreifenden  Nutzen  aufmerksam  zu  machen,  den  die  Theorie  der  linearen 
DifTerentialgleichnngen  im  Gebiete  der  Wissenschaftsforschung  gewähren  kann,  und  diess  zwar, 
wenn  man  allen  anderen  die  folgende  Behandlungsweise  der  Probleme  der  Undolationslehre 
vorzieht,  welcher  auch  die  der  W&rmeprobleme  analog  ist. 

Durch  die  gestellte  Auftrage  nach  daem  periodischen  Znstande  und  nach  der  Wellen- 
fliche oder  Wellenlinie  verwandelt  man  zuvörderst  die  vorliegende  Partialgleichung  oder  das 
System  von  mehreren  solchen  in  eine  einzige  gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung.  Diese 
sncht  man  dann  durch  die  in  dem  Werke  auseinandergesetzten  passend  gewählten  Methoden 
zu  integriren  und  zwingt  durch  schickliche  Wahl  der  Integrationsconstanten  das  erhaltene 
Integral  noch  dazu,  die  Bedingungen  m  den  Grenzen  des  materiellen  Systcmes  zu  erfüllen. 
Hiemit  erringt  man  dann  gewöhnlich  die  Kenntniss  aller  einfachen  Schwingungsweisen,  deren 
eben  dieses  System  fähig  ist.  Dless  ist  der  Inhalt  von  S.  2. 

Sollten  aber  gar  keine  Bedingungen  an  den  Grenzen  gegeben  sein  und  das  materielle 
System  aus  mehreren  heterogenen  Theilen  zusammengesetzt  erscheinen,  die  durch  Trennungs- 
llächen  oder  dAnne  Trennnngsschichten  von  einander  gesondert  sind,  während  jedem  Theile 
eine  andere  Differentialgleichung  der  Bewegung  oder  ein  anderes  System  von  solchen  angehört, 
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SO  soeht  ouui  zavördjerst  alle  diese  Bewegqngsgleiclinngen  in  eine  einzige  za  vereinigen,  in- 
dem man  in  die  Coeffieienten  die  ExponentieUe  liölierer  Ordnung  0*^  aoftaimmt.  Die  Groiidzdge 
einer  allgemeinen  Integratiensmeüiode  fQr  solclie  DiffierenUalgleiGlinngen  werden  auseinander- 
gesetzt, ein  Beispiel  der  Anwendung  derselben  ist  zwar  nieht  gegeben,  weil  mir  daran  lag^ 
den  rein  analytisclien  Character  des  Werkes  mfiglielist  zu  wakren.  Die  Denkschriften  der  kaiser- 
licben  Akademie  der  Wissenscbaften  enthalten  jedoch  das  einraobste  der  hieher  gehörigen  Bei- 
spiele, die  Theorie  der  Schwingungen  nämlich  solcher  gespannter  Saiten,  die  aus  mehreren 
Stöcken  von  verschiedener  Stirke  zusammengeknfipft  sind.  Das  Beflexionsproblem  in  dieser 
Fassung  ist  der  lobalt  von  S.  3. 

Nach  gehörig  erworbener  Kenntniss  der  einfachen  Schwingungs-  und  Reflexionser- 
scheinungen, bleibt  noch  öbrig,  den  Einfluss  zu  erörtern  der  Art  und  Weise,  wie  im  materiellen 
Systeme  der  Scbwingungszustand  hervorgerufen  worden  ist.  Der  schon  von  Lagrange  bei 
Schwingungen  gespannter  Saiten  eingeschlagene  und  von  Poisson  bei  den  Schwingungen  einer 
elastischen  Feder  weiter  fortgebildete  Weg  eintjs.  isolirenden  Hultiplicators  zur  Bestimmung  ge- 
wisser CoeiHcienten,  die  im  allgemeinen  Integrale  noch  zur  Disposition  stehen,  war  derjenige, 
auf  den  ich  mein  vorzüglichstes  Augenmerk  richtete.  Es  gelang  mir  endlich  nach  langen  Mähen, 
eine,  wie  ich  glaube,  wohl  gerundete  allgemeine  Theorie  dieses  isolirenden  Multiplicators  auf- 
xustellen.  Ich  finde  nämlich  die  Differentialgleichung,  aus  welcher  dieser  isolirende  Multiplicator 
gezogen  wird,  sammt  der  dazu  gehörigen  Grenzgleichnng,  ich  beweise,  dass  die  Multiplicatoren- 
gleichung  der  Hultiplicatorengleichung,  also  die  zweite  Multiplicatorengleichung  der  gegebenen 
Bewegungsgleichung  wieder  die  letztere  selbst  sei,  und  benutze  diesen  besonderen  Umstand 
zum  Beweise,  dass  man  es  nur  mit  einer  einzigen  transcendenten  Gleichung  zu  thun  habe,  die 
der  Bewegungs-  und  Multiplicatorengleichung  gemeinschaftlich  ist,  dass  man  somit  in  einem 
jeden  Falle  und  bei  sftmmtlichen,  wenn  auch  noch  unerörterten  Bewegungsproblemen  so  viele 
is«Iirende  Multipllcatoren  erhalten  werde,  nicht  mehr  und  nieht  weniger,  als  lur  wirkli- 
ehen Darstellung  des  anfänglichen  Erregungsznstandes  nothwendig  und  zureichend  sind.  Diess 
ist  der  Inhalt  von  S.  4  Mit  das  vielleicht  etwas  schwierigere  Studium  desselben  möge  den 
Leser  nicht  abschrecken,  denn  er  wird  hiemit  eines  allgemeinen  Beweises  theilhafUg,  der  eine 
Anzahl  Specialbeweise  enthält. 
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Sehlässlieh  wird  im  $.  5  aaeh  der  Fall  beherzigt,  we  bei  eiDem  im  Raame  aosge- 
dehDten  materiellen  Systeme  die  BegreozoBg  doreh  mehrere  Paare  zo  eioander  paralleler  Ebenen 
bewerkstelligt  wird.  Das  Reilexionsproblem  im  Ranme  wird  nämlieh  doreh  ganz  andere  ana- 
lytische Hilfsmittel  zo  einer  befriedigenden  Lösong  gebracht,  als  das  bei  linearen  Systemen 
Qid  die  Verschiedenheit  spricht  sich  auch  thatsftchlieh  in  der  Natnr  ans  durch  den  Umstand, 
dass,  w&hrend  lineare  materielle  Systeme  nor  bestimmte  Schwingangs weisen,  wenn  auch  ent- 
nommen einer  nnendllchen  Reihe,  respective  bestimmter  Töne  flhig  sind,  ein  im  Ranme  aus- 
gedehntes materielles  System  jede  beliebige  Schwingnngswelse ,  beziehllch  jeden  beliebigen 
Ten  fortzupflanzen  vermag. 

In  der  Vorrede  zum  ersten  Rande  habe  ich  eine  Reihe  von  Abhandlungen  als  Rel- 
spielsammlnng  zu  dem  vorliegenden  Werke  versprochen,  enthaltend  die  Auflösung  gewisser 
bisher  noch  unerledigter  Probleme  der  Mechanik  und  Physik  mit'den  hier  gewonnenen  analyti- 
schen Hilfsmitteln.  Die  zuvor  erw&hnte  Theorie  der  Schwingungen  solcher  gespannter  Saiten, 
die  ans  mehreren  heterogenen  Restandtheilen  zusammengenigt  sind,  möge  als  die  erste  dersel- 
ben angesehen  werden;  ein  Paar  andere  sind  noch  unter  der  Feder  und  sollen  bald  nachkommen. 

Es  ist  gewiss  nichts  Geringes,  wenn  dem  Leser  zogemothet  wird,  dass  er  sich  durch 
zwei  starke  Rande  einer  ziemlich  schwierigen  Theorie  durcharbeiten  soll,  und  hieraus  entspringt, 
wie  ich  glaube,  die  Verpflichtung,  ihm  zu  zeigen,  dass  seine  Muhe  keine  verlorene  sei  und 
dass  ihm  dafOr  ein  wirksames  Mittel  der  Wissenschaftsforschung  gebothen  werde,  welches  ihn 
geraden  Weges  und  mit  möglichster  Vermeidung  alles  erfolglosen  Herumtappens  zum  ge- 
wünschten Ziele  fQhrt.  Hiezu  sollen  eine  kleine  Anzahl  möglichst  einfacher,  aber  sorgfältig 
gewttlter  und  instructiVer  Reispiele  dienen,  die  ich  zur  Erlftuterung  der  schwierigeren  Lehren 
dem  mathematischen  Publicum  noch  zo  schulden  glaube. 

Wien  im  April  1859. 

Der  Fer&sser. 
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T  r  a  n  s  f  0  r  m  a  t  i  0  n  s  l  e  h  r  e. 


Einleitung. 

Ks  ist  zu  wiederholten  Malen  und  namentlich  schon  in  der  Einleitung  dieses  Werkes  die  VerwandUchaft 
hervorgehoben  worden,  in  der  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  jener  der  Algebraisehen 
steht,  daher  es  denn  räthlich  erschien,  die  Letztere,  auf  passende  Weise  in  ihre  Bestandtheile  zerlegt, 
zum  Muster  aufzustellen ,  und  die  Erstere ,  in  so  weit  diess  anging ,  ihr  Theil  ffir  Theil  nachzubilden. 
Nachdem  es  nun  bekannt  ist,  dass  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  eine  sogenannte  Transfor- 
mationslehre ,  d.  h.  einen  Inbegriff  von  Lehrsätzen  enthalte ,  mittelst  welcher  aus  einer  gegebenen  Glei- 
chung eine  andere  abgeleitet  werden  kann,  deren  Wurzeln  bestimmte  Functionen  der  Wurzeln  der  Erste- 
ren  sind,  welche  man  übrigens  gar  nicht  zu  kennen  braucht,  nachdem  man  uberdiess  weiss,  dass  solch 
eine  Transformation  mancherlei  nützliche  Zwecke  erreichen  helfe,  und  sogar  einem  Approximalionsverfahren 
zur  Auffindung  der  Wurzeln  zu  Grunde  gelegt  werden  könne;  so  liegt  wohl  die  Vermuthung  nahe,  dass 
eine  Transformationslehre  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  wenigstens  einen  eben  so  gros- 
sen ,  wenn  nicht  einen  grosseren ,  ausgedehnteren  Nutzen  biethen  werde.  Und  dem  ist  auch  wirklich  so, 
denn  wir  werden  sehen,  dass  wahrend  bei  den  algebraischen  Gleichungen  sämmtliche  AVurzeln  durch 
das  geeignete  Verfahren ,  ohne  vorhergehende  Transformation  allenfalls  ermittelt  werden  können ;  diess 
bei  Berechnung  der  partieularen  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung  nur  in  seltenen  Fällen 
thunlich  ist. 

Wenn  nun  aber  auch  die  hervorgehobene  Ähnlichkeit  zwischen  den  algebraischen  Gleichungen 
Und  den  linearen  Differentialgleichungen  wirklich  besteht,  so  erfordert  der  grossere  Gegenstand  doch  immer 
Veränderte,  meistens  erweiterte  Grundansichten.  Demgemäss  bemerken  wir,  dass  wir  durch  die  auf  dem 
Heuen  Felde  vorkommenden  Umstände  genothiget  seien,  von  dem  Begriffe:  Transformation  der  Glei- 
chungen folgende  allgemeinere,  auf  algebraische  sowohl,  wie  auf  Differentialgleichungen  anwendbare 
I>efiiiition  zu  geben :  Eine  Gleichung  oder  mehrere  solche  transformiren  heisst,  eine  oder  mehrere  andere 
Gleiehangen  bilden,  deren  Genüge  leistende  Werthe  mit  jenen  der  Ersteren  in  einem  bestimmten  analyti- 
Bclien  Zosanunenhange  stehen.  Genfige  leistende  Werthe,  welche  dort  Wurzeln,  hier  particuläre  Integrale 
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heissen.  In  dem  einfachsten  der  hier  denkbaren  Fälle  wurde  nur  eine  zu  transformirende  und  auch  nur 
eine  transformirte  Gleichung  vorliegen ,  und  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  belrachtet  auch  im 
\\'esentlichen  nur  diesen  einfachen  Fall:  auf  dem  Gebiethe  der  Infinitesimalrechnung  jedoch  sind  wir 
durch  unsere  Bedurfnisse  gezwungen,  auch  die  complicirteren  Fälle,  wo  nämlich  mehrere  zu  transfor- 
mirende Gleichungen  vorhanden  sind,  und  nur  Eine  transformirte  Gleichung  gesucht  wird,  oder  wo  eine 
einzige  zu  transformirende  Gleichung  in  mehrere  transformirte  zerfällt ,  der  Betrachtung  zu  unterwerfen, 
und  diess  ist  die  erste  der  Ursachen ,  aus  welchen  unsere  Transformationslehre  jene  der  algebraischen 
Gleichungen  an  Umfang  und  Verwicklung  übertreffen  mnss.  Eine  zweite  Ursache  liegt  in  dem  besonderen 
Umstände ,  dass  die  linearen  Difierentialgleichungen  ihren  Eigenschaften  nach  eher  Ähnlichkeit  besitzen 
mit  algebraischen  Gleichungen,  die  in  ihren  CoeflTicienten  noch  unbestimmt  gelassene  Parameter  bergen, 
von  welchen  demnach  die  Wurzeln  Functionen  sind:  als  mit  solchen  mit  numerischen  Coefficienten.  Hätte 
man  bisher  ähnliche  algebraische  Gleichungen  in  den  Kreis  der  Untersuchungen  gezogen,  so  wurde  auch 
die  ihnen  angehörige  Transformationslehre  einen  grösseren  Umfang  gewonnen  haben,  insoferne,  als  sie  die 
Lösung  von  Problemen,  wie  das  folgende,  aufzunehmen  genöthiget  gewesen  wäre:  Aus  der  gegebenen 
Gleichung  ist  eine  andere  abzuleiten ,  deren  Wurzeln  die  ersten  oder  höheren  DifTerentialquotienten  der 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind,  genommen  nach  irgend  einem  der  darin  enthaltenen  Parameter. 
Hiemit  im  Zusammenhange  nun  wird  es  uns  obliegen,  Methoden  anzugeben,  die  particulären  Integrale 
einer  Differentialgleichung,  ohne  dass  man  sie  kennt,  und  in  der  Gleichung  selbst,  nicht  nur  den  alge- 
braischen Rechnungsoperationen  zu  unterwerfen,  sondern  auch  der  eines  ein-  oder  mehrmaligen  Differen- 
zirens  und  Integrirens. 

Die  dritte  und  vornehmste  Ursache  aber  der  Grösse  der  auf  diesem  Felde  zu  überwindenden 
Schwierigkeiten  liegt  in  dem  complicirteren  CoeflTicientenbaue ;  während  nämlich  die  Coefficienten  einer 
algebraischen  Gleichung  die  allereinfachsten,  der  niedrigsten  Klasse  angehörigen  synunetrischen  Functionen 

der  Wurzeln  sind,  bezüglich  1,  2,  3 n  Dimensionen  bietend,  zeigen  sich  die  CoeflTicienten  einer 

linearen  Diflferentialgleichung  der  n^^  Ordnung  in  ihrer  Urform  schon  als  zweiwerthige  Functionen  der 
particulären  Integrale,  durchaus  von  n  Dimensionen,  und  noch  uberdiess  mit  DifTerentialquotienten  versehen. 
Wie  sehr  diess  die  Behandlung  erschwere,  ist  unter  anderen  daraus  ersichtlich,  dass  es  z.  B.  sehr  leicht 
ist,  die  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  in  derselben  zum  Quadrat  zu  erheben,  während  dasselbe 
bei  den  particulären  Integralen  der  linearen  DiflTerentialgleichungen  zu  den  praktischen  Unmöglichkeiten 
gehören  durfte.  Je  schwieriger  nun  aber  ein  solcher  Gegenstand  ist,  desto  bereitwilliger  lässt  er  sich 
dehnen  ins  Lange  und  ins  Breite ,  wenn  ihn  der  stets  im  Auge  zu  behaltende  Hauptzweck ,  das  Verstehen 
nämlich  der  inhaltsvollen  Sprache,  welche  die  DiflTerentialgleichungen  reden,  nicht  in  die  gebührenden 
Grenzen  zurückfuhrt;  diesem  Hauptzwecke  nämlich  werden  nur  jene  Transformationsarten  zusagen,  die 
bei  dem  Integrationsgeschäfte  selbst  von  Nutzen  sein  können ,  und  nur  mit  diesen  soll  sich  der  vorliegende 
vierte  Abschnitt  beschäftigen.  Da  solchergestalt  der  Zweck,  den  wir  verfolgen,  ein  praktischer  ist,  so  scheint 
es  uberdiess  noch  angemessen ,  einer  jeden  auseinandergesetzten  Transformationsweise ,  insoferne  diess 
möglich  ist,  alsogleich  die  Angabe  ihres  Nutzens  beizufügen.  Weil  ferner  das  Transformiren  in  den  mei- 


sten  Fällen  ein  unmittelbarer  Bestandtheil  des  Integrirens  selbst  ist,  den  Andeutungen  aus  der  Formenlehre 
anmittelbar  auf  dem  Fusse  folgend,  ihm  demnach  eine  ähnliche  Einfachheit  wunschenswerth  ist,  wie  den 
Vorschriften  der  Formenlebre  selbst;  so  schien  es  räthlich,  alle  praktisch  nfitzlichen  Transformationsarten 
zur  Erleichterung  der  Uebersicht  zuerst  in  Anwendung  auf  die  einfacheren  Fälle  von  Differentialglei- 
chungen niederer  Ordnungen  durchzufahren,  und  den  allgemeinen,  durch  complicirte  Rechnungen  zu 
entsprechend  weitläufigen  Formeln  fährenden  Fall  einer  zu  transformirenden  Differentialgleichung  der  n^«" 
Ordnung  einer  besonderen  Behandlung  in  einem  späteren  Paragraphe  zu  unterwerfen.  Es  ist  schon  in 
der  Vorrede  gesagt  worden,  dass  die  Bearbeitung  dieser  letzten  Paragraphe  ein  Verdienst  des  Herrn 
Josef  D  er  f  fei,  derzeit  Privatdocenten  am  hiesigen  k.k.  polytechnischen  Institute,  sei.  Endlich  li^tes  Inder 
Natur  der  Sache  und  wird  desshalb  Niemanden  Wunder  nehmen,  wenn  unsere  Transformationslehre  über 
die  Form  der  Genfige  leistenden  parüculären  Integrale  neue  Aufschlüsse  bringt,  die  desshalb  gewiss  Nie- 
mand in  die  Formenlehre  zu  verweisen  Lust  tragen  vird,  weil  ja  die  ganze  Theorie  der  linearen  Differen- 
tialgleichungen nur  den  Einen  Zweck  hat,  und  haben  kann,  nämlich  die  Eigenschaften  der  Genüge  leistenden 
Werthe  zu  ermitteln,  also  im  Grunde  denselben  Zweck,  den  auch  die  Formenlehre  verfolgt,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  dieser  letzteren  nur  die  Erörterung  von  so  vielen  Eigenschaften  der  einzelnen  parti- 
culären  Integrale  zusteht,  als  eben  nothwendig  und  hinreichend  sind,  den  Unterschied  zwischen  ihnen  zu 
b^rfinden,  erstere  hingegen  es  mit  allen  Eigenschaften  bis  ins  kleinste  Detail  zu  thun  hat.  Diesen  Betrach- 
tungen gemäss  wollen  wir  da^enige,  was  sich  von  der  Transformationslehre  beim  Integrationsgeschäfte 
als  praktisch  nutzlich  erwiesen  hat,  so  einfach  als  möglich  dargestellt,  in  den  sechs  ersten  Paragraphen 
dieses  Abschnittes  auseinander  setzen,  zunächst  in  Anwendung  auf  einfachere  Fälle;  die  darauf  folgenden 
Paragraphe  vom  siebenten  an  aber  sollen  der  Verallgemeinerung  der  in  diesen  ersten  sechs  auseinander- 
gesetzten Lehren  gewidmet  sein,  und  zwar  soll: 

Der  erste  Paragraph  von  der  Beflreiung  Eines  particulären  Integrales  oder  mehrerer  von  einem 
Divisor  wie  (x  —  aY  durch  Multiplication  mit  demselben  handebi. 

Der  Zweite  auf  ähnliche  Weise  die  Befreiung  von  einem  exponentiellen  Factor  wie  e  ,  wo 
9  eine  ganze  Function  von  x  ist,  und  die  dadurch  zu  bewirkende  Herabsetzung  des  betreffenden  particu- 
lären Integrales  von  der  zweiten  zur  ersten  Klasse  zum  Gegenstande  haben. 

Der  Dritte  soll  sich  mit  der  Befreiung  von  einem  ähnlichen  Factor  beschäftigen,  wo  jedoch  0 
gebrochen  und  mit  einem  Nenner  wie  (x  —  a)"*  versehen  ist,  unter  m  eine  von  der  Einheit  verschiedene 
Zahl  verstanden,  und  so,  dass  das  in  Rede  stehende  particuläre  Integral  nach  der  geschehenen  Befreiung 
für  j?s=a  nicht  unendlich  oder  unstetig  wird. 

Der  Vierte  lehrt  die  particulären  Integrale  in  der  Differentialgleichung  selbst  den  Rechnungs- 
operationen des  Differenzirens  und  Integrirens  unterwerfen,  und  die  hiemit  verbundenen  analytischen 
Erscheinungen  zu  deuten. 

Der  Fünfte  handelt  von  der  Verwechslung  der  unabhängigen  Veränderlichen  und  ihrem  Nutzen 
in  speciellen  Fällen,  lässt  sohin  die  particulären  Integrale  unangetastet^  und  stellt  sie  nur  hin  als 
Foneti^nen  einer  neuen  unabhängigen  Variablen,  die  von  der  Gegebenen  eine  bestimmte  Function  ist. 
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Der  Sechste  ist  wieder,  ohne  die  particulären  Integrale  anzutasten,  der  Auflösung  von  folgender 
doppelten  Aufgabe  gewidmet,  nämlich:  a)  die  Differentialgleichung  aufzusuchen,  welche  die  particulären 
integrale  zweier  oder  mehrerer  ahnlichen  Differentialgleichungen  als  Genüge  leistende  Werthe  in  sich  ver- 
einiget ,  und  b)  umgekehrt  aus  einer  gegebenen  solchen  transfurmirten  und  Einer  der  beiden  zu  transfor- 
mirenden  Gleichungen  die  andere  zu  finden. 

Die  Fassung  des  ganzen  vorliegenden  Abschnittes  trägt,  wie  man  vermuthlich  finden  wird,  einen 
etwas  eigenthumlichon  Anstrich  von  minutiöser  Sorgfalt,  oft,  scheinbar  wenigstens,  auf  Kleinigkeiten  ver- 
ausgabt, zu  dessen  Rechtfertigung  hier  wohl  noch  ein  paar  Worte  am  Platze  sind.  Die  verschiedenen 
Transformationen,  die  wir  hier  ausführen  lehren,  sind  zum  grössten  Theile  weder  schwer,  noch  neu* 
und  es  wird  wohl  kaum  einen  nur  halbwegs  auf  dem  Gebiethe  der  Infinitesimalrechnung  heimischen  Ana- 
lysten geben,  dem  sie  nicht  bereits  vorgekommen  wären.  Allein  wie  oft  ist  nicht  eine  gewisse  Transfor- 
mation unternommen  worden,  so  zu  sagen  auf  gut  Gluck,  und  ohne  dass  man  sich  über  den  Zweck  der- 
selben Rechenschaft  zu  geben  im  Stande  war,  wie  oft  ist  die  transformirte  Gleichung  weggeworfen  worden, 
als  complicirter,  entweder  in  Bezug  auf  die  Ordnungszahl  der  Gleichung,  oder  Gradzahl  der  Coefficientea, 
woraus  man  denn  immer  schloss,  dass  sie  schwerer  zu  integriren  sei,  als  die  vorgelegte,  ohne  in  der  R^el 
hievon  fiberzeugt  zu  sein.  Wie  oft  ist  man  da  dem  Ziele  nahe  umgekelirt,  das  mit  einem  einzigen  ferneren 
Schritte  zu  erreichen  gewesen  wäre.  Wenn  wir  nun  unsere  Transformationslehre  so  einrichten  wurden, 
dass  wir  jedesmal  sagten :  wenn  die  Differentialgleichung  diese  Form  hat ,  so  wird  man  diese  bestimmte 
Transformation  machen ,  die  dann ,  weil  sie  keine  analytischen  Schwierigkeiten  biethet ,  dem  Leser  über- 
lassen wird,  so  wurden  wir  zwar  eine  sehr  kurze,  oder  vielmehr  gar  keine  Transformationslehre  bringen, 
wir  wurden  aber  andererseits  die  Sache  auch  beim  Alten  lassen,  d.  h.  bei  der  alten  Dunkelheit,  bei  der 
der  Rechner  an  die  Analysis  oft  Fragen  stellt,  deren  Bedeutung  ihm  entweder  gar  nicht,  oder  wenigstens 
nicht  im  ganzen  Umfange  klar  geworden  ist ,  und  daher  auch  Antworten  bekommt ,  die  er  entweder  gar 
nicht,  oder  wenigstens  nicht  in  ihrer  ganzen  Vollständigkeit  auszulegen  im  Stande  ist.  Es  ist  daher  auch 
unumgänglich  nothwendig,  dass  wir  bei  jeder  Umformung,  die  die  Differentialgleichung  erfahrt,  ihren  Zweck 
unmittelbar  angeben ,  und  ihre  Wirkung ,  insoferne  wir  sie  bestimmen  können ,  voraus  verkünden ;  dass 
wir  ferner  mit  der  Leuchte  der  Formenlehre  in  der  Hand  alle  analytischen  Erscheinungen,  die  bei  den 
durchgeführten  Rechnungsentwicklungen  auftauchen,  einer  sorgsamen  Prüfung  unterwerfen,  und  ihnen 
die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Genüge  leistenden  Werthe  gegenüberstellen:  so  wird  es  geschehen, 
dass  jede  Transformation  die  Gleichung  durchsichtiger  macht ,  indem  sie  stets  mehr  und  mehr  von  den 
particulären  Integralen  enthüllt ,  bis  endlich  die  wirkliche  Integralion  selbst  ihre  Kenntniss  vervollständigt. 

Es  hat  mit  der  mathematischen  Analysis  eine  eigene,  in  allen  ihren  Parlhieen  zur  Genüge  in 
die  Augen  fallende,  und  dennoch  vielleicht  nicht  genug  gewürdigte  Bewandtniss.  in  Folge  des  Umstandes 
nämlich,  dass  wir,  Gebrauch  machend  von  der  ihr  eigeulhümlichen  Zeichensprache,  gewisse  Theile  des 
Denkgeschäftes  in  Form  von  Rechen-  oder  Unlersuchungsmethoden  ihr  übertragen  haben .  die  in  den  ge- 
wöhnlichen logischen  Formen  durchzuführen  unsere  Kräfte  schwer,  oder  gar  nicht  zugereicht  haben  würden, 
die  sie  aber  so  zu  sagen  mechanisch  mit  Leichtigkeit  durchnimmt,  gewinnt  sie,  obwohl  selbst  Erzeugniss 
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des  menschlichen  Geistes,  gegenüber  von  demselben  in  gewisser  Weise  Individualität,  setzt  die  begonnene 
Gedankenreihe  fort,  bringt  die  Schlussfolgerungen  auf  die  passendste  Form,  berichtigt  durch  die  mannig- 
fachen Arten  der  in  ihr  liegenden  Deductionen  ad  absurdum  Irrthumer,  und  fährt  so  mit  dem  mathemati- 
schen Forscher  ein  wahres  Zwiegespräch.  In  Folge  des  Umstandes  femer,  dass  die  mathematische  Ana- 
lysis,  eben  weil  sie  Erzengniss  des  menschlichen  Geistes  ist,  auch  nichts  geben  kann,  als  was  der  mensch- 
liche Geist  ursprünglich  hineingelegt  hat,  während  demselben,  in  analytischer  Sprache  gehörig  ausge- 
druckt, meistentheils  nur  sehr  wenig  als  Merkmal  des  Gesuchten  ursprünglich  hineinzulegen  gelingt,  was 
dann,  je  weniger  es  ist,  auf  desto  mehr  verschiedene  Functionen  passt:  beantwortet  sie  die  gestellten 
Prägen  unpartheiisch ,  umfassend  und  vollständig  in  einem  für  unsere  Geisteskräfte  viel  zu  inhaltsvollen 
Lapidarstyle,  der  uns  nur  durch  Zerlegung  in  einfache  Bestandsatzungen  verständlich  wird.Diess  begründet 
zwischen  dem  Forscher  und  dem  grossen  Werkzeuge,  dessen  er  sich  bedient,  der  Mathematik  nämlich,  ein 
ganz  eigenthümliches  Verhältniss.  Die  Wissenschaft  entfaltet  so  zu  sagen  eine  Neigung  kurz  und  bündig 
alles  auf  einmal  zu  sagen,  was  sie  weiss,  alle  an  sie  gestellten  Fragen  in  der  umfassendsten  Weise  beant- 
wortend, und  entschliesst  sich  zur  Darlegung  des  Speciellen  nur,  wenn  sie  dazu  gezwungen  wird,  der 
Rechner  hingegen  versteht  das  Allgemeine  nicht  und  forscht  nach  dem  Speciellen,  er  wünscht  z.  B.  nur  ein 
einziges  particuläres  Integral  einer  linearen  DiiFerentialgleichung  kennen  zu  lernen;  die  Analysis  hingegen 
spricht  gerne  von  allen.  Versteht  es  also  der  Rechner  nicht,  sich  in  der  präcisen  Zeichensprache  der  Wis- 
senschaft deutlich  auszudrucken,  so  gibt  es  zwischen  ihr  und  ihm  ein  Missverständniss,  das  entweder  mit 
einer  Deductio  ad  absurdum  oder  nach  langen  Rechnungen  mit  der  Angabe  von  etwas  endigt ,  was  man 
ohnehin  schon  gewusst  hat.  Wir  wünschen  nun,  dass  der  Leser  dieses  Werk  über  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichungen überhaupt  und  die  Transformationslehre  insbesondere  auffasse  als  Anleitung  zu  einem 
solchen  Zweigespräche,  auf  dass  ihm  eine  jede  der  Transformationsarten,  die  er  hier  kennen  lernen  wird, 
s€  zu  sagen  erscheine  als  Form  der  Conversation ,  die  man  passend  gewählt  hat,  um  Gelegenheit  zu  finden, 
der  Analysis  die  speciellen  Eigenschaften  der  gesuchten  Functionen  der  Reihe  nach  abzufragen,  und  die 
allgemeinen  Antworten,  zu  denen  sie  Neigung  hat,  und  die  für  uns  nicht  belehrend  sein  würden,  weil  wir 
iliren  Inhalt  schon  kennen,  oder  nicht  verstehen,  so  viel  als  möglich  zu  vermeiden.  Er  wird  hiednrch  von 
«»elbst  die  Überzeugung  gewinnen ,  dass  es  unumgänglich  nothwendig  sei,  allen  in  der  Rechnung  vorkom- 
nieDden  Erscheinungen  die  gebührende  Aufmerksamkeit  zuzuwenden  und  besonders  die  Ausnahmsfälle  sorg- 
faltig zu  berücksichtigen ,  die  auf  einem  anderen  Felde  Nebensache  wären .  auf  dem  der  Integration  der 
MITerentialgleichungen  jedoch  als  Hauptsache  hervortreten,  weil  sie  eben  so  viele  specielle  Eigenschaften 
<i^r  gesuchten  particulären  Integrale  kund  geben. 
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Befreiung  von  einem  Divisor,  wie  {x  —  af. 

Es  gibt  wohl  keine  leichtere  Aufpbe,  als  die:  alle  partieulären  Integrale  einer  gegebenen 
Differentialgleichung  mit  einem  gegebenen  Factor  L  zn  multipliciren,  d.  h.  aus  ihr  eine  andere  abzuleiten, 
deren  sämmtliche  Genüge  leistenden  Werthe  aus  jenen  der  ersteren  durch  Multiplication  mit  L  hervorgehen. 
Stellt  man  nämlich  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung: 

(1)  X,  y«^  +  X^,  y^"-^  + +X,j/  +  X,y  =  0 

hin  unter  der  folgenden,  wohlbekannten  Form: 
(«)  y  =  C,y,+  C,y,+  +  C„y„. 

so  ist  der  angedeutete  Zweck  durch  die  Substitution : 

(3)  Ly  =  %       also        V  =  X 

offenbar  erreicht,  da  man,  wie  alsogleich  aus  der  Verbindung  von  (2)  und  (3)  einzusehen, 

(4)  ^=  C,Ly,  +  C^Ly^^ +  C„  Ly„ 

hat  Genau  auf  dieselbe  Weise  ist  es  auch  nicht  schwer,  sämmtliche  partieulären  Integrale  der  hingestellten 
Differentialgleichung  durch  eine  beliebige  Function  von  x,  die  wir  ti  nennen  wollen,  zu  dividiren;  es 
genügt  nämlich  hiezu  die  Einfuhrung  einer  neuen  Veränderlichen  %  vermittelst  der  Substitution : 

y 

(5)  ^  =  «  ,        also       y  =  u%. 

u 

Die  hiedurch  gewonnene  Gleichung  in  s  ist  die  folgende : 

»'"'     [  X„u    ]  + 

+  «(»-«)[     n     X„td     +  X^.u]   + 

+  »("-'[   (J)    XX    +(»7*)x^.ti'     +  X^u]    + 

(6)         

+»        [  X„«w  +  X^.u<"-^+  X^v!^'^-\-...+  Xy+X,t^+X,u\==Q. 

Sie  nmfasst  auch  den  Fall  eines  allen  partieulären  Integralen  hinzugefügten  Factors  L ,  der  daraus  henor- 
geht,  wenn  man  u  =■  y  ^^^^■<  ^^^  ^^^  allgemeine,  ihr  Genüge  leistende  Werth  von  s  ist  offenbar: 


Es  liegt  aber  in  der  Natur  der  Sache,  dass  diejenigen  Eigenschaften  der  Functionen  u  und  L,  die  nach 
den  Ergebnissen  der  Formenlehre  den  sichtbarsten  Einfluss  auf  den  Coefficientenbau  der  Differentialgleichung 
nehmen,  namentlich  ihr  Verhalten  für  sehr  grosse  Werthe  von  x  und  für  solche  Endliche,  durch  die  sie 
unendlich,  oder  Null,  oder  unstetig  gemacht  wird,  in  der  Regel  nicht  ohne  Einfluss  auf  die  Gestalt  der  vorlie- 
genden Gleichung  in  z  sein  werden ,  und  dass  diese  Functionen  in  ihrer  Eigenschaft  als  Factor  oder  Divisor 

sämmtlicher  particulären  Integrale  die  von  diesen  herrührenden  Merkmale  gelegentlich  erdrucken  werden. 

Vi  1 

gerade  so,  als  wenn  z.  B.  nicht  — ,  sondern  —  schlechtweg  der  Genfige  leistende  Werth  wäre.  Mitunter 

wird  es  femer  geschehen,  dass  sie  eben  nur  diese  Merkmale  wesentlich  verändern,  so  zwar,  dass  z.  B. 

Vi  1 

die  von  ^-  herrfihrenden  Kennzeichen  weder  die  dem  y^ ,  noch  die  dem  —  entsprechenden  sind.  Endlich 

werden  sie  auch  oft  die  in  Rede  stehenden  Merkmale  ganz  und  gar  unverändert  lassen.  Durch  schickliche 
Wahl  nun  des  bisher  noch  ganz  unbestimmt  gelassenen  Factors  L,  oder  Divisors  u  lassen  sich  allerlei 
erspriessliche  Verwandlungen  der  einzelnen  particulären  Integrale  erzielen,  die  als  Einleitung  zu  ihrer 
wirklichen  Berechnung  in  vorgesteckter  Form  nicht  bloss  dienlich ,  sondern  vielmehr  in  vielen  Fällen  uner- 
lasslich  sind.  Einen  dieser  Fälle  wollen  wir  in  diesem  Paragraphe  zum  Gegenstande  unserer  Betrachtungen 
machen,  den  nämlich,  wo  ein  oder  mehrere  particuläre  Integrale  vorhanden  sind,  versehen  mit  einem 
Divisor,  wie  (x  —  a)*,  der  ihrer  Entwicklung  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x — u  vermittelst  der 
Ma c- La  urin'schen  Formel  bekanntlich  hindernd  entgegensteht,  sohin  ihre  Auffindung  in  dieser  Form  ohne 
Torgangige  Transformation  nothwendiger  Weise  unmöglich  machen  muss.  Die  zu  solchem  Zwecke  benöthigte 
Transformation  ist  aber  offenbar  schlechthin  die  Multiplication  mit  dem  Factor  (x  —  a/.  Nach  den  Ergeb- 
nissen der  Formenlehre  kommt  nun  ein  solches  partieuläres  Integral  mit  dem  Nenner  (x  —  a)^  dann  vor, 
wenn  der  erste  Gleichungscoefficient  X,,  einen  einzigen  Factor  x  —  a,  der  zweite  aber  keinen  besitzt 
und,  wenn  zugleich 

Wird.  Sollte  es  mehrere  particuläre  Integrale,  etwa  r  an  der  Zahl  geben,  mit  Nennern: 

(x  —  a)*« ,        {x  —  a)*«,        (x  —  a)**-, 

^  wurden  die  ersten  Gleichungscoefficienten  Factoren  x — a  der  Reihe  nach:  r,  r — 1, 2,  1 

Ziethen  müssen,  während  zu  gleicher  Zeit  die  A^,  Ap,, A^,  als  die  r  Wurzeln  einer  algebraischen 

Gleichung  des  H<^n  Grades  erscheinen  würden.  Jedenfalls  aber  lässt  sich  bemerken,  dass  die  Multiplication 
^mmtlicher  particulären  Integrale  mit  dem  Factor  (x  —  a)^,  so  lange  k  unbestimmt  gelassen  wird, 
^Uen  eine  unbestinunte  Anzahl  von  Factoren  (x — a)  ertheilen,  für  schicklich  gewählte  Werthe  von 

fc,  etwa  k^^  k^, oder  kr  aber,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  nur  Eines  derselben  voq  jeder 

Spar  von  x — a  frei  machen  werde,  während  die  übrigen  alle  eine  gewisse  Anzahl  solcher  Fac- 
toren in  der  Regel  entweder  im    Zähler  oder  im  Nenner  beibehalten.     Hieraus  folgt,   dass,    wenn 


(9) 
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man  in  der  Gleichung  (6)   in  «  die  Function    u  =  (x  —  a)"*   annimmt,    ihre  Coefficienten   noth- 

wendig  der  Reihe  nach  Factoren  x  —  a  bezuglich  w,  n— 1,    2,   1   an  der  Zahl  ausweisen 

müssen,   theilweise  auch  mehrere,    nie  aber  weniger,  so  lange  k  unbestimmt  gelassen  wird;   fär 

specielle  Werthe  von  k  hingegen,  nämlich  Af^,  Af,, k^  eine  Veränderung  Platz  greifen  werde,  muth- 

masslich  in  der  Theilbarkeit  der  ganzen  Gleichung  durch  x — a  bestehend,  in  Folge  deren  die  genannten 
Factorenzahlen  gewohnlich  in  die  um  Eine  Einheit  geringeren,  manchmal  aber  auch  um  mehr  Einheiten 
kleineren  übergehen  werden,  und  diess  ist  auch  wirklich  so.  denn  die  Gleichung  in  %  ist  für  diesen  beson- 
deren Werth  von  u  folgende : 

-  (x-a)"-^«^'^•{  n    k  X^  -  X^,  (x-a)l  + 

+  (x-arV«^-{(j)  k  (&+1)  X,  -  (n-1)  kX,_,  (x^a)  4-  A„„.  (x-a)']  ~ 

+(-0"  «[      &...(Af+n-OX„-&(&+l)...(&+n-2)X^.(x-a)+&...(&+n-3)X^.,(j?-ay-4- 

-h  +   (-!)»-*&  X,  (ar-a)"-*  +  (-1)»  X,  (x-a)»l=0. 

Ihre  Coefficienten  weisen,  wie  man  sieht,  wirklich  die  obenerwähnte  Anzahl  von  Factoren  x  —  a,  näm- 
lich w,  n —  l,n — 2,  2,  1,0  selbst  in  dem  Falle  aus,  wenn  die  Coefficienten  der  vorgelegten 

Gleichung  in  y ,  nämlich  X„,  X„_i ,  X^^  derselben  bezüglich  r,  r —  1 2,  1,  0  tragen, 

weil  dann  eine  Theilbarkeit  der  Gleichung  durch  (x  —  ay  ohne  Muhe  wahrzunehmen  ist,  nur  wenn  einer 
oder  mehrere  Anfangscoeffieienten  aus  der  Reihe  der  mit  X  bezeichneten  eine  grössere,  als  die  in  ihnen  hier 
vorausgesetzte  Anzahl  von  Factoren  x  —  a  triigen,  was,  wie  wir  wissen,  auf  besondere  Formen  der  par- 
ticulären  Integrale  hindeutet,  so  wäre  dasselbe,  \v1e  naturlich,  auch  bei  der  transformirten  Gleichung  (9) 
der  Fall.  Diess  alles  findet  Statt  für  noch  unbestimmt  gelassene  Werthe  von  k. 

Uie  transfornürte  Gleichung  wird  aber  alsogleich  durch  x  —  a  theilbar,  so  bald  es  ihr  letzter 
(3oefficient  wird ;  der  aber  kann  es  werden :  Erstens :  wenn 

k  {k  +  i)  {k  +  2) (Ä  +  n  —  1)  =  0 

angenommen  wird,  wenn  man  also  k  aus  der  folgenden  Reihe  negativer  Zahlen  wählt: 

0,        —  1,        —  2,        —  n  +  1. 

Zweitens:  wenn  X^  mindestens  einen  Factor  x—a  hat,  d.  h.  wenn  die  Gleichung  in  y  mindestens  ein 
particuläres  Integral  von  der  Form -jf  besitzt ;  allein  die  verrichtete  Division  durch  x  —  tx  hat 


eben  erst  h,  it  — 1,   2,1,  0  solche  Factoren  in  den  successiven   Coefficienten  zur  Folge, 

und  eine  weitere  Division  durch  x  —  Ct  und  mit  ihr  verbundene  Herabsetzung  dieser  Factorenzahlen  auf 

H —  1,  H — 2 1,  0,  Ov  mit  welcher  wieder  di^  Befreiung  eines  einzigen  Integrales  von  jeder 

Spur  von  d? — a  verknüpft  ist,  findet  nur  dann  Statt,  wenn  der  zweitkeilige  naeh  x  ganze  Ausdruclc: 

*(&+!) (Ä  +  n-  1)  --^' k(k+  i) (k  +  n-2)  X^, 

X LX 

identisch  Null,  oder  noch  mit  wenigstens  Einem  Factor  x  —  a  d.  h.  mit  der  Eigenschaft  behaftet  ist,  für 
x  =  a  zn  verscl^winden.  Diess  geschieht  nur  fär  besondere  Werthe  von  k^  namentlich  fiir: 

k  =  0^       -^1,-2,        —  n  +  2 

und  äberdiess  noch  für: 

'-        '^»-  (ar-«)j  -  „  +  1  =%il  -  r,  +  1, 


(10) 


ein  Werth ,  der  mit  dem  (8)  übereinstimmt. 

Drittens :  wenn  die  zwei  ersten  Gleichungscoeificienten  X„  und  X^^  bezuglich  zwei  und  einen 
Factor  x  —  a  tragen.  Diess  ermöglicht  nämlich  unmittelbar  eine  Division  durch  (x  —  a)',  nach  wel- 
cher in  den  Coeificienten  n^  n — l,n  —  2, 2,  1,0  solche  Factoren  übrig  bleiben,  pnd  nur, 

wenn  entweder  allgemein,  oder  wenigstens  t&r  x=a  der  dreitheilige  Ausdruck: 

k(k+i)  . . .  (Ä+fir-1)  — ^,  -Ä  (Ä+1)  . . .  (Ä+n-2)  -^^^  +Kk+i}  . . .  (Af+n-3)X,.,=0 
(X' — a)  X  —  a 

wird,  geht  die  obere  Zahlenreihe  über  in :  n—  1 ,  Ur—Z^  n  —  3 2 ,  1 ,  0,0.  Diess  geschieht 

nun,  wenn  man  entweder  den  Expaqenten  k  der  Reihe  negativer  ganzer  Zahlen: 

0,    ,    —  K,      —  ?• — n  +  3 

entnimmt,  oder  ihn  eine  der  beiden.  Wurzeln  der  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

j(/H.„_2)  (k+n-^i)  ^^^.  -,  (ft  +  „-2)^+  X»-.)  =  0  ,11) 

sdn  lässt 

Endlich  allgemein:  wenn  die  Anfangscoefficienten  X„,  X^^^ ^n-r*  bezuglich  nicht 

weniger  als  r,  r — l, 2,1,0  Factoren  x  —  a  bergen,  während  wenigstens  der  erste  deren 

M  viele  wirklich  enthält,  was  im  Allgemeinen  auf  r  particuläre  Integrale,  wie-r :^  hindeutet. 

Dann  erscheint  die  transform|rle  Gleichung  zunächst  durch  (x  —  ay  theilbar,  und  biethet  nachgesche- 

kener  Division  in  den  aufeinander  folgenden  Coefficienten  bezuglich  n,  n  —  1, 2,  1,  0  solche 

hctoren,   eine  Zahlenreihe,  welche  abermals  nur  auf  n — 1,  n  — 2,  ...  2,  1,  0«  0  herabgebraeht 
werden  kann,  wenn  das  Polynom: 

lik^i)..(^k^n^i)y^^-k(k+i)..ik-^n--2)  .  ^'^V-i+-+(-0^fe(<t4-i)..(/H^^-r--i)X„,,^0 
(x — a)  {X — a) 

wird,  was  entweder  für  negative  ganze  Werthe  von  k  stattfindet,  entnommen  der  naturlichen  Zahlenreihe : 

0,        —  1 —  n  +  r  +  1, 

oder  fSr  solche,  die  der  folgenden  algebraischen  Gleichung  des  r^  Grades  als  Wurzeln  angeboren: 

2 


^(*+n-r).     (Ä+n-l)  ^^-^-(*+n-r). .  .(k+n-.,  ^^_^ 

Diess  heisst  nun  in  der  Sprache  der  Farmeiilehre :  a.  Wenn  man  simmtliche  parücularen  htegio.x, 
Differentiaigieichung  der  7i^*  Ordnung  mit  demselben  Factor  (x  —  a)*  mnlUpUeirt  vaA  k  mibestimmt  lisst, 
so  kömmt  ihnen  gelegentlich,  d.  h.  für  gewisse  K  allen  die  Eigenschaft  za,  ffir  x  =  a  unendlich  zu 

werden,  und  daher  rühren  die  n,  n—  l 2,  1,0  Pactoren  der  auf  einander  folgenden  Coeffieienten. 

6.  Wenn  durch  solch  eine  Multiplication  auch  nur  Eines  der  particulären  Integrale  von  ar  —  a  befreit  wer- 
den soll,  so  kann  diess  unter  anderen  dann  geschehen,  wenn  die  vorgelegte  Gleichung  mindestens  Ein  par- 

ticuläres  Int^ral  von  der  Form -^  besitzt,  und  zwar  eben  durch  Multiplication  aller  mit  (x  — a)\ 

in  Folge  deren  alle  übrigen,  n  —  1  an  der  Zahl,  in  den  Fall  kommen  können,  für  x  =  a  unendlich  oder 

unstetig  zu  werden,  daher  die  u  —  1 ,  n  —  2 ,  2 ,  1*0,0  F&ctoren  x~a  der  Coeffieienten  der 

transformirten  Gleichung.  Diese  Andeutungen  sind  für  sich  klar,  und  waren  nicht  anders  zu  erwarten.  Es 
fragt  sich  nur  noch,  was  die  Analysis  mit  den  in  der  Formel  (10)  enthaltenen  negativen  und  ganzen 
Werthen  von  k  wolle.  Was  A=0  bedeute,  liegt* am  Tage,  da  es  die  transformirte  mit  der  g^ebenen 
Gleichung  zusammenfallen  macht.  Was  sagen  aber  die  negativen  kt  Offenbar  nur,  dass,  wenn  man 
sammtliche  pat'ticulären  Integrale  durch  irgend  eine  der  folgenden  Potenzen  von  x  —  a 

X    -   tt  ,  {x  —  ay ,  (^  —  a)""' 

wegdividirt,  jedesmal  Eines  von  ihnen  von  allen  x—  a  befreit  wird,  die  übrigen  n —  1  aber  nicht,  was 
wieder  nur  dann  angeht,  wenn  n  —  2  particulare  Integrale  der  Gleichung  beziehlich  die  hier  angefahrten 
Potenzen  von  x  —  a  als  Factoren  besitzen.  Das  auf  den  ersten  Anblick  etwas  RSthselhafte  dieses  analy- 
tischen Ergebnisses  verliert  sich  alsogleich,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  particulären  Integrale  einer  linearen 
Differentialgleichung  je  mit  beliebigen  Constanten  multiplicirt  und  addirt  abermals  Genüge  leistende  Werihe 

ffeben;  denn  nehmen  wir  an:  es  sei  u„  = rr  das  einzige  für  x=:a  dem  Unendlichwerden  aus- 

(x  —  a)* 
gesetzte  particulare  Integral,  dem  der  einzelne  Factor  x  —  a  in  X„  entspricht;  so  sind  die  übrigen,  als 

diesem  Übelstande  nicht  ausgesetzt,  mittelst  der  Mac-Laurin'schen  Formel  nach  aufsteigenden  Poten- 
zen von  x  —  a  in  Reihen  entwiekelbar ;  man  hat  also : 

C,  y.  +  C,  y,  +  C,  y.  -h  +  C^,y^,= 


\ii-i 


C,    y.    +C.    y'. 

.(x-a)  + 

.  +  €•.    yf»-» 

+  0,    y.    +C.    y'. 

.(x-a)+. 

•  +  €•.  ir 

+  c.  y.  +C'.  y; 

.(x-a).+  . 

.  +  C.   y'^- 

(--)-+C.  ^-.if=!^  + 


1...(m-2)^    '    •"       \...(n—i) 


d«)        +<?.   y.   +C.   y;    .(x-a).+  ...  +C.   y^v;     ,/,,+C,   fr'--  ^ 


i...(»— 2)   '     •   '•"       l...(n— 0 


i...(»-2)   ■     ""•"■'     l...(n— 1 


eine  Gleichang,  in  der  simmtliche  Reiheneoeffieienten  des  zweiten  Theiies  endlieh  sind.  Statuirt  man  hier 
die  Glieder  spaltenweise  addirend: 

Äi     =  C,  y,       +  C.  y,       +  C.  y,       + +  C^,  y^, 

B.     =  C,  y\       +  C,  y;       +  C.  y.       +.....  +  C^,  y«., 
2B.     =C,  y':       +C,  y;'      ,+  C.  y;       + +  C^,  y^., 


1     ..  (n-2)  B^,  =  C,  y^r'  +  C,  yi»-'  +  C.  y?-)  + +  C^,  y?-), 

so  sind  die  B^  B,,  B«, . . .  B^^  als  Functionen  der  n—  1  willknhrliehen  Constanten  C,,  C,,  C„  . . .  C^., 
ebenfiills,  in  der  Regel  wenigstens,  sammtlich  willkfihrliehe  Constanten,  nnd  gleichwie  die  Eisten  als 
lineare  Functionen  der  Anderen  erscheinen,  so  sind  auch  die  Anderen  lineare  Functionen  der  Ersteren. 
somit  ist  auch  der  Coeflficient  einer  jeden  der  auf  die  (n  —  i)^  folgenden  Potenzen  von  x  — a,  etwa 
der  (n+r—  !)»•«■,  der  durch  die  folgende  Gleichung  gegeben  ist: 

i  ...  (n+r-i)  B^r  =  c,  rr"-^'  +  c,  y^-*)  +  c.  fr-''  + +  ^^t  y"-^:* - 

eine  lineare  Function  der  B^,  B,,  ...  B^^^  etwa  die  folgende: 

B^r  =  (TA)  B,  +  (r,2)  11,+  +  (r,fi^l)  B^„  (13) 

aUwo  im  Allgemeinen  (r,<)  einen  bestimmten  endlichen  Coefficienten  andeutet.  Wir  machen  hier  von  dieser 
Bezeichnungsweise  Gebrauch,  um  alsogleich  durch  die  erste  der  eingeklammerten  Zahlen,  durch  r  näm- 
lich, anzudeuten,  dass  derselbe  in  dem  Ausdrucke  für  B„^,.  vorkomme,  durch  die  zweite  aber,  <  näm- 
lich, dass  er  zu  B,  gehörig  sei.  Man  wird  nun  dem  Gesagten  gemäss  den  zweiten  Theil  der  Gleichung 
(12)  nach  den  B,,  B,,  ...  B^i.^  geordnet  hinstellen  können,  und  erhalten: 

C,y,  +  C,y,+  C.y.+  +  C^.yn^.= 

=      B,      [l+(0,0  {x-aT-'  +  iXA)    {x-aY     + ]  + 

+      B,      [l+(0,2)  (x-a)«-  +  (1,2)    (ar-a)»-*  +  .. ]    {x~a)  + 

+      B,      [i  +  (0,3)  {X  ~  a)—  +  (1,3)    (X-  a)»-  + ]    (x-  a)'  +  ( 14) 

+      »«-I   [l  +(0,n-l)(x— a)     +.(i,n-l)(x-a)'+  .......]    (x~a)"-*  = 

=        B,  7,  +  B.  7.  (X ~a)  +  B,  i;,  (x— a)'  + +  B^,  tf^,  {x  —  af-K 

Diese  Form  belehrt  uns  nun,  dass  die  n— I  particulären  Integrale;  die  der  Entwicklung  in 

Reihen  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  — a  nach  der  Mac-Laurin*sehen  Formel  nicht  widerstreben, 

durch  passende  Gruppirung,  d.  h.  Multiplication  mit  bestimmten  Constanten  nnd  Addition  jedesmal  in  n—  f 

andere  Thelle  zerlegt  werden  können,  die  beziehlich  der  (H«",  1«««»,  2*«*  . . .  (n— 2)*»n  Potenz  von  x  —  a 

pn^rtional  sind,  und  deren  Jeder  f&r  sieh  den  Zus(atz  eines  willknhrliehen  eonstanten  Factors  verträgt 
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somit  die  Rolle  eines  particalaren  Integrales  spielt,  und  hieiait  hätte  denn  das  Vorkommen  der  negativen 
und  ganzen  Werthe  von  k  seine  Erklärung  gefunden,  die  Analysis  aber,  wie  allenthalben,  so  auch  hier, 
abermals  ihre  Eigenschaft  beurkundet,  die  an  sie  gestellten  Fragen  in  der  umfassendsten  Weise  zu  beant- 
worten. Man  fragt  nämlich :  welche  Potenzen  mit  beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen,  positiven  oder  nega- 
tiven Exponenten  von  o:  -  a  lassen  sich  aus  den  particulären  Integralen  der  Differentialgleichung  als  Fac- 
toren  absondern ,  und  die  Antwort  bezieht  sich  nicht  auf  irgend  eine  bestimmte  Form  des  Integrales,  z.  B. 
auf  die  assymptotische ,  die  der  Fragende  vielleicht  gemeint  haben  mochte,  sondern  lautet  ganz  allgemein 
von  jeder  Form  wie  folgt:  man  kann  die  Genfige  leistenden  Werthe  durch  Multiplication  mit  bestimmten 
Constanten  und  Addition  so  gruppiren,  dass  neue  ebenCalls  genugende  Werthe  hervorgehen,  die  bezuglich 
der  0*«",  !■**",  2^«n,  ...  (n  —  2)*«"  Potenz  von  x  —  lx  proportional  siad,  und  man  ist  gewiss,  alles  auf 
einmal  erfahren  zu  haben,  und  dass  keine  Gruppe  möglich  sei,  aus  der  sich  eine  andere  Potenz  von  x  — a 
als  Factor  sondern  lässt.  Hiemit  erklären  sich  aber  auch  alle  übrigen,  für  versobiedene  k  in  der  (9)  wahr- 
nehmbaren Erscheinungen:  namentlich  findet  für  k  =  — 1  eine,  Theilbarkeit  dieser  Gleichung  durch 
(x  —  a)"~'  Statt,  und  es  bleiben  nach  durchgeffihrter  Division  in  ihren  Coefficienten  bezuglich  2,1,0 
Factoren  x  —  a  übrig,  d.  h.  in  der  Sprache  der  Formenlehre:  die  Division  durch  x  —  a  sämmtlicher  par- 
ticulären Integrale  der  vorgelegten  Gleichung  in  y  macht,  dass  zwei  derselben  in  den  Ausnahmszustand 
gerathen,  in  welchem isie  mit  der  M ac- La uri naschen  Formel  nicht  behandelt  werden  können.  Diess  ist 

aber  auch  ganz  richtig,  und  es  sind  diese  beiden:  Bjfi  und -j-.  Für  &  =  --2  wird  die  (9)  durch 

(x  — a)""'  theilbar,  und  es  bleiben  in  ihren  Coefficienten  3,  2,  1,  0  Factoren  x  — a  übrig,  d.  h.:  die 
Division  durch  (x  —  a)*  versetzt  drei  der  particulären  Integrale  in  den  erwähnten  Ausnahmszustand,  und 

es  sind  diese  drei  offenbar:  B.y.,  Bju^  Cx  —  d)  und ^^  u.  s.  w.  Wir  ziehen  endlich  aus  dem 

Gesagten  noch  den  Schluss,  dass  man  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichmig  der  n<®"  Ordnung, 
die  im  ersten  Coefficienten  X,,  einen  Factor  x  —  a  hat,  vorauszusetzen  berechtiget  sei  in  der  Form: 

CO 

(15)  y  =^  B,Tj,  +  B,r),{x-a)  +  B,Tj,{x -ay  +         +  B^, i;„., (x - a)""«  +  ^ 

\x      a) 

allwo  k  den  durch  die  (8)  gegebenen  Werlh  besitzt. 

Hätte  der  erste  Coefficient  X^  der  Differentialgleichung  gar  kein  x  —  a,  so  würde  anstatt 
dieser  Form  die  folgende  ähnliche  treten: 

(16)  y  =  B,rj,  +  Ä.i;,  (x  —  a)  +  Ä»?;,  (x  —  a)'  +  ...  +  B^Vn  {x  —  af-\ 

was  übrigens  gar  nichts  weiter  besagt,  als  dass  beliebige  Functionen  n  an  der  Zahl,  die  für  den  speciellen 
Werth  x  =  a  sämmtlich  gar  keine  besondere  Erscheinung  darbiethen,  durch  Multiplication  mit  gewissen 
Constanten  und  Addition  so  gruppirt  zu  werden  vermögen,  dass  die  erhaltenen  Gruppen  bezüglich  die  Son- 
denuig  der  Factoren  1,  x  —  a,  (x  —  a)*,  ...  (x—a)""*  gestattea,  was  wohl  voUkonunen  richtig  ist, 
aber  in  Bezug  auf  die  Integration  der  Gleichung  wenig  lehrt  Der  Beweis  hievon  lässt  sich  ebenso  führen, 
wie  für  das  Stattfinden  der  Form  (15)  unter  den  alldort  angedeuteten  Umständen.  Wiewohl  man  aber 
dieses  Int^al  schtFcrlich  je  in  einer  solchen  Form  suchen  wird,  so  schliessen  sich  doch  daran  einige 


Dicht  unwichtige,  zum  genauen  Verslandnisse  der  Andeutungen,  die  die  Analysis  darbringt,  dienende  Be- 
merkungen. In  der  That  man  nehme  an,  es  werde  in  die  Differentialgleichung  der  n^«  Ordnung,  die,  wie 
wir  bis  jetzt  vorausgesetzt,  gar  Iceinen  Factor  ar  —  a  im  ersten  Coeffieienten  X^  besitzt,  ein  neues 
(n+  ly^  particuläres  Integral  eingeführt,  das  ebenialls  von  jeder  Spur  von  ar  — a  frei  ist,  etwa  B^t}^. 
so  konnte  man  vielleicht  meinen,  dass  die  Analysis  nunmehr  auf  ein  allgemeines  Integral,  das  wir  mit  v 
bezeichnen  wollen ,  durch  ihre  Angaben  hinweisen  werde ,  und  das  die  folgende  Form  trägt : 

u  =  Äo7o  +  B,t),  +  B,77,  (x-ä)  +  B.t).  {x-ay  +  ...  +  BnVn  (a?-a)«-\ 

mit  zweien  von  ar  —  a  freien  Bestandtheilen :  sie  thut  diess  aber  nicht,  denn,  iodem  sie,  wie  leicht  einzu- 
sehen, zur  Bestimmung  von  k  die  folgende  Gleichung  liefert: 

k    (&+1)     (&  +  2)     (Ä+70    =    0, 

gibt  sie  der  folgeoden  Form,  deren  Richtigkeit  auch  Niemand  bezweifeln  wird: 

ti  =  B.i;,  +■  B,i;,  (x—a)  +  +  Än+i^n+i  (x—ay 

den  Vorzug,  gewissermassen  die  Angabe  gleicher  Werthe  für  k  aus  dem  Grunde  vermeidend,  weil  sie 
dadurch  zur  Ausserachtlassung  des  einen,  der  n*««  Potenz  von  x—a  proportionalen,  und  gleiche  Rechte 
mit  den  äbrigen  besitzenden  particulären  Integrales  gezwungen  wurde.  Man  kann  sich  die  Sache  so  vor- 
stellen :  die  Analysis  nimmt,  um  ihrer  Allgemeinheit  in  den  Angaben  treu  zu  bleiben,  die  beiden  particulären 
Integrale  B^rf^  und  B^tj^  in  Reihenform  vor,  und  zerlegt  ihre  Summe  in  zwei  ebenfalls  je  für  sich  Genüge 
leistende  Bestandtheile,  die  bezüglich  der  0*«"  jjnd  !***•"  Potenz  von  a?—  a  proportional  sind;  den  letzten 
von  diesen  verbindet  sie  mit  dem  B^rf^(x  —  a)  zu  zwei  neuen,  der  ersten  und  zweiten  Potenz  von  x — a 
proportionalen  particulären  Werthen  n.  s.  w.,  bis  endlich  Äa7;„(a?  — a)""*  an  die  Reihe  kommt,  welches 
mit  dem  früher  gewonnenen  Integrale  dieser  Art  zu  zwei  neuen  der  (n  — 1)"<«>'  und  n^"  Potenz  propor- 
tionalen Ausdrücken  zusammengefügt. wird.  Ähnliches  würde  nun  offenbar  auch  dann  geschehen,  wenn 
das  neu  eingeführte  particuläre  Integral  nicht  der  0^",  sondern  irgend  einer  andern  r^n  Potenz  von  x—a 
proportional  gewählt  worden  wäre ,  unter  r  einen  Werth  verstanden ,  der  sich  in  der  Reihe  der  natürlichen 
Zahlen  0 ,  1 ,  2 ,  . . .  n  bereits  vorfindet. 

Einer  eigenthümlichen ,  zum  Verständnisse  der  analytischen  Sprache  in  gleicher  Weise  dienli- 
€hen  Erscheinung  bq^egnen  wir  in  der  allgemeinen  transformirten  Gleichung  (9),  das  k  durch  eine  ganze 
positive  Zahl,  etwa  die  Einheit,  ersetzend,  was  einer  Multiplikation  sämmtlicher  particulären  Integrale 
mit  dem  Factor  x—a  gleichgeltend  ist,  also  in  dem  Falle,  wo  X^  gar  kein  x—a  in  sich  enthält, 
wo  sohindie  Form  (16)  dem  allgemeinen  Integrale  zukommt,  ein: 

»  =  B.ff,  ix-a)  +  B.ff,  ix~ay  +  B,7j.  {x  —  ay  +  ...  +  ll„i;«  (ar-a)", 

ergibt,  eigenlhumlich  insoferne,  als  wir  einerseits  aus  den  Ergebnissen  der  Formenlehre  wissen,  dass 
die  Einführung  eines  neuen  particulären  Integrales  von  der  Form  Br)(x  —  ay^  unter  r  eine  ganze  posi- 
tive, den  Ordnungsexponenten  der  Gleichung  nicht  überschreitende  Zahl  verstanden,  dem  ersten  Coeffieienten 
in  der  R^ei  gar  keinen  FAttor  x  —  a  zutheile,  dass  sohin  die  Analysis.  von  den  in  der  Formel  <  17) 
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enthaltenen  particuiären  Integralen  eigentlieh  nur  das  letzte  mit  dem  Factor  (x  —  a)"  versehene ,  dnrch 
einen  einzigen  Factor  (x  —  d)  des  ersten  Coefficienten  zu  kennzeichnen  verpflichtet  scheine ,  andererseits 
aber  die  transformirte  Gleichung  in  s  ffir  A  =  i  in  den  successiven  Coefficienten  der  Reihe  nach  solcher 
Factoren  n,n  — l,n  —  2,  ...2,  1,0  ausweise,  auch  die  übrigen  particuiären  Integrale  in  gleicher 
Weise,  wie  das  letzte  derselben,  je  durch  einen  in  die  ersten  Coefficienten  geworfenen  Factor  x — a 
kundgebend.  Ähnliches  findet  auch  für  lr  =  2,  3,  . . .  Statt,  und  man  gewahrt  die  Ursache  dieser 
abnormen  Erscheinung  in  dem  Umstände,  dass  die  Gleichung  (10)  in  einem  solchen  Falle  die  gesamm- 
ten  Werthe  von  A-  zu  liefern  ungeeignet  ist:  wäre  nämlich  im  ersten  Coefficienten  der  Gleichung  in  «, 
dem  particuiären  Integrale  Bntjni^  -  a)"  entsprechend,  nur  ein  einziger  Factor  x  —  a  vorhanden,  so 
könnte  diesem  allerdings  ein  k  =  —  n  angehören,  allein  die  übrigen  Werthe  von  k  wären  dann  noth- 

wendigerweise  der  Form  der  Gleichung  (10)  nach:  0,  — 1,  —2, — n  +  2  und  nicht,  wie  es 

im  gegenwärtigen  Falle  sein  sollte,  —  1,  — 2, —  n+l,  und  durch  die  Unbiegsamkeit  so  zu 

sagen  der  in  Rede  stehenden  Formel  findet  sich  die  Analysis  genöthigt,  ausnahmsweise  auch  Potenzen 
mit  ganzen  und  positiven,  die  Ordnungszahl  der  Gleichung  nicht  überschreitenden  Exponenten  als  Fac- 
toren der  particuiären  Integrale  anzudeuten.  Es  ist  nun  natürlich,  dass,  wenn  dieser  Zwang  aus  irgend 
einer  Ursache  aufhört ,  auch  seine  Wirkung  verschwinden  werde,  also  ein  Herausfallen  derjenigen  Fac- 
toren X — a  gelegentlich  Statt  finden  mfisse,  denen  solche  negative  k  angehören,  daher  sich  z.  B. 
folgende  Erscheinungen  voraus  verkünden  lassen :  Wenn  man  in  die  für  k^^i  gedachte  Gleichung  in 
s  ein  neues  particuläres  Integral  einfuhrt,  welches  für  x  =  a  in  keinerlei  Ausnahmszustand  geräth, 
so  muss  aus  den  Gleichungscoefficienten  unmittelbar  jed^  Spur  des  Factors  x  —  a  verschwinden ,  also 
eine  allgemeine  Theilbarkeit  durch  (x  —  a)"  wahrzunehmen  sein;  da  nun  dieses  neu  eingeführte  par- 
ticuläre  Integral  ein  ganz  beliebiges,  also  auch  annoch  ganz  unbestinmit  gelassenes  sein  kann,  so  findet 
diese  Theilbarkeit  auch  allgemein,  sohin  auch  für  solche  particuläre  Integrale  Statt,  die  mit  dem  Factor 
oder  Divisor  x  —  a  versehen  sind.  Ertheilt  man  dem  neu  eingeführten  particuiären  Integrale  die  Gestalt 
J8j^(a:--a)*,  unter  h  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  verstanden,  so  kann  uns  die  Analysis,  ihrer 
In  Rede  stehenden  Eigenschaft  wegen,  keine  andern  Werthe  von  k  liefern,  als  die  folgenden: 

&  =  —  1,        —  2,        —  w,        -  A, 

was  sie  wieder  nicht  anders  thun  kann,  als  dadurch,  dass  sie  in  die  Gleichungscoefficienten  der  Reihe 
nach  n+l,n,  ...2,1,0  Factoren  x — a  wirft.  Diese  müssen  also  in  dem  Augenblicke  erschei- 
nen, sobald  man  das  neu  eingeführte,  anfangs  noch  unbestimmt  gelassene  particuläre  Integral  von  der 
obigen  Form  voraussetzt. 

So  sonderbar  diess  klingt,  ist  es  doch  vollkommen  richtig,  und  lässt  sich,  wenn  man  die 
Reehnungsentwicklungen  nicht  scheut,  auch  allgemein  darlhun.  Wir  begnügen  uns  aber  damit,  es  für 
den  speciellen  Fall  einer  Gleichung  der  zweiten  Ordnung  in  z^  nämlich  der: 

(18)        »".  (x—ay  A,-«'.  (x-a)  [2X,  —  X, (x-a)]  +  z  [2X,  —  X, (x-a)  +  A, (x-a)«]  =  0 

nachzuweisen,  weil  diess  hinreicht  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  gemachten  Voraussagungen  zu- 


(20) 
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und  demgemäss  die  bereits  durch  (x  —  ay  getheilte  Gleichung  (19)  auf  folgende  Weise  geschriel)en 
werden  kann: 

r  P.  X,  +  ^"  [p,  a;  +  p,  X,  -  r,  x,]  + 

+  s  rp, x\  +  p, X,  -  F. X,  +  2«.x,x;  -  2%,x\  x.  +  4«,x,x.  -  z.x]  +    n 

I  +  (x~a)  [2<X:+3<X,X,-2<X,X;+<X.+  2«;X'.X.+2<X,X,^2«,X,X^^       1+ 

L  +  2«.  x;  X.  +  «.  X,  X  J  J 

+  5  rP.x;--p;x,--2<x'~3<x,x,-6<x,x.+2«.x,x;-2«.x;x,^«.x,x.+-| 
I  +(x-a)[<x,x.+<x,x,-<x;x,+2»;x,x.+«:x:+3»;x,x,-vY^^^^ 
L  +  2«.  X,  +  »,  x;  X.]  J 

die  also  offenbar,  so  wie  verkündet  worden,  gar  keinen  Factor  x  —  a  im  ersten  Coefficienten  birgt,  so 
lange  X,  keinen  solchen  enthält,  nachdem  dann  auch  P, ,  wie  der  Anblick  seines  Werthes  lehrt,  keinen 
solchen  enthalten  kann.  Nun  bleibt  uns  noch  fibrig  zu  zeigen,  dass  im  Augenblicke,  als  wir  uns  «, 
entweder  der  ersten,  oder  irgend  einer  andern,  etwa  der  h^^  Potenz  von  x  —  a  proportional  vorstellen, 
in  die  Coefficienten  unserer  letzten  Gleichung  der  Reihe  nach  3,  2,  1,  0  solche  Pactoren  fallen.  Zu 
diesem  Behufe  statuiren  wir  zuvörderst: 

«,  =:  (a:  —  a)  (2, 

nnd  gewahren  sofort,  dass  sich  P^  zu  einem  der  dritten  Potenz  von  x  —  a  proportionalen  Ausdruck 
gestalte,  nämlich: 

P^  =  (x-  Lxy  [a"  x,  +  a'  x,  +  a  xj, 

es  sei  dmm,  dass  das  eingeklammerte  Trinom  selbst  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  -9  PaetoreH  x  —  ex 
besässe,  in  welchem  Palle  P^  den  Factor  (x  —  a)'^*  erhalten  wurde.  P,  aber  wird  in  der  R^el  zwei, 
unter  der  letztgemachten  Voraussetzung  aber  s  +  2  solche  Pactoren  besitzen«  Diess  vorausgesetzt  fuhren 
wir  in  die  (20)  anstatt  «,  seinen  Werth  ein,  bezeichnen  das  oberwähnte  Trinom  mit  A,  so  dass: 

P,  =  (ar  —  ay  Ä,        P.  =  (X  —  ay  R'  +  3  (x  —  a)*  Ä 

wird,  und  sehen  so  die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  folgende  andere  übergehen: 

i"\  (x-a)*  ÄX,  +  j".  (x^ay  [(x-a)  (ÄX;  +  ÄX,  -  Ä'X,)  -  3ÄX,]  + 
+  i' .  (x~Lx)  [{x-^ay  (RX\  +  RX,  -  Ä'X,)  +  (x-a)  (—  2ÄX.  -  2ÄX,  +  2/l'X,)  +  6ÄXj  -h 
+  J.  [(a:-a)»  (/IX;-Ä'X,)  +  (x-a)'  (^RX\-RX,  +  RX,)  +  (^~a)  (2ÄX;+  2ÄX,-  2Ä'X,) 

—  6ÄX,]  =  0. 

Hat  nun  A  gar  keinen  Factor  x  —  a,  so  enthalten,  wie  man  sieht,  die  Coefficienten  bezuglich  3,  2,  1,0 
solche  Pactoren;  wäre  hingegen  R  dem  (x  —  ay  proportional,  so  gewahrt  man  in  eben  diesem  Coeffi- 
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dass  sie  die  Angabe  partieularer  Integrale,  die  derselben  Potenz  von  x — a  proportional  sind,  md  die 
offenbar  immer  existiren ,  gleiehsam  als  sieh  von  selbst  verstehend  unterlassen  werde ,  um  nieht  z«r 
Aosseraehtlassung  emes  möglichen  Werthes  von  k  gezwungen  zu  werden,  z.  B.  bei  einer  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung,  in  welcher  die  zwei  vorhandenen,  in  irgend  einer  Form  gedachten 
particulären  Integrale  beide  für  x  =  a  endlich  und  stetig  bleiben  können,  wird  man  nieht  zwei  gleiche 
Werthe  A  =  0  erwarten,  indem  hiemit  ein  ebenfalls  vorhandenes  und  Genüge  leistendes  particulares 
Integral,  welches  der  ersten  Potenz  von  x  —  a  proportional  ist,  und  welches  man  durch  Entwicklung 
der  beiden  eben  erwähnten  in  Reihen ,  Multiplication  mit  bestinunten  Constanten  und  Addition  imMr 
erhalten  zu  können  vermeinen  möchte,  gänzlich  ausser  Acht  bliebe.  Eben  so  lässt  sieh  eine  Differen- 
tialgleichung der  dritten  Ordnung  denken,  deren  drei  Genfige  leistende  Werthe  von  jeder  Spur  von  x — a 
frei  sind.  In  einer  solchen  wird  man,  dieser  Unabhängigkeit  entsprechend,  doch  nicht  auf  drei  gleiche 
Ap=0  rechnen,  nicht  etwa,  weil  diess  unrichtig  wäre,  —  es  versteht  sich  vielmehr  meistenthdis 
von  selbst,  dass,  wenn  auch  nur  ein  solcher  da  ist,  deren  drei  ebenfalls  vorhanden  sein  müssen  — ; 
sondern,  weil  hiemit  zwei  andere,  beziehlich  der  zweiten  und  ersten  Potenz  von  x — a  proportionale 
particuläre  Integrale,  die  man  aus  den  dreien  in  Rede  stehenden  durch  Multiplication  mit  bestimmten 
Constanten  und  Addition  dem  Anscheine  nach  jedesmal  erhalten  sollte,  ausser  Acht  blieben.  Man  erwar- 
tet also  hier  die  Werthe  Ap  =  0,  — 1,-2  aus  der  Rechnung  und  überhaupt  die  Thatsache,  dass  k 
keiner  gleichen  Werthe  fähig  sei ,  «als  Resultat  der  gegenwärtigen  Untersuchung. 

Hiemit  scheint  nun  die  unter  (15)  angeführte  Form  des  allgemeinen  Integrales  für  den  Fall, 
dass  X^  mit  einem  einzigen  Factor  x  —  a  versehen  ist ,  gelegentlich  im  Widerspruch  zu  stehen,  denn  es 
kann  ja  doch  offenbar  geschehen,  dass  das  alldort  vorhandene  k,  so  wie  es  aus  der  Gleichung  (8)  ge- 
zogen ist,  einen  der  Werthe  0,  — 1,  — 2,  ...  — n+2  bekommt,  und  dann  sind  ja  offenbar  zwei 
derselben  Potenz  von  x  —  a  proportionale  particuläre  Integrale  vorhanden,  welche  sich  durch  Entwicklung 
in  Reihen,  so  vie  wir  kurz  vorher  andeuteten,  zerlegen  lassen  sollten  in  zwei  neue  Genüge  lastende 
Werthe,  die  proportional  sind  der  (— fc)«««  mid  (— Ac+l)«^«  Potenz  von  x  —  a.  Letzterer  von  ihnen 
wurde  mit  dem  nächstfolgenden  particulären  Integrale  wieder  zwei  neue  Genfige  leistende  Werthe  geben, 
die  der  (— &+!)■••■  und  (— Ä-H2)*®"  Potenz  von  x  — a  proportional  wären  u.  s.  w.,  bis  man  endlich 
auf  ein  particulares  Integral  käme  mit  dem  Factor  (x — a)^\  von  dem  die  Analysis  nicht  spricht,  das 
folglich  auch  sicher  nicht  vorhanden  ist:  allem  es  mfisste  vorhanden  sein,  wenn  die  eben  erwähnten,  aitf 
Reihenentwicklung  beruhenden  Zusammensetzungen  der  particulären  Integrale  ausfahrbar  wären.  Es  bleibt 
also  nichts  fibrig,  als  anzunehmen,  dass  unter  solchen  Umständen  irgend  eines  der  solchergestalt  in  die 
Rechnung  eingehenden,  beziehlich  der  (— Ä)*««",  ( — k+i)^^  ...  (n  —  2)««»  Potenz  von  x  —  a  pro- 
portionalen  particulären  Integrale  und  zwar  namentlich  eines  der  beiden  in  der  Form  - — ^^—j^  erschei- 
nenden, trotzdem,  dass  k  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  vermittelst  der  Mac-Laurin*schen  Formel, 
und  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  keine  Reihenentwicklung  zulasse.  Wir  sagen :  irgend  eines, 
weil  sonst  auch  ein  Genüge  leislender  Werth  mit  dem  Factor  (x — a)""^  vorhanden  sein  mfisste,  den 
die  Analysis  nicht  angibt,  der  folglich  auch  nicht  existirt.    Wir  sagen:  namentlich  eines  der  in  der 
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Form:  -; — ^^-rr  vorkommenden«  weil,  wenn  es  ein  spateres  wäre,  etwa  das  mit  dem  MultipUeator 

(x — a)* 
(x  — a)"*"^  verseliene,  dann  nicht  zwei  gleiclie  Wurzeln  —  Ac,  sondern  vielmehr  zwei  gleiche  —  A+r 

«nehienen  wären.   Um  vorderhand  dieMSgliehkeit,  dass  sich  ein  particuläres  Integral  in  dieser  Weise 

tar  Herrschaft  der  Mac-Lanrin'schen  Formel  entziehen  kfinne,  anzudeuten,  bemerken  wir,  dass  diess 

z.  B.  dann  der  Fall  sei,  wenn  Q  die  Transcendente  log(x  —  a)  enthält,  was  allerdings,  wie  im  S.  22 

<ler  Formenlehre  gezeigt  wurde,  sehr  gut  möglich  ist,  wenn  dieser  Logarithmus  als  das  Resultat  einer 

ÜDtegration  da  steht  .Wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  bei  der  Int^ration  in  Reihenform  über  die  Art 

des  Vorkommens  solcher  Transcendenten  nähere  Aufschlüsse  erhalten. 

Eine  fernere  Bemerkung,  die  sich  an  diese  Betrachtungen  anschliesst,  ist  folgende:  Wir  sahen 

eben,  dass  die  An&ngscoefficienten  der  Differentialgleichung  durch  blosse  Transformation,  respective  Multi- 

l^lieation  der  particulären  Integrale  mit  einem  oder  mit  mehreren  Factoren  x  —  a  ohne  Erhöhung  der 

Ointnuigszahl,  also  ohne  Einführung  neuer  Genüge  leistenden  Werthe,  ganze  Gruppen  solcher  Factoren 

plötzlich  gewinnen,  und  auch  ebenso  plötzlich  durch  Erhöhung  der  Ordnungszahl,  somit  durch  Einüb- 

rvuig  neuer  particulären  Integrale  wieder  ganz  verlieren  können,  so  dass  von  ihnen  auch  keine  Spur 

nmchr  übrig  bleibt  Es  biethet  sich  daher  die  Frage  dar:  welche  sind  diejenigen  Factoren  des 

ersten  Coefficienten,  die  in  demselben  unauslöschlich  sind,  und  welche  die  anderen, 

ctie  allenfalls  durch  neue  Einfuhrungen  wieder  verschwinden  können?  Dass  zur  ersten 

iClasse  alle  jene  Factoren  zu  zählen  seien,  deren  entsprechende  k  positiv,  allgemeine  Buchstabenwerthe 

c^^Aer  gdirochen  sind,  ist  in  der  Formenlehre  nachgewiesen,  es  bleiben  daher  nur  diejenigen  übrig, 

A^ren  Exponenten  k  der  Reihe  der  naturlichen  ganzen,  aber  negativen  Zahlen  angehören,  und  auch 

t^^Li  diesen  wird  das  Herausfallen,  falls  es  Statt  findet,  erst  dann  wirklich  Platz  greifen,  wenn  durch 

^CWnfahrung  neuer  Genüge  leistenden  Werthe  die  Differentialgleichung  zu  einer  Ordnungszahl  emporge- 

'^^ben  wird,  welche  das  dem  numerischen  Werthe  nach  grosste  derartige  k  um  die  Einheit  uberschrei- 

^^K^t;  aber  unter  keinerlei  Umständen,  und  durch  keinerlei  neue  Einführungen  aus  dem  ersten  Coef- 

'^ dienten  verschwinden  wird  ein  solcher  Factor  x  —  a  nur  dann,  wenn  die  successiven  Differential- 

otienten  des  particulären  Integrales ,  dem  er  angehört ,  d.  h.  welches  eben  der  Potenz  (x  —  a)~* 

dt  ganzen  positiven  Exponenten  proportional  ist,  dem  ungeachtet  ob  des  Vorhandenseins  einer  Trans- 

ß,  wie  log  (x     a),  ein  ähnliches  Verhalten  offenbaren,  wie  für  gebrochene  /r,  das  darin  besteht 

ass  auf  eine  Reihe  fSr  x  =  a  verschwindender  eine  andere  Reihe  von  für  x  =  a  unendlich  werdenden 

Üfferentialquotienten  folgt  Es  ist  diess  sehr  leicht  einzusehen,  denn,  wenn  man  in  eine  Gleichung  P=0 

^on  beliebiger  Ordnung,  ein  solches  neue  Integral  y  =  yt  einführend,  zur  P^P'  —  P',  P  =  0  gelangt, 

wo  P^  der  Werth  von  P  fSr  y=yM^  so  fällt  vorerst  in  die  Augen,  dassP^  immer  den  Factor  x  —  a 

aben  wird,  entweder  im  Zähler,  oder  im  Nenner,  somit  P*.  um  einen  im  Zähler  weniger,  oder  um  einen 

Nenner  mehr  und  z.  B.  einen  einzigen  im  Nenner,  wenn  P.  bloss  dem  log  (x  —  a)  proportional  war, 

^^oraus  folgt,  dass  in  den  ersten  Gleiehungscoefficienten  durch  die  Einfuhrung  eines  neuen  solchen  Wer- 

^Ihes  jedesmal  dnFMor  x  —  a  geworfen  wird;  der  kann  aber  auch  nie  wieder  verschwinden  durch  neue 

Einfihnuigen,  weil  man  sich  alle  später  eingeführten  Werthe  auch  als  die  früher  eingeführten  denken 

3  • 
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kanii.  In  diesem  Falle  sind  nun  offenbar  dicgeni^n  irrationalen  Werthe  nicht,  die  unter  der  Form  e 
wo  9  die  Wurzel  einer  höheren  algebraischen  Gleichung  ist,  in  der  Formenlehre  S.  10,  11,  12,  13,  \Ks 
in  eine  Differentialgleichung  vereinigt  erscheinen,  und  auch  mitunter  negative  ganze  Zahlen  ab  Werthe 
flnr  k  ergaben.  Die  ihnen  entsprechenden  Factoren  x — a  im  ersten  Coefficienten,  die  entweder  einer 
ganzen  positiven  Anzahl  solcher  Factoren  in  9  angehSrten,  oder  wenigstens  auf  eine  Combinations- 
weise  der  assymptotischen  particulären  Integrale  hindeuteten,  die  wirklich  der  Potenz  (x*— a)"^  propoT>- 
tiönal  war,  gehören  daher  zur  Klasse  der  verwischbaren,  indem  sich  hier  durchaus  der  fräher  erwthnte 
Uebergang  von  einem  verschwindenden  zu  einem  unendlichen  DilferentialqnotienteB  16r  x=sa  nieht 
denken  lisst,und  man  kann  überhaupt  sagen,  dass  die  Verwischbarkeit,  oder  NichtverwiadüMirkeit  eines 
solchen  Factors  durch  die  Anwendbarkeit  oder  Nichtanwendbarkeit  der  Ma c- La uri naschen  Formel  zur 
Entwicklung  der  particulären  Integrale  in  Reihen  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x — a  bedingt  seL 
Welche  die  transcendenten  Functionsformen  seien,  die  gelegentlich  diese  Formel  ausser  Wirksamkeit  zu 
setzen  im  Stande  sind,  und  in  welcher  Weise  sie  vorkommen,  kann  nur  durch  eine  tiefer  dndringeode 
Untersuchung  entschieden  werden,  welche  im  nächsten  Abschnitte  vorkommen  wird*  So  viel  ist  indess 
gewiss,  dass.  wenn  auch  nur  ein  Bestandtheil  des  in  irgend  einer  Form  gedachten  allgemeinen  Inte* 
grales,  z.  B.  in  der  assymptotischen: 

y  =  C»,  y.  +  C,  y,  +  +  C«  y„, 

etwa  der  y^  eine  Transcendente ,  wie  log{x  —  a)  in  sich  schliesst,  und  dadurch  zu  einem  Factor 
X  —  a,  dem  ft  =  —  h  angehört,  des  ersten  Coefficienten  Veranlassung  gibt,  und  wenn  man  in  Reihen- 
form zu  integriren  fSr  gut  findet ,  d.  h.  y  in  der  Gestalt : 

sucht,  die  B^,  J3,,  ...  B^^  einige  oder  alle,  und  wenn  auch  diese  nicht,  mindestens  die  in 
^t»  Vx^  •••  Vn  vorkommenden  Coefficienten  in  der  Regel  unendliche  Werthe  erhalten  werden,  wie 
diess  aus  der  kurz  zuvor  angeführten  Form  der  Werthe  dieser  Grössen  unmittelbar  ersichtlich  ist,  so 
dass  also  das  blosse  Vorkommen  dieser  Transcendente  im  allgemeinen  Integral  mehrere ,  oder  auch  alle 
Theile  desselben  der  Herrschaft  der  Mac-Laurin*schen  Formel  entziehen  kann,  ohne  desshalb  in  mehr 
als  in  einem  einzigen  particulären  Integrale  vorhanden  zu  sein. 

Mit  den  gleichen  Werthen  von  k  ist  aber  der  Kreis  der  auffallenden  und  räthselhaften  Er- 
scheinungen auf  diesem  Felde  keineswegs  abgeschlossen ,  man  stösst  vielmehr  auf  eine  bedeutendere 
Mannigfaltigkeit  derselben,  und  es  kann,  um  nur  noch  eine  von  ihnen  zu  berühren,  den  Rechner  z.  B. 
befremden,  wenn  der  erste  Coefficient  einer  Differentialgleichung  der  ?i^»  Ordnung  gelegentlich  einen 
einzigen  Factor  x  — a  enthält,  dem  aber  ein  Ac=— n+1,  gezogen  aus  der  Gleichung  (8),  entspricht, 
so  dass  jetzt  die  Gesammtheit  aller  Werthe  von  k  in  der  Reihe: 

0,        —1,        —2 -.»  +  ?.,        —»+1 

enthalten  ist,  gerade  so,  wie  bei  einer  Gleichung  ohne  allem  x— a  im  ersten  Coefficienten,  gleichsam 
wie,  wenn  die  Analysis  einen  Werth  von  &,  der  sich  ohnehin  von  selbst  versteht,  ganz  uberfifissiger  Welse 
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dareh  dnen  Factor  Im  ersten  Ceeffieienten  kennzeichnete.  E$  weist  diess  nämlich  auf  eine  Transceodente 

wie  log(x  —  a)  Im  allgemeinen  Integrale  hin,  deren  Spur,  dem  frfiber  Gesagten  nach,  ebenso  unver- 

wiseUar  ist,  wie  die  einer  Potenz  mit  einem  gebrochenen  Exponenten.  Die  im  g^enwärtigen  Paragraphe 

feMule  Tranafennationswdse  hiethet  keineswegs  noch  die  Mittel  dar,   alle  diese  mannigfiiltigen  Et- 

Mhoianngen  zu  deuten  bis  in  das  kleinste  Detail ,   bis  zu  einem  gewissen  Punkte  jedoch  und  in  zur 

£ial€itung  fernerer  Untersuehungen  zureichcaider  Weise,  ist  diess  aus  dem  Gesagten  bereits  mSglich. 

Wenn  die  Ceeffieienten  Xn^  J^^n-t«  ^n-t  bezüglich  mit  2,  1,0  Faetoren  x — a  verknüpft 

Jiad^  was  auf  zwei  partieulare  Integrale  mit  Nennern,  wie  (jp  — a)'^  hindeutet,  gewinnt  man  auf  dem 

JUer  eingeseUagenen  Wege  entweder: 

Ä  =  0,        —1,        —2,        ,        —  n  +  3 

•der: 

(*  +  n-2)(&  +  n-  i )  .     ^^      _  (Ag  +  n  -  2)  -^  +  X^  \  =0. 

^Wenn  die  zwei  Wurzeln  der  letzten  Gleichung  des  zweiten  Grades  mit  k^,  und  A,  bezeichnet  werden , 
so  tritt  uns  das  allgemeine  Integral  entgegen  in  folgender  möglichen  Form: 

ar  =B,tf,  +  B,r,.(x-a)  +  B,r^.(x-ay+ +B^,;^,(x~a)''-  +  ^^^+  ^^I^r 

^^■^d  wäre  zufallig  h^=^k^  ausgefallen,  so  würde  diess  den  Schluss  gestatten  auf  eine,  wenigstens  in 

^Uiem  der  beiden  letzten  particulären  Integrale  vorkommende  Transcendente,  die  die  Entwicklung  in  Reihen 

"Mittelst  der  Mac-Lau rin*schen  Formel  unmöglich  macht,  und  so  gewissermassen  die  Analysis  hindert, 

^^^  erwähnten  beiden  Genüge  leistenden  Werthe  mit  gleichen  k  in  zwei  andere  mit  ungleichen  solchen  zu 

*^»*legen.  Ebenso  würde  sich  die  Sache  verhalten ,  wenn  entweder  k^  oder  Ä,  irgend  einem  der  fibrigen 

^^^fl  ganzen  Werthe  von  k  gleich  ausgefallen  wären.  Erscheinen  sie  uberdem  noch  unter  sich  gleich ,  so 

^^ttfl  zwei  der  Genfige  leistenden  Functionen,  und  diess  zwar  namentlich  die  beiden  letzten  durch  die 

^^^  e-Laurin*sche  Formel  nicht  zu  behandeln,  ja  sie  bergen  verschiedene  Transcendenten  aus  dem 

^■ninde,  weil  sie  sonst  doch  eine  Zerlegung  zuHessen  in  zwei  andere  mit  verschiedenen  Ac,  welche  die 

'A^^alysis  anzudeuten  niemals  unterlassen  hätte. 

Hat  man  endlich  allgemein  in  den  Anfangscoefficienten  der  Differentialgleichung  Faetoren  x  —  a 

^^^^uglieh,  r,  r—  1 2,  1,  0  an  der  Zahl,  somit  zur  Bestimmung  der  Werthe  von  k  die  Glei- 

^b  Ziagen : 

Ac  =  0,    .    —1,        —2,         —  n  +  r+l, 

^^^«: 

^^^^^  sind  die  Wurzeln  der  letzteren  &.,  &,,  ...  k^^  so  tritt  uns  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 
Entgegen : 


(«D 
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y=B,i;,-hÄ,i7,(x-aHB.i;.(x-ay-^...-hÄ^i7^(x-.ar-^ 

Gewahrt  man  unter  den  sammtlichen  Werthen  von  k  gleiche«  so  schliesst  man  daraus  anf  gewisse 
Transeendenten,  wie  logix-^a)^  \log(x—d)Y^  in  den  betreffenden  partieottren  Integra- 
len, und  zwar  in  einer  Weise,  dass  sie  die  Verbindung  derselben  zu  neuen  Ausdrieken  mit  verschie- 
denen k  unmöglich  machen,  Transcendenten ,  deren  gemeinsamer  analytischer  Character  darin  besteht, 
dass  sie  sich  beim  Differenziren  verhalten,  wie  eine  algebraische  Function  mit  unendlich  kleiner  Gradzahl, 
ohne  desshalb  constant  zu  sein,  und  sich  uberdiess  der  Behandlung  mittelst  der  Mac-Laurin*seben 
Formel  entziehen.  Ob  es  nicht  noch  mancherlei  Functionen  dieser  Art  geben  könne ,  die  nicht  Logarith- 
men sind,  und  bei  denen  es  vielleicht  noch  fraglich  ist,  ob  sie  sich  durch  Logarithmen  ausdrucken 
lassen,  muss  einstweilen  noch  unentschieden  bleiben. 

Um  das  Gesagte  mit  einem  einfachen  Beispiele  zu  belegen,  betrachten  wir  die  Gleichung: 

x\tf"  —  3  (Ä—  1)  x\  y"  +  (3A*  — 3Ä+  1)  xif  -  Ä*y  =  0. 

IMe  in  ihr  vorhandenen  Factoren  x',  x*,  x  der  Gleichungscoefncienten  deuten  auf  drei  Werthe 
von  k  hin,  die  alle  gezogen  werden  aus  der  Gleichung  des  dritten  Grades: 

ft(Ä  +  l)(ft  +  2)  +  3  (A—1)  *(*+!)  +  (3A*-3A+1)*  +  A»  =  0, 
oder  was  dasselbe  ist: 

*•  +  3Aif  +  3A*Ä  +  A-  =  (Ä  +  A)"  =  0. 

Uiess  sind  drei  gleiche  Wurzeln  — A,  somit  entziehen  sich  zwei  ihrer  particulären  Integrale  der  Ent- 
wicklung in  eine  Reihe  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  vermittelst  der  Mac-Lauri naschen  Formel 
und  jeder  Zusammensetzung  zu  neuen  Genfige  leistenden  Werthen  mit  verschiedenen  ft,  und  in  derThat 
bekommt  man  die  Gleichung  in  der  Weise  integrirend,  wie  sie  der  II.  Abschnitt  lehrt,  einen  allgemeinen 
Ausdruck  für  y: 

y  =  x^[C,  +  C,  log  x  +  C,  (log  x)«], 

der  diese  Aussagen  bestätiget,  und  noch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden  kann: 

"^dx  rdx 


y  -  ''^/f /f  • 


die  den  Ursprung  der  Transcendente  log  x  im  Integrale  einer  Gleichung,  in  deren  Coefficienten  sie  nicht 
ist,  besser  hervorhebt  Bildet  man  vermittelst  der  sich  hier  ergebenden  Substitution: 

die  transformirte  Gleichung  in  «,  so  sieht  sie  so  aus: 

X*  %'"  +  3x«"  +  »'  =  0, 
ihr  entspricht  offenbar  das  Integral: 

«  =  C,  +  C,  /oy  X  +  C,  {log  x)\ 


(W) 


2i  IV-    A  b  s  c  b  a  i  t  t 


8.  2. 

Stellen  wir  ans  jeg^liches  der  einer  Differentialgleichong  Genaue  leistenden  particnlaren  Inte^ 
^le  vor  in  der  assymptotischen  Form  e  ,  so  geben  nach  den  Regeln  der  Formenlehre  die '  gehdrig 
repartirten  Unterschiede  zwischen  den  Gradzahlen  der  Coefficienten  die  Ordnungszahlen  sfimmtlieher  ^ 
zu  erkennen.  Fassen  wir  irgend  eines  der  in  Rede  stehenden  Integrale  ins  Auge,  und  nennen  m  die 
über  der  negativen  Einheit  liegende  Ordaungszahl  des  zugehörigen  9 ;  so  fSngt  diese  der  ersten  Klasse 
angehörige  Function  mit  einem  Gliede  Aar*  an,  wenn  man  sie  sich  naeh  absteigenden  P#Cenaeii  von  o? 
in  eine  Reihe  verwandelt  denkt,  und  die  Gleichung  der  exponentielien  Assynptote  des  geometrisch  oon- 
struirten  particulären  Integrales  ist : 

y  =  e 

Vielleicht  ist  nun  die  Differenz  zwischen  zwei  Functionen  erster  Klasse  9  — A-ap*"  auch  wieder  eine 
solche  Function ,  somit  begabt  mit  der  Eigenschaft,  sich  einer  Potenz,  wie  jux**,  fortwährend  zu  nähern, 
unter  r  eine  Zahl,  die  kleiner  ist  als  m,  verstanden;  dann  ist  offenbar: 

y  =  e 

wieder  eine  Assymptotengleichung  des  particulären  Integrales  in  zweiter  Annäherung.  So  fortgehend 
kommt  man  zu  Assymptotengleichungen  in  dritter,  vierter  u.  s.  w.  Annäherung.  Da  aber  inuner  kleinere 
Exponenten  der  Glieder  des  in  Reihenform  gedachten  9 ,  nämlich  m,  r  . . .  sich  nothwendigerweise 
ergeben,  so  gelangt  man  vielleicht  zu  einem  bereits  unter  der  negativen  Einheit  liegenden,  oder  einem 
ihr  gleichen.  Der  diesem  unmittelbar  vorangehende  heisse  «,  so  ist  jetzt  die  Gradzahl  der  Function 
9  — Ao:"*— /ix**—  . . .  — bx*  gleich,  oder  unter  der  negativen  Einheit,  femer  ist: 

/(Xx«+aaf  +  . . .  +  Jap')*» 

y  =  e 
eine  exponentielle  Assymtotengleichung  des  particulären  Integrales,  und  der  Ausdruck: 

%  =  e 

wird,  als  particuläres  Integral  einer  Differentialgleichung  angesehen,  nach  den  Ergebnissen  der  Formen- 
lehre auf  den  Coefficientenbau  derselben  einen  ähnlichen  Einfluss  nehmen,  wie  eine  algebraische  Func- 
tion, d.  fa.  ein  Abfallen  mn  die  Einheit  in  den  Gradzahlen  der  letzten  Coefficienten  verursachen.  Man 
braucht  also  nur  ein  jedes  beliei)ige,  der  zur  zweiten  Klasse  gehörigen  particulären  Integrale  mit  einenfi 

— y  (Xx^-h  «MP''  -h  •  •  •  -h  Bx')  dx 

Factor ,  wie  e  zu  multipliciren ,  um  es  entweder  auf  die  nächst  niedrigere , 

erste  Klasse  zurückzuführen,  oder  wenigstens  in  Bezug  auf  die  Gradzahlen  der  Coefficienten  ihm  dasselbe 
Verhalten  mit  den  Functionen  erster  Klasse  zu  ertheilen.   Hieraus  schliesst  man  umgekehrt,  dass,  wenn 

J'9äx 

durch  Multiplication  mit  einem  solchen  Factor  einer  der  genügenden  Werthe,  etwa  e  ,  seinem  Verhal- 
ten nach  zur  ersten  Klasse  herabgebracht  ist,  was  man  aus  dem  Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl 
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oder  mindestens  einigen,  etwa  den  äussersten,  dieselbe  hSehste  Gradzahl  zulcSnunt,  z.  B.  mit  CoeiGcien- 
ten  des  zweiten  Grades.  Sie  sei: 
(83)  ^,1  y'"^  +  X^,  y<"-^  + +  X,  y  +  X,  y  =  0. 

Die  gleichen  Dimensionszahlen  der  Coeffieienten  deuten ,  wie  wir  wissen ,  anf  lanter  partieuläre  Integrale, 
wie  e  ,  mit  solchen  Functionen  o  hin,  deren  Ordnungszahl  Null  ist  Es  ist  also  m=0.  Der  Factor, 
mit  welchem  die  particnlären  Integrale  zu  multipliciren  sind ,  hat  bei  allen  die  Form  e  =  e"^  und 

man  erreicht  die  Multiplication  Aller  mit  diesem  Factor  dadurch,  dass  man: 

setzt  Das  Resultat  dieser  Substitution  ist  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  Paragraphes  enthalten,  in  der 
man  ti  =  e^  zu  setzen  haben  wird,  und  sieht  so  aus: 

X„.zin)  +  ^(«-0  |-  ^xx„       +  X^,  ]  + 

+  «^-•)  [(?)  A«X„  +  [\')  XX^,  +  X^]  + 

(«4)  +  «"       [{f)  A-X„  +  (~7^)  V^  X^.  +  . . .  +       X,]  + 

+  %f       [n    ?i^^Xn+  (n-1)  A,»-  x^,+  ,..  +  2XX,  +  xj  + 

+  z        [        A»    X„  +  X^'  x„_,+  ,,.+  X'X,  +  XX,  +  Xo]  =  0. 

Der  erste  CoeSicient  X^^  ist  auf  sie  ungeandert  ans  der  Gegebenen  übergegangen.  Da  derselbe 
aus  allen  Factoren  (x  —  a)  zusammengefugt  ist,  bei  deren  Verschwinden  iigend  einer  der  Genäge  lei- 
stenden Werthe  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet;  so  beisst  diess  in  der  Sprache  der  Formen- 
lehre: die  Multiplication  mit  der  Exponentiellen  e"^^  behindert  das  etwaige  Null-,  Unendlich-,  oder  Un- 
stetigwerden der  particnlären  Integrale  nicht,  und  erzeugt  auch  keine  neue  Veränderung  dieser  Art 
Wurden  die  Endcoefficienten  der  Gleichung  (23)  nicht  im  Niveau  stehen,  sondern  AbßUe  biethen,  mit 
ganzer  oder  gebrodiener  Repartitionszahl  auf  das  Coefficientenpaar;  so  erscheinen  dieselben  in  ein  Fort- 
schreiten im  Niveau  verwandelt,  d.  h.  alle  unter  Null  liegenden  Gradzahlen  der  Functionen  (p  in  den  par- 
ticnlären Integralen  werden  durch  Multiplication  derselben  mit  e"^  in  die  Nulle  selbst  verwandelt  Wäre 
in  den  AnfangscoeSicienten  der  (23)  ein  Steigen  vorhanden,  ebenfalls  mit  ganzer  oder  gebrochener  Repar- 
titionszahl ;  so  bleibt  es  unverändert,  d.  h.  Gradzahlen  von  (p  in  den  particnlären  Integralen,  die  die  Nulle 
überschreiten ,  lässt  dief  Multiplication  derselben  mit  e'^^  unangetastet  Gehören  endlich,  wie  vorausgesetzt 
wurde,  sämmtlidie  Coeffieienten  der  (23)  wirldidi  demselben  Grade  an,  so  biethen  die  Coeffieienten  der 
(24)  ebenfalls  gleiche  Gradzahlen,  d.  h.  durch  Multiplication  mit  diesem  Factor  wird  die  Gradzahl  NoU 
von  keiner  der  Functionen  (p  in  eine  andere  verwandelt.  Eine  Ausnahme  findet  Statt  für  specielle  Werthe 
von  X.  Sind  nämlich  der  Reihe  nach: 
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a„  «",        a,|_j  x~,        a,x^.        a.x"^, 

die  mit  der  hSchsten  Potenz  vod  x  versehenen  Glieder  in  den  CoeiDcienten : 

and  zieht  man  den  Werth  von  X  aus  folgender  algebraischen  Gleichung: 

a^X""  +  a^,V^'  +  +  a,  A  +  «0  =  0;  («6) 

so  verschwindet  im  letzten  CoeSicienten  der  transformirten  Gleichung  das  höchste,  mit  x^  verbundene 
Glied ,  und  man  gewahrt  einen  Abfall  vom  vorletzten  auf  diesen  letzten  Coefficienten  von  Einer  Einheit  in 
der  Gradzahl.  Die  beabsichtigte  Herabsetzung  ist  daher  für  Eines  der  particularen  Integrale  gelungen,  nnd 
gelingt  in  der  Regel  auf  n  verschiedene  Weisen,  weil  die  vorliegende  algebraische  Gleichung  n  verschie- 
dene Wurzeln  hat  Werden  diese  mit  A»«,  A,,  Xn  bezeichnet,  so  lassen  sich  in  dem  Falle,  wo 

iriridich  keine  gleichen  unter  ihnen  vorkommen,  und  auch  a^  von  Null  verschieden  ist,  die  n  particularen 
Intograle  der  vorgelegten  Gleichung  so  schreiben: 

w<»    9i,  Qt Qn  ihrem  Verhalten  nach,  was  die  Ordnungszahlen  der  CoefHcienten  betriflt,  den 

Cbairacter  von  Functionen  erster  Klasse  haben.  Diess  erleidet  eine  Ausnahme,  wenn  unter  den  obgenannten 
H^mirzeln  gleiche  vorhanden  sem  sollten.  Bedenkt  man  nämlich,  dass  die  höchsten  mit  x^  verbundenen  • 
Glider  in  den  Coefficienten  von  »',  «",  ...  der  Reihe  nach: 

[        na^X"^'      +        (n-l)a^,A»-         + +    «^j  o^m 

l[n(n-l)a„A»--|.(n-l)(n-2)a^,A«-+ +  2a,]  x~. 


^"^^^o  den  Differentialquotienten  des  Gleichungspolynomes  (25)  proportional  sind,  die  im  Falle  gleicher 
urzeln  verschwinden,  so  sieht  man,  dass  so  viele  Endcoeffieienten,  als  es  eben  gleiche  Wurzeln  gibt, 
-^^re  höchsten  Glieder  verlieren ,  und  in  der  Regel  die  Gradzahl  m  -—  1  annehmen  werden.  Man  hat  also 
I  r  gleichen  Wurzeln  einen  auf  r  Coefficientenpaare  sich  erstreckenden  Abfall  von  Einer  Einheit,  also 
jedes  derselben  einen  repartirten  Abfall  von  -  Einheiten,  der,  wie  wir  wissen,  auf  r^  Wurzeln  in 
hindeutet,  ein  Fall,  den  wir  später  der  Betk*achtung  unterwerfen  wollen. 

Durch  das  Verschwinden  von  mehreren  der  Anfangsglieder  der  letzten  Coefficienten,  das  in 

"Pedellen  Fällen  vorzukommen  vermag,  kann  aber  auch  ein  anderes  Verhalten  durch  andere  gleiche  oder 

:leidie,  ganze  oder  gebrochene  negative  Repartitionszahlen  sieh  kund  geben.  Von  ihnen  sind  die  unter 

^er  n^tiven  Einheit  liegenden  oder  ihr  gleichen  kein  Gegenstand  dieser  unserer  Betrachtungen  mehr,  dt 

^ie  bereits  auf  Integrale  der  ersten  Klasse  hinweisen,  die  der  Herabsetzung  nicht  mehr  bedürftig  sind. 

Die  gebrochenen,  zwischen  0  und  —  1  liegenden  jedoch  müssen  in  der  Folge  noch  zur  Sprache  kommen. 

4  ♦ 
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tS  IV.    Abschnitt 

Von  den  gleieheii  Coefiicienten  der  Differentialgleichung  geben  wir  über  zu  den  Ansteigenden, 
betrachten  aber  der  Klarheit  wegen  zuerst  solche  Ansteigungen,  die,  nadi  den  bekannten  Vorschriften  auf 
die  einzelnen  CoeSicientenpaare  repartirt,  ganze  Zahlen  geben,  und  diess  zwar  zuvörderst  in  dem  ein- 
fachsten Falle  der  vorhandenen  repartirten  Ansteigung:  Eins,  bei  der  folgenden  Differentialgleichung,  die 
sich  nur  zur  zweiten  Ordnung  erhebt : 

und  zwei  Genüge  leistende  Werthe  besitzt,  die  in  der  Form  e  gedacht,  beide  in  der  Regel  9  be- 
sitzen mit  der  Gradzahl  Eins.  Ausnahmen  hievon  bilden  die  Fälle:  a«  =  0,  wo  die  Gradzahlen  der  Coef- 
ficienten  nicht  mehr  1,2,3,  sondern  1,  2,  2  heissen,  somit  ein  ^  von  der  Ordnung  Eins,  das  andere 
von  der  Ordnung  Null  auftritt;  femer  a«  =  6^=:0,  wo  diese  Zahlen  in  1,  2,  1  übergehen,  und  daher 
ein  Genüge  leistender  Werth  auftaucht,  der  zur  ersten Klassß  gehörig  ist;  dann  der  Fall:  a^=ao=fro=^« 
wo  die  Gradzahlen  1,1,1  sind,  oder  gar  in  1,  1,0  übergehen,  wenn  auch  c«  =  0  sein  sollte,  und 
folglich  entweder  beide  9  des  0^^^  Grades  erscheinen,  oder  nur  eines  von  ihnen.  Hieran  schliessen  sich 
noch  einige  andere  Fälle  von  gebrochenen  Repartitionszahlen  mit  dem  Nenner  2,  die  wir  vorderhand 
unbeachtet  lassen  wollen. 

Im  Allgemeinen  nun,  und  ohne  Rucksicht  auf  die  erwähnten  Ausnahmen,  werden  die  AnCangs- 
glieder  der  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  in  Reihen  entwickelten  Functionen  9  gleich  Xx+jjl  der 
Form  nach  anzunehmen  sein.  Wir  setzen  daher : 

y  =  e  %. 

und  gelangen  dadurch  zu  einer  Gleichung  in  «,  die  so  aussieht: 

(x  +  6,).«"  +  [A  X«  +  Clji  +  ÄO  X  +  26.  /i  +  C]  «'  + 

+  [Ax'  +  (A'/i+Ä)  a?«  +  (/i'  +  A-t-Ä'/i+C)  X  +  6.  (/i'  +  A)  +  C/i  +  do]  «  =  0, 

und  in  welcher: 

A*  +  «i  A  +  «0  =  -4 

6,  A«  +  6,  A  +  60  =  Ä 

c,  A  -I-  Co  =  C 

sind,  A^  B\  O  aber  die  nach  den  Variablen  A  genommenen  ersten  Differentialquoüenten  von  A,  B.  C 
bedeuten.  Diese  transformirte  Gleichung  unterscheidet  sieh  im  ersten  Coefiicienten  nicht  von  der  Gege- 
benen. Gleichwie  also  die  eine  nur  einen  Genüge  leistenden  Werth  besitzt,  der  für  x  =  — 6,  unendlich 
oder  unstetig  zu  werden  vermag,  ebenso  gilt  diess  auch  von  der  andei«n,  und  es  hat  die  Multiplication 
der  beiden  Genüge  leistenden  Werthe  mit  der  Exponentialgrösse  e  ,  die  wir  durch  diese 

Transformation  ausfibteh,  auf  das  Verhalten  derselben  für  x  =  — 6,  keinen  Einfluss  genommen,  wie  diess 
sieh  auch  von  selbst  versteht,  was  auch  A  und  /x  bedeuten  mögen.  Eben  so  wenig  ist  im  Allgemeinen  die 
Form  der  Gleichniig  verändert,  und  es  sind  die  Gradzahlen  der  Coefficienlen  l,  2,  3  geblieben,  ja  sie 


(«7) 


sind  sogar  in  diese  fibergegangen,  wenn  sie  in  der  (26)  ausnalimsweise  andere  Wertlie  geliabt  haben 
sollten.  Hiemit  nun  sagt  offenbar  die  Analysis  wieder  etwas,  was  sich  von  selbst  versteht,  nämlich:  Die 
Mnltiplication  mit  der  eben,  erwähnten  Exponentialgrösse  hat  unter  den  obwaltenden  Umständen,  nämlich 
für  solche  9,  deren  Gradzahlen  die  Einheit  nicht  überschreiten,  nur  die  Wirkung,  die  beiden  Integralen 
zugehörigen  9  zum  ersten  Grade  zu  erheben  oder  dabei  zu  belassen,  was  aber  nur  so  lange  richtig  ist, 
als  man  X  und  /i  nicht  näher  bestimmt  Für  specielle  Werthe  dieser  CoeSicienten  aber  tritt  ein  anderes 
Verhalten  auf,  das  wir  alsogleich  beleuchten  wollen. 
Wählt  man  X  so,  dass: 

^  «=  A*  +  «1  ^  +  «•  =  0  (88) 

wird,  was  in  der  Regel  auf  zwei  verschiedene  Arten  geschehen  kann,  nämlich  für  X  =  X^mA  X=Xt, 
wenn  X^  und  X^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind,  so  geht  der  letzte  der  Coefficienten  der  (27)  von 
dem  dritten  auf  den  zweiten  Grad  herab;  und  wird  noch  uberdiess  fi  so  bestimmt,  dass 

A  11^  B=:(2X  +  a;)li  +  b,X*  +  b,X  +  b,  =  0  (89) 

nsfint;  so  gewahrt  man  gar  die  Gradzahlen  1,2,  1  in  der  transformirten  Gleichung,  zum  Abzeichen, 
dass  einer,  und  auch  in  der  Regel  nur  einer  der  Genüge  leistenden  Werthe  in  eine  Function  erster 
iOasse  übergegangen  sei;  jedoch  lässt  sich  dieser  Uebergang  auf  zwei  verschiedene  Arten  bewerkstelligen, 
wdl  das  aus  (28)  gezogene  X  zweiwerthig  ist,  und  weil  den  beiden  Werthen  X^  und  X^  auch  zwei 
Werthe  von/i  aus  der  (29)  entsprechen,  die  wir  mit  fi^  und/x,  bezeichnen  wollen.  Diess  heisst  nun 
in  der  Sprache  der  Formenlehre:  Die  gegebene  Gleichung  (26)  hat  zwei  verschiedene  particuläre 
Integrale,  sie  können  beide  zur  ersten  Klasse  heruntergebracht  werden,  und  namentlich  geschieht  . 
diess  dem  ersten  durch  Multiplication  des  allgemeinen  Integrales  mit  e  und  dem  zweiten 

nidit,  hingegen  dem  zweiten  durch  Multiplication  mit  e  und  dem  ersten  nicht,  und  wir 

sehliessen  hieraus  auf  die  folgende  Form  des  allgemeinen  Werthes  von  y: 

y  =  C,e  *^        «t  +  C,  e  «, .  (30) 

in  der  die  exponentiellen  Factoren  vollständig  ermittelt,  von  %^  und  »,  aber  nur  so  viel  bekannt  ist,  dass 

sie  Functionen  erster  Klasse  seien.  Hätte  man  a^  =  0  oder  gar  a^:=^b^^=ai  =  0  gehabt,  also  entweder 

einen  oder  gar  zwei  verschwindende  Werthe  für  X  bekommen,  so  wurde  diess  offenbar  geheissen  haben : 

wenn  die  Function  o  nicht  dem  ersten  Grade  angehört,  so  ist  das  betreffende  particuläre  Integral  auch 

nicht  mit  e  *        zu  multiplieiren,  um  zur  ersten  Klasse  herabgebracht  zu  werden.  Auch  diess 

versteht  sieh  im  Grunde  von  selbst. 

Es  kann  aber  ausnahmsweise  die  Gleichung  (28)  auch  gleiche  Wurzeln  X^  =  A,  besitzen,  für 
solohe  ist  w4  =  ^'=0  und  somit  die  (29),  welche /i  zu  liefern  hätte,  entweder  widersprechend  oder  ffir 
beliebige  /i  identisch  erfüllt,  je  nachdem  ffir  dasselbe  X  das  Trinöm  B  entweder  von  der  Nulle  ver- 
scUeden  bleibt,  oder  ebenfalls  verschwindet  Ersteres  ist  der  allgemeinere,  sohin  gewohnlichere  Fall.  Er 
destet  darauf  hin,  dass  es  gar  keinen  Werth  von  /i  gibt,  für  welchen  die  Herabsetzung  irgend  eines 
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der  Integ^rale  zur  ersten  Klasse  vermittelst  derMultiplieation  mit  t'''^  «'+f^)^  2u  bewerkstelligen  wäre« 
wir  mnltipliciren  daher  nur  mit  e  ,  indem  wir: 

y  =  e  % 

annehmen.  Die  hiedureh  erhaltene  transformirte  Gleichung  geht  nun  offenbar  ans  der  (27)  hervor,  wenn 
man  X^=^X^  und  /i=0  setzt  Sie  ist: 

(31)  (a?  +  6,)  «"  +  [B'x  +  (T]  »'  +  [äx'  +  (C  +  A.J  X  +  6,  X,  +  d J  «  =  0, 

und  zeigt  uns  deutlich  die  Ursache  des  nichtvorhandenen  ^i  in  den  Gradzahlen  ihrer  Coefiicienten 
1 ,  1 ,  2,  die  auf  zwei  partieuläre  Integrale  hindeuten,  deren  (p  vom  Grade  —  ist  Es  k:onnte  also  die 
obenangefahrte  Form  (30)  darum  nicht  entsprechen,  weil  unter  dem  obwaltenden  Umstände  A;,  =  A. 


eine  andere : 


y  =  C,e  »^  +  c,  e  '^  », 


die  giltige  ist,  wo  «^  und  «,  Functionen  sind,  von  denen  man  nicht  weiss,  zu  welcher  Klasse  sie  ge- 
hören. Man  kann  m  diesem  Falle  sich  die  (31)  aus  der  (26)  abgeleitet  denken  durch  Multiplicatiofi 
des  allgemeinen  Integrales  mit  der  Exponentielle  e  '  ,  allwo  X^,  rational  ist,  und  unsere  Trans- 
formation hat  jenen  Factor  bloss  weggeschafft ,  und  dadurch  die  Gleichung  vereinfacht 

Ist  ffir  X=Xi  nicht  nur  A  =  A=0^  sondern  auch  Ä  =  0,  also  die  (29)  für  jedes  /i 
identisch  erfüllt,  so  gehen  auch  für  jedes  ßi  die  Dimensionszahlen  der  Coefficienten  in  der  (27)  über 
in  1 ,  1 ,  1  und  man  erzielt  einen  Abfall  um  die  Einheit  in  den  beiden  letzten,  wenn  man  fji  so  wählt, 
wie  es  die  folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades  liefert: 

(38)  G  =ßi'  +  B\  /i  +  A.  +  e.  =  0. 

Ihre  zwei  Wurzeln  seien  p,^  und  /c, :  so  tritt  uns  das  allgemeine  Integral  abermals  entgegen  in 
der  früheren  Form  (30),  nur  dass  in  derselben  A,  durch  A.  zu  ersetzen  kommt,  %^  und  %^  aber 
hören  nicht  auf  der  ersten  Klasse  anzugehören.  Die  beiden  einfachen  Differentialgleichungen,  deren  der 
ersten  Klasse  angehSrige  particulären  Integrale  »,  und  »,  sind ,  gehen  aber  jetzt  aus  der  einzigen : 

(x+6,)  «"  +  [(2/i  +  B)x  +  26, /i  +  c]  ä'  +  [6,  (  /i'  +  A)  +  e;i  +  rfo]«  =  0. 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(33)    (x  +  6,)  %"  +  [(2/1+  6,  -a,  6,)  x  +  26,;i  +  c,]  »'  +  [i  6,(2jti*  -«,)  +  c.  /i  +  rfo]  «  =  0, 

dadurch  hervor,  dass  man  anstatt  ji  die  beiden  Werthe  p,^  und  /t,  aus  der  (32),  oder,  was  wieder 
dasselbe  ist,  aus  der: 

ju'  +  (6,  —  a.  6,)  /i  +  y  (2Co  —  a,c,  -  a,)  =  0 


siibstituirt.  Man  kann  nun  nach  Belieben  zur  Bestimmung  von  %^  und  «,  die  eine  allein,  oder  die  andere 
allein,  oder  ihren  gemeinsamen  Repräsentanten  (33)  verwenden. 

Ein  einziger  letzter  und  sehr  specieller  Ausnahmsfall  ergibt  sich  noch,  dem  wir  unsere 
Attfiaierksamkeit  schenken  müssen,  der  nämlich,  wo  -4=ii'  =  Ä=G=ü'  =  2jLi  +  JB'  =  0  ausßllt. 
Die  (32)  in  /i  hat  dann  gleiche  Wurzeln  und  die  Ordnungszahlen  der  transformirten  Gleichung  gehen 
über  in  1,  0,  0,  deuten  also  wieder  auf  irrationale  Formen  der  Genfige  leistenden  Werthe  und  nament- 
lich auf  folgende  neue  Gestalt  des  allgemeinen  Integrales : 

y=C,e^^^yf^J      %,  +  C,e^^     ^^^^x)      »,,  (34) 

imd  wir  gewahren  zum  zweiten  Male,  dass  mit  dem  Erscheinen  gleicher  Wurzeln  eine  Formänderung 
der  transformirten  Gleichung  insofeme  eintritt,  als  die  ganzen  Repartitionszahlen  in  gebrochene  uber- 
gdien,  und  in  Folge  dessen  das  rationale  allgemeine  Integral  dem  irrationalen  Platz  machen  muss. 

Die  (33)  ist,  wie  man  sieht,  eine  nach  demjenigen  Vorschriften,  die  der  IL  Abschnitt 
gebracht  hat,  durch  bestimmte  Integrale,  oder  Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  stets 
Bit  Leichtigkeit  integrirbare  Gleichung,  den  einzigen  Fall  gleicher  Wurzeln  für  /x  ausgenommen, 
dessen  zuletzt  Erwähnung  geschah,  und  für  welchen  sie  in: 

(ap+6>"+(«t*;-fr.fr.+Ci)»' +[(*;*•  -  2aA*; + «:*; — 2« a +20^0,  - 2b,c, + wj « =0  (35) 

Aogeht,  die  einzige  Gestalt  derart,  die  dem  oberwähnten  Integrationsverfahren  widersteht,  eben  weil ' 
ir  allgemeines  Integral  der  Form  nach  das : 


=  C,  e^  ^^      »,  +  C,  c^  ^ 


ist,  WO  v^  und  v^  die  bestimmten  Werthe: 

^t  =       \  V-  *J*.  +  2«ift.6:  -  aJ  6;  +  2a.  6.  -  2a,6,c,  +  26, c.  -  K 
1 


V 


.  =  -  T  V-  *;*.  +  2a.6,6J  -  a;6I  +  2a. 6,  -  2a,6,c,  +  26,c,  -  K 


Mtzen,  «.  und  »,  aber  dieselben  Functionen  sind,  die  auch  in  der  (34)  erscheinen,  und  die  zu 
teiDer  anderen,  als  zur  ersten  Klasse  geboren  können.  Der  S.  15  der  Formenlehre  bemerkt  hiezu, 
te  man  sich  die  Behandlung  ähnlicher  Gleichungen  mit  negativen  zwischen  0  und  —  1  liegenden 
lepartitiMiszahlen  durch  Einfuhrung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  erleichtem  könne. 

Entbehrlich  wird  diese  Einfuhrung  in  dem  einzigen  und  letzten  Ausnahmsfalle,  wo  gleiche 
Wvzeln  v.  =  i;,=o  vorhanden  sind,  der  abermals  eine  Formänderung  der  Gleichung  sowohl,  wie  des 
tategnles  zur  Folge  hat,  jedoch  im  entgegengesetzten  Sinne,  weil  die  Repartitionszahl  von  gebrochenen 
ii  gaue  md  dem  entsprechend  die  irrationale  Form  des  allgemeinen  Integrales  in  eine  rationale  über- 
geht Di  nter  solchen  Umständen  eine  Constante  der  (35)  Genüge  leistet,  so  sieht  man,  dass  das  all- 
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gemeine  Integral  der  vorgelegten  (26)  für  v^=^v^^=sO  und  unter  Portbestehen  der  Bedingungen: 
A  =  A=B  =  G=G'  =  0  durch  die  Formel  (30)  gegeben  sei,  wenn  man  in  derselben  A.  durch 
A|,  /i,  durch  /i^,  und  %^  durch  eine  Constante  ersetzt,  und  so  sehen  wir  denn  in  diesem  einfachen 
Beispiele,  wie  die  in  Rede  stehende  Transformationsweise  die  vorgelegte  Gleichung  in  eine  unmittelbar 
integrable  verwandeln,  oder  die  Integration  durch  Herabbringen  jedes  der  Genüge  leistenden  Werthe 
zur  ersten  Klasse  vorbereiten,  oder  endlich  zum  mindesten  einer  anderen  hiezu  dienlichen  Transfer- 
mation  die  Hand  reichen  könne. 

Um  eine  klarere  Uebersicht  zu  gewinnen  über  die  verschiedenen  Gestalten  des  allgemeinen 
Integrales ,  die  der  besprochenen  Gleichung  (26)  in  den  aufgezählten  Fällen  zukommen  können,  bringen 
wir  sie  nochmals,  aber  gesammelt,  vor  das  Auge  des  Lesers,  indem  wir  zuerst  die  gegebene  Differen- 
tialgleichung, dann  die  daraus  abgeleitete  Transformirie  mit  den  die  Bedeutung  der  in  Let;Kterer  vor- 
kommenden Buchstabengrossen  erläuternden  Annahmen  hinstellen ,  und  hierauf  die  verschiedenen  mög- 
lichen Formen  des  allgemeinen  Integrales  je  in  unmittelbarer  Begleitung  deijenigen  algebraischen  Glei- 
chungen folgen  lassen,  denen  die  mit  A,  /x,  i;  bezeichneten  Coefficienten,  die  in  der  betreffenden  Form 
vorkommen.  Genfige  leisten  müssen.  Zur  Vervollständigung  der  Einsicht  lassen  wir  noch  uberdiess  den 
Buchstaben  »  jedesmal  eine  Function  erster  Klasse,  }  hingegen  eine  solche  bedeuten,  die  vermuthlich 
noch  zu  dieser  ersten  Klasse  nicht  herabgebracht  ist. 

(X  +  6.)  jr  +  («.  x*  +  b,x  +  cj  y'  +  («0  x^  +  b.  X'  +  e.  X  +  d.)  y  =  0. 

(X  +  6,)  «"  +  [A  x'  +  «'  ar  +  ff]  »'  +  [Ax'  +  {A  /i  +  B)  x'  +  Gx  +  H]  %  =  0, 

A'  +  fl,  A  +  a.  =  -4  ,  2X  +  a,  =  A 

6,  A'  +  6,  A  -h  6,  =  Ä  ,  26,  A  +  6.  =  B' 

Ct  A  +  Co  =  C ,  c.  =  C 

^«  -j.  B>  +  C+  A  =  G  ,  2/i  +  ir  =  C 

b,  (/x'  +  A)  +  C/i  +  rfo  =  »  •  2*.  ji  +  C'  =  H' 

A  =  0,  A  jx  +  B  =  0, 

A  =  A  =  B  =  C=0, 

y  =  C,  e  +  C,  e  »,, 

A  =  A  =  B=G=G'  =  H=:0, 

y(X|a:  +  p.4 /«)<te  .      _,      y(X|a:+tt,%/ä;jdx 

y  =  C,e  j^  +  c,  e  §,, 

A^  A  =  Q  ,  ji*  +  B  =  0, 
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y  =  C.  tf-'  ^  ^>'      «.  +  C,  e*'  ^  ^*''      «,. 

^  =,  ^'  =  Ä  =  ö  =  G  =  r»  +  jy  =  0. 

Als  zweites  Beispiel  derselben  Art  möge  die  folgende  Gleichung  der  dritten  (hrdnung  mit  an- 
steigenden Coeifieienten  dienen: 

(n.a?-*     +  6.x-^»  +  c.ar--'  +  . . .)  y'"  +  (a,x^'  +  b.x"^     +  c.ar— *  +  . . .)  jT  + 
.(ii,x-^«  +  6,ar~+*  +  c,a?*     +...)»'   +  (flo»*^  +  *oa?"^  +  Coa?~+*  +  .. .)  y       =0. 
Die  durchaus  gleichen  Ansteigungen  der  Gradzahlen  nm  die  Einheit  von  einem  Coefficienten 

JfdX 

zu  dem  anderen  belehren  nns  von  dem  Vorhandensein  dreier  partieulärer  Integrale  in  der  Form  e 
in  welchen  das  9  dem  ersten  Grade  angehört.  Wir  wollen  daher  untersuchen,  ob  sie  nicht  durch  Mul- 
tiplication  mit  einem  Factor  e  zur  nächst  niedrigeren  Klasse  heruntergebracht  werden  kön- 

nen, und  nehmen  desshalb  wieder: 

f(kx+^)dx 

y  —  e  .% 

an,  nnd,  um  die  auf  dem  Wege  der  Substitution  gewonnene  transformirte  Gleichung  bequemer  analy- 
s/ren  zu  können ,  statuiren  wir  noch  fiberdiess : 

a,  A*  +  a,  A,*  +  a,  A.  +  «0  =  -^ 
6,  A*  +  6,  A«  +  6,  A  +  60  =  Ä 
c,  A*  +  c,  A*  +  Cj  A,  +  Co  =  C 

Mit  Hilfe  dieser  Annahmen  gewinnt  dann  unsere  Gleichung  in  %  folgende  Gestalt: 

*"[    a.op«    +  6,  x"^  +  c,  x"-»  + ]  + 

^^-*"  [iii"x^*  +  (iÄ''  +  3a.;i)x«     +  (i  C  +  36.;i)  x«-*  +    ]  + 

^-V-  %f  y    A  x«+'  +      (ir  +  A'jx)   x«^'  +  ( e  +  Ä>  +  3a,  (/x*  +  A))  x«  +   . .  .1  + 
^1^  »    [    ^  X-+*  +      (B   +  A }i)   x"^*  +  (e  +  B>  +  i.4"  Ol«  +  A,))  x-^»  + 

+  (l>  +  C/i  +  ^ll"(;i*  +  A)  +  fl.(ju'  +  3A/i))x~+ ]    =0, 

und  es  bedeuten  in  derselben  A^  A"  die  successiven  Differentialquotienten  des  Polynomes  A  nach  A 
genommen;  eben  so  sind  B\  W^  die  Differentialquotienten  von  B  u.  s.  w. 

Aus  ihr  ist  Folgendes  unmittelbar  ersichtlich:  Erstens,  der  erste  Coefficient  ist  ungeändert 
geblieben,  die  Transformation  hat  daher  auf  die  Null-  und  unstetigmaohenden  Werthe  keinen  Einfluss 
genommen.  Zweitens,  durch  Verschwinden  der  Anfangsglieder  etwa  veranlasste  AbßUe  der  letzten  Coef- 
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(86) 


(37) 
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ficientenpaare  sind  aufgehoben,  und  durch  Steigungen  um  Eine  Einheit  in  der  Gradzahi  ersetzt.  Es  sind 
somit  alle  unter  der  Einheit  liegenden  Gradzahlen  von  9  in  die  Einheit  selbst  fibergegangen.  Drit- 
tens, jede  stärkere  Steigung,  als  um  die  Einheit  in  den  Anfangscoeffieienten  findet  sieh  gänzlich  unge- 
trübt auch  in  der  tran^ormirten  Gleichung,  diejenigen  9  also,  welche  höhere  Gradzahlen  als  Eins  be- 
sitzen, behalten  dieselben  unverändert,  ungeachtet  der  Multiplication  mit  dem  exponenliellen  Factor. 
Viertens,  finden  in  der  vorgelegten  Gleichung  die  vorausgesetzten  Ansteigungen  in  der  Gradzahl  wirk- 
lich Statt,  so  biethet  sie  im  Allgemeinen  auch  die  transformirte,  mit  Ausnahme  jedoch  gewisser  Wertbe 
von  A,  und  /x,  deijenigen  nämlich,  die  die  beiden  Gleichungen: 

il    =    fl,    A*    -I-    «,    A;*    -H    «1    A    -I-    «0    *=    ö 

B  +  A  ßi==  fi  (3a,  X*  +  2a,  A  -I-  «,)  +  6,  A»  4-  6,  A*  -+-  6,  A  4-  *o  =  0 

erfüllen,  was  einen  Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  von  dem  vorletzten  auf  den  letzten  Coeffi- 
cienten,  und  folglich  ein  Herabgehen  eines  einzigen  particulären  Integrales  von  der  zweiten  zur  ersten 
Functionsklasse  zur  Folge  hat.  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  gehört  in  der  Regel  dem  dritten 
Grade  an,  es  sei  denn,  dass  a,==0  wäre,  wodurch  sie  sich. in  eine  des  zweiten  Grades  verwandeln 
wurde,  zum  Zeichen,  dass  nur  zwei  particuläre  Integrale  geeignet  seien,  durch  Multiplication  mit  dem 
verwendeten  exponentiellen  Factor,  zur  ersten  Klasse  herabgebracht  zu  werden,  das  dritte  aber  nicht, 
und  zwar  darum,  weil  die  Gradzahl  seines  (p  die  Einheit  überschreitet;  für  a,  =  a,  =  0  liegt  aber  voll- 
ends nur  eine  Gleichung  des  ersten  Grades  in  X  vor,  und  man  hat  dann  naturlich  nur  ein  emziges, 
der  Herabsetzung  fähiges  particuläres  Integral.  Nennen  wir  die  drei  allgemein  vorhandenen  Wurzeln 
der  ersten  der  Gleichungen  (37):  A^,  A.,,  A,,  und  setzen  wir  dieselben  von  einander  verschieden 
voraus;  so  liefert  die  zweite  zu  jeder  von  ihnen  einen  Werth  von  /x,  wir  gewinnen  also  drei  solche 
Werthe:  /x^,  /i,,  /x,,  und  schliessen  hieraus,  dass  das  allgemeine  Integral  unserer  Differentialgleichung 
der  dritten  Ordnung  in  der  Regel  erscheine  in  folgender  Gestalt : 

(38)  y  =  C,e  "^        . «,  +  C,  e  '^       . «,  +  C,  e  ^        . «., 

allwo  %^,  %t  und  s,  Functionen  sind,  die,  in  eine  Differentialgleichung  als  particuläre  Integrale  verei- 
nigt, ein  stetes  Abfallen  von  mmdestens  Einer  Einheit  auf  das  Coefficientenpaar  zur  Folge  haben  werden, 
oder  mit  anderen  Worten  Functionen  erster  Klasse,  die  in  ihrem  Benehmen  mit  den  Algebraischen 
fibereinstimmen.  ^ , 

Anders  verhält  sich  jedoch  die  Sache,  wenn  die  erste  der  Gleichungen  (37)  gleiche  Wur- 
zeln hätte,  etwa  A|  =  A,.  Die  zweite  von  ihnen  bestimmt  dann  das  /i  nicht  mehr,  weil  sein  Coefii- 
cient  gleich  Null  wird;  sondern  wird  entweder  identisch,  wenn  zufallig: 

H  =  6,  A*  -*-  6,  A'  +  6,  A  4-  6,  =  0 

(ur  A  =  Aj  ausfällt,  oder  enthält  im  entgegengesetzten  Falle  einen  Widerspruch.  Wird  sie  identisch, 
so  verschwindet  im  Coefficienten  von  «'das  Glied  mit  x^^,  in  jenem  von  z  aber  das  mit  x*"^  und 


«"^  +  [^  A"x  +  6,  +  3/x]  »^  +  [(B  +  Ay)  x  +  c,  +  2b.jJL  +  3  (/i*  +  A)]  a'  + 

+  [(c+lf/ii-+-^  il"Oi«  +  ;i))  ar  +  d.  +  c,jti  +  6,  Oi*  +  A)  +ji*  +  sXfi'\  %       =0, 

von  der  man  nun  allgemein ,  d.  h.  für  noch  unbestimmt  gelassene  Werthe  von  X  und  p, ,  das  eine  der 
ersten  Klasse  angehorige  particuläre  Integral  nach  den  belcannten  Vorschriften,  etwa  als  Differential- 
quotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  zu  suchen,  sodann  aber  in  demselben  einmal  A'  =  A«,  jJi=/it 
and  dann  auch  A  =  /li,  /^=/^fl  ^^  setzen  haben  wird,  um  als  Substitutionsresultate  dieselben  z^  und 
«,  zu  betcommen,  die  sieh  in  der  Formel  (38)  für  X^  =  X^  vorfinden. 

Der  specielle  Fall  gleicher  Wurzeln  ji:=ji^=p^^  für  welchen  man  J8'  +  il"/i=0  hat, 
währet  nebst  dem  ^=^'  =  J3  =  0  fortbesteht,  begründet  hier  abermals  eine  Änderung  des  CoeflS- 
dentenbaues  durch  das  Auftreten  negativer  und  gebrochener  Repartitionszahlen ,  da  demselben  zu- 
folge die  Gradzahlen  der  Co^eienten  in  der  (36)  m,  m+1,  m,  m,  in  der  einfacheren  (41)  aber 
0,  t«  0,  0  werden.  Hiemit  ist  nun  wieder  eine  Formänderung  des  allgemeinen  Integrales  verknüpft, 
welches  jetzt  in  der  Gestalt: 

,  =  c.  /^•+';+7i)'" ..  +  c.  A''*"-^^ ..  +  c.  /<''+'-- .. 

erscheinen  wird,  gerade  so,  wie  in  der  Gleichung  (26)  unter  ähnlichen  Umständen,  und  es  sind  v^ 
und  — v^  die  zwei  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

i  ^"  r«  +  /)  +  C/i  +  y  Ä"  (/!•  +  :i)  +  «.  Ol'  +  3A/X)  =  0, 
die  gelegentlich  auch  <  der  Nulle  gleich  ausfallen  können. 


Transforroationslehre.  35 

x^^*,  die  Gradzahlen  der  Coefficienten  heissen  also:  m,  nt+i,  m  +  1,  m+1,  und  man  vermag 
noch  ttberdiess  über  das  annoeh  unbestimmte  p,  dermassen  zu  disponiren,  dass  das  Glied  mit  x^^  im 
letzten  derselben  der  Nulle  gleich  wird^  also  vom  Vorletzten  auf  den  Letzten  der  gewünschte  Abfall  in 
der  Gradzahl  um  ßne  Einheit  herbeigeführt  wird.  Man  hat  hiezu : 

H=  C  +  Ä'jü  4-  j  A"  Ol«  +  A)  =  0 

zu  setzen,  und  gewinnt  m  der  Regel  zwei  Werthe  von  /x,  die  wir  mit  /x^  und  jti,  bezeichnen  wollen,  . 
und  die  beide  zu  A,  gehören.  Die  angegebene  Form  des  allgemeinen   Integrales  (38)  besteht  daher 
immer  noch  zurecht,  nur  dass  A»,  durch  X^  ersetzt  werden  muss.  Die  Differentialgleichung  selbst  ver- 
einfacht sich  unter  solchen  Umstanden  immer,  und  zwar  oft  bis  zur  Integrabilitat  in  geschlossener  Form. 
Diess  geschieht  namentlich  für  m  =  0,  wo  sie  sich  in: 

r  +  (a.ar  +  6.)  y"  +  ia,x'^b,x-\^c,)  jf  +  (a,x^  +  b,x'^-c.x^d,)  y  =  0  (40) 

verwandelt,  und  unter  den  vorausgesetzten  Umständen:  il  =  4'=B=0  die  folgende  Transformirte  in 
%  liefert : 


(41) 
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Hat  man  hingegen  zwar  gleiche  Wurzeln,  folglich  Ä=A=»0  und  doch  kein,  tur  einen 
solchen  gleichen  Wnrzelwerth  X==^Xi=X^  verschwindendes  Ä,  was  unstreitig  ein  kanfiger  vorlcom- 
mender  Fall  sein  wird ;  so  birgt  die  sonst  zur  Bestimmung  des  /i  dienende  zweite  der  Glachungen  (37) 
einen  Widerspruch,  und  es  folgt  hieraus  einfech,  dass  das  GBed  mit  x^*  im  leUten  CoeJHcienten 
durch  gar  kerne  Wahl  von  jx  sich  wegheben  lasse.  Wir  nehmen  also  u  =  0  an,  und  lassen  es  bei  der 
Multiplication  sämmtlicher  particulären  Integrale  mit  e  bewenden.  Die  Gradzahlen  der  Coeflicien- 

ten  in.  der  transformirten  Gleichung  sind  dann  der  Reihe  nach:  m,  m+i,  m+i ,  m  +  2,  also  vom 
zweiten  auf  den  vierten  eine  Steigung  vorhanden  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  auf  zwei  Paare,  also 
um  eine  halbe  Einheit  auf  das  Paar,  daher  denn  das  allgemeine  Integral  irrational  wird  und  die  fol- 
gende, von  der  früheren  verschiedene  Gestalt  annimmt: 

(4«)  y  =  C,e  »,  +  C,  e  »,  +  c,  €?  '^      «,. 

ß^  und  — /ij  sind  die  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

y  ^>'  + J»  =  0, 

und  /x,  der  für  X=X^  aus  der  A'ji  +  B  =  0  gezogene  Werth.  Von  »,  wissen  wir,  dass  es  die  Gel- 
tung einer  Function  erster  Klasse  besitze,  von  %^  und  «,  bleibt  diess  einstweilen  dahingestellt,  weil 
der  zur  Einreihung  in  diese  erste  Klasse  nothwendige  Abfall  für  diese  Functionen  nicht  nachgewiesen 
ist,  es  sogar  sehr  möglich  wäre,  dass  hiezu  die  Sonderung  des  exponentiellen  Factors  e      **-^*  * 
nicht  hinreiche,  vielmehr  die  eines  minder  einfachen  e^  ^^      Platz  zu  greifen  habe. 

Jetzt  wollen  wir  den  Fall  betrachten,  wo  die  erste  der  Gleichungen  (37)  nicht  zwei,  son- 
dern drei  gleiche  Wurzeln  hat.  Die  zweite  von  ihnen  hört  dann  wieder  auf  /x  zu  bestimmen ,  und  wird 
entweder  identisch,  wenn  A==0.  ist,  oder  widersprechend,  wenn  B  nicht  verschwindet.  Im  ersteren 
Falle  biethen  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  die  Gradzahlen:  m,  m,  m+i,  nt-|-l « 
und  man  kann  noch  uberdiess  den  bisher  unbestimmt  gelassenen  Coeflficienten  jx  dermassen  wählen , 
dass  das  Glied  mit  der  (m+  1)«*^  Potenz  von  x  im  letzten  Coefficienten  der  Nulle  gleich  wird,  man 
also  zu  dem  erwünschten  Abfall  um  die  Einheit  in  der  Ordnungszahl  gelangt.  Dieses  /i  ist  nur  eindeu- 
tig, weil  in  der  Gleichung  (39),  durch  die  es  bestimmt  wird,  der  Coeffieient  von  /x*,  der  -A"  ist,  der 
Nulle  gleicht  Bezeichnen  wir  das  hieraus  gezogene  /i  mit  /i.,  und  erwägen  zudem,  dass  die  jetzt  vor- 
handenen Gradzahlen  der  Coefficienten  m ,  m ,  m  -f*  1 ,  m  auf  zwei  irrationale  particuläre  Integrale  hin- 
deuten ,  deren  9  die  Gradzahl  -  besitzt ,  das  dritte  aber  die  Eigenschaften  der  algebraischen  Functionen 
kund  gibt,  so  sehen  wir,  dass  die  Formel  (42)  auch  für  diesen  Fall  passe,  wenn  man  in  derselben 
auch  A,  durch  A.^  ersetzt,  /x^  und  — /x,  aber  die  zwei  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a,/x*  +  ß'  =  0 
sein  lässt. 

Hiemit  ist  uns  aber  wieder  ein  die  Form  der  Gleichung  sowohl ,  wie  die  des  Integrales  ver- 
ändernder Ausnahmsfall  näher  gerückt,  der  nämlich,  wo  ^'==^0  wird,  wahrend  A^A  =  A*=^0  fort- 


besteht  Die Gradzahlen  der  Coefficienten,  nämlich  im,  m,  m,  m+1,  liefern  hier  die  gemeinsame  Re- 
partitionszabl  -,  die  auf  eine  neneForm  des  allgemeinen  Integrales  den  Schluss  gestattet,  nämlich  auf  die: 

o 

y  ==  C^e  «t  +  C.  e  «,  +  C,  e  «, , 

f^i'»  M*'  M*  ^^^  ^^  ^^'  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a,  /i*  +  C  =  0 , 

und  »t,  «,,  s,  muthmasslich  annoch  der  zweiten  Klasse  angehorige  Functionen.  Hätte  man  gar  für  das- 
selbe A,  =  Ai,  A=A  =  A"  =  B=^B'=C=0,  so  ginge  die  Differentialgleichung  in  eine  trans- 
formirte  mit  gleich  hohen  Coeffieienten  m^  m^  m^  m  über,  bei  der  man  noch  fiberdiess  den  gewünsch- 
ten Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  von  dem  vorletzten  auf  den  letzten  Coeffieienten  durch 
schickliche  Wahl  von  p,  erzielen  kann,  indem  man  es  gleich  einer  der  drei  Wurzeln  /i^,  /jl^,  fx^  der 
folgenden  Gleichung  des  dritten  Grades  wählt : 

D+  C/i  -*.  i  B-  0*«  +  A,)  +  «•  (fi*  +  3^)  =  0, 

was  offenbar  zur  Form  (38)  des  allgemeinen  Integrales  zurüdcgefohrt,  in  der  man  bloss  >l,  und  A, 
durch  A^  zu  ersetzen  haben  wird.  Bemerkenswerth  bleibt  hier  noch,  dass  unter  den  vorausgesetzten 
Umständen  die  Integration  der  (40)  von  der  einer  anderen  mit  Constanten  Coeffieienten  abhängig 
gemacht  wird,  dessgleichen  würde  man  unter  denselben  Umständen  von  einer  Differentialgleichung  mit 
Coeffieienten ,  die  bezüglich  die  Gradzahlen  1,2,3,4  biethen,  zu  einer  transformirten  mit  Coeffieien- 
ten des  ersten  Grades  gelangen,  deren  Integral  sich  in  geschlossener  Form  ohne  Schwierigkeit  ermit- 
teln lässt. 

Allgemein  aber  sieht  die  transformirte,  in  der  Regel  mit  den  Gradzahlen  m,  m,  m,  m  — 1 
der  Coeffieienten  versehene  Gleichung  so  aus : 

+((C-hÄ"/i-h3a,(/i«-l-A,)>"'-4-. . .)  »'+((^H./>'JU-l-^  C'(/xVA,)H-6.(/x*H-3A./i))ar-^*-h. .  .)«=0, 

und  erleidet  abermals  eine  auch  auf  das  Integral  sich  fortpflanzende  Formänderung,  wenn  die  Gleichung 
(44)  in  /i  zwei  oder  gar  drei  gleiche  Wurzeln  besitzt.  Eine  Doppelwurzel  ju»8/Ci=»/x,  wird  nämlich 
nebst  der  (44)  auch  die  folgende,  durch  Differentiation  nach  /i  erhaltene,  erfüllen: 

C  +  »'  }i  +  3a,  (/i'  +  A,)  =  0, 

wodurch  augenscheinlich  die  Gradzahlen  der  Coeffieienten  für  eben  diesen  anstatt  jx  gesetzten  doppelten 
Warzelwerth  übergehen  inifi,m,iM  — l,iii— 1,  während  das  Verhalten  (Br  fi^fi^  das  alte  bleibt 
Dem  infolge  gewbmen  wir  eine  neue  Form  des  allgemeinen  Int^^les ,  nämUeh : 
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allwo  v^  und  — v^  die  beiden  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

(1  Ä"  +  3a.  /i,)  v*  +  E  +  D'fi,  +  ^  C''  ifi\  +  Ai)  +  6.  (;ij  +  aA./iJ  =  0, 

/x,  die  Einfache  der  (44),  %^^  «,  und  «,  aber  Functionen  der  ersten  Klasse  sind. 

Drei  gleiche  Wurzeln  jx^=i fi^z=z p,^z^ p,^  leisten  noch  uberdem  der  Gleichung: 

fi"  +  6«,  /x  =  0 

Genüge,  und  bewiiicen  eine  Verwandlung  der  Gradzahlen  in  m,  m —  1 ,  m—  1 ,  m —  1  mit  der  Re- 
partiüonszahl »  womit  dann  wieder  die  folgende  Form  des  allgemeinen  Integrales  zusammenhängt: 

o 

y  =  C.  e*^  ^  ^'^      *.  +   C.  e*^  ^  ^->'      «.  +  C,  e    ^  ^'^      *.. 

i;^,  i;,  und  r,  sind  hier  die  drei  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a,  t;'  +  fi  +  Z)>,  +  1  C  (j[i:  +  X,)  +  6,  Ot  +  SX,  /xj  =  0, 

^19  ^t^  ^«  ^ber  sind  nicht  nothwendig  der  ersten  Klasse  angehorige  Functionen,  weil  hiezu  vielleicht 
noch  ein  Glied,  wie  — ^  im  Exponenten  fehlen  kann. 

Auch  die  binomische  Gleichung  in  v  kann  gleiche  Wurzeln  haben,  verschwindende  nämlich 
drei  an  der  ZabU  und  es  ist  mit  ihrem  Auftreten  wieder,  wie  gewohnlich  mit  gleichen  Wurzeln,  ein 
Erscheinen  anderer  Repartitionszahlen  in  der  Differentialgleichung  und  eine  andere  Irrationalform  des 
Integrales  verknüpft.  Man  hat  nämlich  für: 

£  +  />>.+  y  C  O;  +  X,)  +  6,  OJ  +  SX,  /!,)  =  0 

die  Gradzahlen  m,  m— 1,  m  —  1,  m — 2  der  GleicbungscoeSicienten,  und  mit  ihnen  die  Repartitions- 
zahlen   , ,  — 1,  die  auf  zwei  irrationale,  mit  Quadratwurzehi  behaftete  particuläre  Integrale 

der  zweiten  Klasse,   und  auf  ein  drittes  der  ersten  Klasse  hindeuten.   Wir  gewinnen  demgemäss  die 
folgende  neue  Form  von  y: 

y  =  C,  e^  ^  vx/      a,  4-  C,  e^  ^  >^*''      »,  +  C,  e  »,, 

in  welcher  r,  und  —Vi  die  beiden  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a,v'  +  D'+Cßi  +  Sb,(/x'  +  X)  =  0, 

«^,  «,  und  9,  aber  entschieden  schon  Functionen  der  ersten  Klasse  sind.    Von  «.  steht  diess  ausser 
Zweifel,  weil  ihm  der  Abfall  um  die  Einheit  un  letzten  CoeSicientenpaare   angehört,    von  »^   uud 
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V    '  *  • 

s,  aber  desshalb,  weil  auf  das  Glied  —?=  keine  dritte    Warzel    mehr  folgen  kann,    nachdem    eine 

solche  in  drei  particnlären  Integralen  vorhanden  sein  musste,  was  hier,  der  nachgewiesenen  Beschaf- 
fenheit von  s,  zufolge,  nicht  der  Fall  ist. 

Allein  auch  die  letzte  erwähnte  bmomische  Gleichung  in  v  kann  gleiche  verschwindende 

Wurzeln  haben,  wenn: 

iy  4-  CTn  +  36,  (^'  +  A)  =  0 

ist,  mit  welchen  abermals  ein  Uebergang  der  Gradzahlen  in  m,  nt  — 1,  m  —  2,  m  —  2  und  der  Re- 

2  2         2 

partitionszahlen  in ;  —  , ,  sohin  der  Form  des  Integrales  in: 

3  8  *•       3 

9  ^€,6-^^  ^^      ,.  4-0.  /•  y^      ^^+c,e^  '^^-      «. 

^erknfipfl  ist.  Hier  sind  r^,  v,,  v,  die  drei  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a.v*  +  F+  E!  fi+^D'  (ji*  ^  X)  +  b.  (ji' +  3Xfi)  =  0, 

9p  s,,  «,  Functionen  erster  Klasse. 

Wären  endlich  zufällig  auch  diese  drei  Werthe  von  v  der  Nulle  gleich ,  wegen : 

F  +  E'ji  +  ^  D"  (jti«  +  A)  +  *,  O^*  +  3A/i)  =  0; 

^  hätte  man  CoeSIcienten  vom  Grade  m,  nt — 1,  m  —  2,  m  —  3  mit  der  gemeinsamen  Repartitions- 
<zahl  —  1 ,  somit  drei  Genüge  leistende  Werthe  der  ersten  Klasse,  also  y  bestimmt  durch  folgende  Formel : 

y  =  C,  e  '^       «,  +  C,  e  »,  +  C,  e  «,. 

In  dem  ungleich  häufiger  vorkommenden  Falle,  wo  B  nicht  verschwindet,  zu  welchem 
wir  jetzt  noch  zurückzukehren  haben,  statuiren  wir,  so  wie  frfiher,  fi  =  0  und  beschränken  uns  darauf, 
sämmtliche  psurticuläre  Integrale  mit  e  zu  multipliciren.  Die  transformirte  Gleichung  b^ethet  dann 

die  folgenden  Gradzahlen  ihrer  Coefficienten  nt,  m,  m  +  l«  m  +  2.  Vom  Ersten  auf  den  Letzten  der- 
selben besteht  die  Steigimg  von  zwei  Einheiten,  die,  auf  drei  Coefficientenpaare  vertheilt,  die  Repar- 

2 
titionszahl  -  liefert.  Wir  stossen  daher  hier  auf  die  folgende  neue  Form  des  allgemeinen  Integrales  der 

«5 

vorgel^en  Differentialgleichung: 

ia  der  uns  die  Beschaffenheit  der  Functionen  ««,  a^,,  «,  noch  ganz  unbekannt  ist,  /i«,  /x«,  /x,  aber  die 
drei  Wurzeln  sind  der  binomischen  Gleichung: 

a,  /!•  +  Ä  =  0. 

Hiemit  wäre  die  Diseussion  dieses  zweiten  Beispieles  beendigt,  bis  auf  die  Fälle  von  gebro- 
chenen Repartitionszahlen ,  die  wir  später  untersuchen  wollen;  und  da  wir  gesehen  haben,  wie  eine 
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der  niedereren  Ordnungszahl  angehörige  Differentialgleichung  zu  einer  nicht  unbeträchtlichen  Anzahl 
von  Formen  des  Integrales  fuhrt;  so  erwarten  wir  naturlich  von  Differentialgleichungen  höherer  Ord- 
nungen mit  beträchUicheren  Ansteigungen  selbst  bei  durchwegs  ganzen  Repartitionszahlen  eine  noch 
viel  reichere  Mannigfaltigkeit.  Doch  biethen,  wenn  man  mit  den  Grundregeln  der  Formenlehre  verseben 
ist,  weder  die  bei  einer  solchen  Untersuchung  vorkommenden  Rechnungen,  noch  die  damit  verknüpften 
Betrachtungen  eine  besondere  Schwierigkeit,  und  es  stehen  namenüich  die  folgenden  zwei  leitenden 
analytischen  Wahrnehmungen  fest: 

Erstens:  Eine  Formänderung  der  Gleichung  und  ihres  Integrales  findet  in  der  Regel  nur 
Statt,  wenn  man  bei  der  Untersuchung  auf  gleiche  Wurzeln  stösst.  Gewohnlicdi  ffihren  die  von  Null 
verschiedenen  unter  ihnen  von  rationalen  zu  irrationalen  Formen,  dagegen  die  Verschwindenden  der 
binomischen  Gleichungen ,  entweder  den  Uebergang  von  emer  irrationalen  Form  zur  anderen ,  oder  aaeh 
zur  rationalen  zurück  begleiten. 

Zweitens:  Verwandeln  sich  die  ganzen  in  gebrochene  Repartitionszahlen,  so  können  die 
Nenner  derselben  die  Ordnungszahl  der  Gleichung  nicht  ilbersdireiten ,  vermfigen  aber  alle  unter  der- 
selben liegenden  Werthe  anzunehmen.  Hieraus  fliesst  von  selbst  die  Beschaffenheit  der  Irrationalgrossen, 
die  in  den  exponentiellen  Assymptotengleichungen  der  particulären  Integrale  erscheinen  können. 

Wir  fugen  hier  der  klareren  Uebersicht  wegen  eine  ähnliche  Zusammenstellung  der  verschie- 
denen Formen  bei,  welche  der  allgemeine  Werth  voii  y  in  der  untersnchten  Differentialgleichung  anzu- 
nehmen vermag,  mit  gleichzeitiger  Angabe  der  Gleichungen,  denen  die  darin  enthaltenen,  mit  A,  /i,  v 
bezeichneten  Coefficienten  Genüge  leisten  müssen ,  und  der  im  Verlaufe  der  Rechnungen  erspriesslichen 
Bezeichnungen.  In  all  diesen  Formeln  bedeutet  der  Buchstabe  %  eine  bereits  zur  ersten  Klasse  herab- 
gekommene Function,  während  j  eine  solche  vorstellt,  von  der  diess  mindestens  noch  nicht  erwiesen  ist« 

fa.ar"*    +  6, ac"'-*  +  c, ar*«-«  +  . . .  1  y  '  +  [a. x^'^*  +  6, a?"»    +c,a?"'-*-4- . .  .1  y' + 
+  ra,a?«»+«  +  6,ar"*^*  +  c,x«*    +...]y'  -|- [«oÄ^'^^'  +  fto a^^^'+CoX«^* -+-...]  y       =0. 

[a,ar"*+  6,  ar'»*  +  c,  ar"»-' +  . .  .1  «"'  +  i  r^"a?"»+'  +  Ä"x'»H-i"ar~-*-|-  ...]«"  + 

+  r^'ar'"+'  +  (ll'  +  ^»ar'»+*  +  Ä'ar'"     -4- L'ar»»-*  +  ilf'ar'"-+ \^  + 

+  r4ar"'+»  +  (ll  +4'/x)a:"'+*-4-ira:"'+*  +  Äa?"*  '-*-La:«-*-4- J*a?»'-«+iVa7«^*-4-. .  .1  %     =o. 

A  =  a,A*  +  a,/V  +  a,X  +  a^ ,  A  =  3a,A,*  +  2a^X  +  «» .  ^"  =  6«,A,  -f-  2«, 
B  =  6,A»  +  6,;i*  +  b,X  +  b,.  Ä'  =  36,  A,*  +  26.;i  +  6, ,  ß"  =  66.  A  +  26. 
C  =  c.A*  +  c,X*  +  c, A  -+-  Co ,         C  =  3c, A'  +  2c, A.  -h  c, ,         C  =  6c,A  +  2c, 
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H  =  C  +  B'fi  +  j  A"  {fx'^  +  X) 
Ä  =  Z)  +  Cj«  +  jB"  Qi*  +  X)  +  «.  (fi'  -H  9}iX) 
L  =^  E  +  D'ßi  +  j  C  ifx' -\-  A)  +  b,(jji'  +  3fiX) 
M  ==  F  +  E'  ßi  +  j  D"  (^*  +  X)  -{-  c,  Ol-  +  3fiX) 
y  ==  G  +  Pfx-\-^  E"  (fi:+  A)  +  d,  (^»  +  3ßiX). 

B  =  »  -\-  A"jx 

K  ^  C  +  B'fi  +  3«,  (>i'  +  A)  Ä"  =.  II"  +  6«,;i 

L'  =  D'  +  C'jji  +  36,  O'  4-  X)  L"  =  C  +  66,/i 

M'  =  E'  +  D"ßx  +  Sc,  (>i»  +  A)  Jf'  =  Z) "  +  6C./1. 

y  =  C.  e  «.    +     C,  e  »,  +   C,  e  «,. 

y  =  C,  e  "^        9,    +    C,  e  «,   +  C,  e  »,. 

^  =  ^'  te=  Ä  =  11  =  0  zur  Bestimminig  von  A, ,  /«, ,  ^,. 
'   ^  s=  0  ,  £  4-  ^'  /i  ^  0  znr  Bestimmung  von  A, ,  /i, 

^  =  A'  =  JB  =  H  =  H'  ^  Ä  =  0  zur  Bestimmung  von  A,  und  jx, 

^  =  0  ,  B  +  A'  fi  =  0  znr  Bestimmung  von  A,  und  /i,. 

y  =  C^e  «»    +     6\  e  "^       «,   +    C,  c  ».. 

ii  =  4'  =  4"  =:=  fi  =  jr  =  0  =  0 ,        Ä  ==  0. 

y  =  t/,  e  »1    +    c,  e  «,    +    c,  e  «, 

A  =  ^'  =  il "  =  B  =  II'  =  C  =  0  ,  Ä  =  Ä'  =  L  =  0. 

y(X,»+}t,)dit  y(X,«+tt,)*c  y(X.x+j*,)ite 

.4  =  ii'  =  il"  «  II  or  B'  =  C  =  0  ,  Ä  =  Ä'  =  Ä"  =  L  =  L'  =  il# 

/(X.»+}i,  ^)*r  y(X,»-ji,/i)*e  /(X,är+(i,)*r 

y  =  C,  e  J.  +  C.  e  J.  +  <?,  e  «,. 

il  =  ^'  =  0  ,  -  ^"  /t*  +  B  =  0  zur  Bestimmung  von  A^  und  jii. 

^  a  0  ,  B  4-  ^'  /( SS  0  znr  Bestimmung  von  A,  und  jti,. 

6 
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y  ^  e.  ef^''''-"'-r^)'"  «.  +  c.  /(^'■^'^'-T^)-' ».  +  c.  /<^+'->-' ... 

A  =  A  =  B  =  0,       If  =  jHT  =  0 ,    ~  -4"  !;•  +  Ä  =  0  zur  Bestimmung  von  X^ ,  /x^  und  v,- 

-4  =  0,  B  +  Ä'  n  =  0  zur  Bestimmung  von  A,  und  /i,. 

-4  =  il'  =  wA"  =  JB  =  0  ,  a,  ju"  +  Ä*  =  0    zur  Bestimmung  von  X^  und  /i,. 

4  =  4'  =  -4"  =  JB  =  0  ,  B'  /x    +  C  =  0    zur  Bestimmung  von  A^  und  /i,. 

y  =  C^  e^^  ^  V  *^     «1  +  <?,  e^  ^  >/^*>'      ««  +  C,  c  », , 

i4  =  -4'  =  w4"  =  J8  =  JB'  =  C  =  0  ,  Ä  =  0    zur  Bestimmung  von  \^ ,  /i^  und  /x,. 

Hiezu  noch    Ä'  =  0  ,  —  K"  v*  +  L  =  0    zur  Bestimmung  von  r». 

y  =  C,  e^  ^  ^^x/      »^  +  C,  c-^  ^  ^^^      «,  +  C  e  ^       «,. 

^  =  A'  =  A"  =  B  =  Ä'  ==  C  =  0,        Ä  =  Ä'  =  Ä"  =  L  =  0,        a.  i;*  +  L'  =  0. 

y  =  C,e  ii      +       C,  c  j^      +        c,  e  j,. 

^  =  ^'  =  4'  =  0  ,  a,  jLi*  +  JB  ±=  0. 

^(X.x-i-ji.x^dx  jr(X.x+p,x')iix  /a.*+. "•!**)  rfi? 

y  =  C,  e  Ji      +       C,  e  j,      -^.        c,  c  j,. 

^  =  ^'  =  4"  =  B  =  B'  =  0  ,  a,  ;!•  +  C  =  0. 

^  =  ^'  =  ^"  =  B  =  B'  =  C  =  0,  Ä  =  Ä'  =  Ä"  =  0,  a,  !;•  +  L  =  0. 

/(X,  X  -h  a»  +  ^)  dx  /TX.  *  +  a.  +  •^)  dx  /TX.  X  -h  u,  -h  ^)  dx 

^  =  ^'  =  ^"  =  B  =  B'=C=0,  Ä  =  Ä'  =  Ä'  =  L  =  L'  =  0,  «.!;•  + Jlf=0. 

Um  eine  Iclare  Anschauung  der  in  Rede  stehenden  Transformationsweise  zu  gewinnen,  legen 
wir  uns  noch  ein  drittes  und  letzles.  Beispiel  einer  Differentialgleichung  mit  repartirten  ganzen  Anstei- 
gungen  der  Coefficienten  vor ,  nämlich  das  folgende  mit  der  Ordnung»-  und  Ansteipngszahl  zwei : 

(45)    (a,x'"+6,ar«-^+ . .  )  y"  +  (a,a:"'^'+6,x«*^*-|-c.x«+ . . . )  y  +  (a„ap-+*+6oa?-^*+c.ap«+' . . . )  y  =  0. 

Dieser  Gleichung  entsprechen,  wenn  keine  der  Constanten  a^  und  a^  verschwindet,  zwei  particuläre 

y^dx 
Integrale  in  der  Form  e         mit  Functionen  o  vom  zweiten  Grade.    Wir  transformiren  daher  vermit- 
telst der  Substitution: 
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y  =  e  «,  (46) 


und  setzen  in  bisher  üblicher  Weise: 

fl,  A«  +  a,  A  +  «0  =  ^ 


mi  A\  B\  C^  ...  die  ersten  nach  X  genonunenen  Differentialquotienten  von  ^,  B,  C,  . . .  noch 
äberdem  bezeichnend.  Die  hiedurch  erhaltene  Gleichung  in  %  ist  die  folgende: 

(Ä.ar"  +  ft,a?""*  +.)»"  +  [.4'ar~+«  +  (B'  +  2a,jLe)  a?~^*  +  (C  +  26,j[i  +  2a,v)  a?-  +...]«'  + 

+  (JB  +  I>'/i+Cv  +  c,/x'  +  2*,/ir  +  26,A.+  a,i;'  +  a,/i)a?'*+ ]  »  =«  0, 

Sie  wird  einen  Genüge  leistenden  Werth  der  ersten  Klasse  besitzen,  wenn  die  Coefficienten  A,  fi 
ond  V  so  gewählt  werden,  däss: 

A  =  0  ,  J?  +  4'  /i  =  0  ,  C  +  B'  )x  +  A  V  +  a^p!"  =  0  (48) 

wird,  was  in  der  Regel  auf  zwei  verschiedene  Arten  geschehen  kann,  nachdem  die  erste,  bloss  A.  ent- 
haltende dieser  Gleichungen  nach  eben  dieser  Grosse  dem  zweiten  Grade  angehört,  somit  zwei  in  den 
meisten  Fällen  ungleiche  Wurzeln  X^  und  A,  zulässt,  während  die  zweite  zu  jedem  A  ein /i,  die 
dritte  zu  jedem  A  und  p,  ein  einziges  v  liefert,  so  dass  man  zwei  Systeme  von  Werthen  dieser 
Coefficienten  A^ ,  /i« ,  v^  und  A, ,  /i, ,  r,  erhält ,  die  in  die  folgende  Form  des  allgemeinen  Integrales 
eingehen : 

y  =  C,  e  »^  +   c,  c  «,.  (49) 

Diess  erleidet  eine  Ausnahme,  wenn  die  ^=»0  gleiche  Wurzeln  As=Ai  =  A,  besitzt,  für  welche 
A=0  wird,  B  aber  entweder  von  der  Nulle  verschieden  bleiben,  oder  auch  verschwinden  kann.  In 
dem  ersteren  und  gewöhnlicheren  dieser  beiden  Fälle  enthält  die  zweite  der  Gleichungen  (48) ,  die  /x 
bestimmen  sollte,  einen  Widerspruch.  Es  gibt  also  kein  zu  dem  angestrebten  Zwecke  taugliches  ßx. 
Wir  sind  daher  genöthigt,  anstatt  der  Substitution  (46)  bloss  die  einfachere : 

y  =  e  % 

gelten  zu  lassen.  Ihr  Resultat  geht  aus  der  (47)  hervor,  wenn  man  ^==i?  =  o  setzt.  Die  Gradzahlen 
der  sonach  erhaltenen  Gleichungscoefficienten  m,  m-f-l,  m  + 3,  mit  der  repartirten  Ansteigung-, 
weisen  auf  die  neue  Form  von  y  hin  f 

y  =  C,e  »^  +  c,  £?  «,, 

all«ro  jti|  und  fi^  die  Wurzeln  der  binooüschen  Gleichung: 
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a,  /!•  +  Ä  =  0 
sind,   z^  und  %^  aber  Functionen,    die  vermutbiieh  annoch  der  zweiten  Klasse  angeboren,  und  zu 
deren  fernerer  Bestimmung  jedesmal  eine  neue,  spater  noch  zu  besprechende  Transformation  vorgenom- 
men werden  muss. 

Hätte  man  hingegen  A  =  Ä'  =  B  =  0  für  dasselbe  /\,   so  würde  die  zweite  der  Gleichun- 
gen (48)  identisch,  was  auch  /i  bedeuten  mag,  die  dritte  verwandelte  sich  in: 

(80)  C  +  Ä>  + a,/x' =  0, 

und  kann  nicht  mehr  r,  wohl  aber  /x  bestimmen,  wofür  sie  zwei  Werthe :  /i^  und  /i,  liefert  Man  kann 
nun  durch  schickliche  Wahl  4es  v  den  weiteren  Coefiicienten  von  x*^'^'-  zum  Verschwinden  bringen,  d.  h. : 

(51)  D  +  C  fi  +  B'  V  +  6,  /!'  +  2a,  jur  -h  2«.  X,  =  0 

machen ,  was ,  da  /i  in  der  Regel,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  zwei  Werthe  hat,  auf  zwei  verschie- 
dene Arten  angeht,  etwa  für  v  =  v^  und  i;  =  r,.  Die  CoelTicienten  der  transformlrten  Gttichung  bietben 
jetzt  Gradzahlen:  mi  m  +  l^  m,  und  die  Form  des  Integrales  ist  die  alte  (49),  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  A,  in  A.^  zu  verwandeln  kommt. 

Wenn  A  =  A  =  B:^0  ist,  man  aber  noch  uberdiess: 

B'  +  2a,  /x  =  0 
zu  gleicher  Zeit  mit  ($0)  hat;  so  wird  /i^  =/£,,  und  diese  Gleichheit  zweier  Wurzeln  bewirkt  aber- 
mals eine  Formveränderung,  da  die  Gradzahlen  der  Coefiicienten:  m,  m,  m-|-l  mit  der  J^epartirten 
Ansteigung  -  unter  solchen  Umständen  auf  Quadratwurzeln  hinweisen,  das  v  in  der  (51)  den  Coefii- 
cienten Null  bekommt  und  desshalb  durch  dieselbe  nicht  bestimmt,  im  Gegentheil  durch  den  in  der 
Itegel  in  ihr  liegenden  Widerspruch  ffir  unmöglich  erklärt  wird.  Man  beschränkt  sich  also  auf  die 
Substitution : 

y  =  e  «, 

und  erschliesst  aus  dem  Resultate  derselben,  tias  t&r  v  =  0  aus  (47)  henrot^bt,  die  folgende  nene 
Ponn  des  Integrales: 

Hier  sind  r«  und  r,  die  beiden  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 
(5«)  a,  !;•  -M>  +  C  ii,  -*-  6,  p},  +  2a,  A.  =  0 

und  «(,  %^  der  Klasse  nach  noch  unbestimmte  Functionen. 
Im  Falle,  dass  gleichzeitig: 

^  =  ^'  =  11  =  11'  +  2a,jLe,  =  C  +  Ä>,  +  a^p\  =  1>  +  €>.  +  6|^;  +  2a,  A,  =  0 

besteht,  fällt  der  letzterwähnte  Widerspruch  fort;  die  letzte  der  (48)  wird  identisch  für  jedes  v  ond 
man  kann  diesen,  nun  möglich  gewordenen  Coefiicienten  zur  Aufhebung  des  Gliedes  mit  x^  in  der 
transtormirten  Gleichung  benätzen,  wenn  man: 
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nU  was  in  der  Regel  für  zwei  Werthe  von  r,  die  wir  v/'und  r,  heissen  wollen,  angeht,  deren 
jeder  der  transformirten  Gleichung  die  wesentlich  einfachere  Gestalt: 

(a,  X-  4-  6.  ar«-*  +.......)*"  +  [(C  +  2»,  ju  +  2«,  t;)4r~  + ]  z'  + 

+  [(F+  jP/i  +  l>'v  +  rf,/i'  +  2C./I1;  +  2c,  A  +  6,r*  +  6,jLe)  x*-*  + ]  «  =  0 

yerieiht,  mit  den  Gradzahlen:  m,  m,  m  — 1  der  Goeflficienten,  in  Folge  deren  wir  uns  zur  alten 
Form  (49)  zurückgeführt  sehen,  mit  dem  Unterschiede,  dass  in  derselben  /It  durch  X^ ,  und  /i,  durch 
/i«  ersetzt  werden  muss. 

Der  Fall  gleicher  Wurzeln  v=v^  =  v^  bildet  hievon  wieder  eine  und  zwar,  die  letzte  Aus- 
nahme, man  hat  in  demselben  gleichzeitig: 

A  =  A^B  =  B  +  2a,n,  =  C+Bfi,  +  a,}i\  =  1>  +  C/i,  +  6,/i;  +  2«.  A,  = 
=  e  +  26,jLe,  +  2a,v,  =  E  +  ITfi,  +  Cv,  +  c,/!?  +  2»,^.i;.  +  26,A,  +-  a.r!  +  a,/e,  =  0. 

Die  Gradzahlen  der  Differentialgleichungscoefficienten  m,  m — 1,  m — 1,   mit  der  Repartitionszahl 

1  * 

—  -  deuten  hier  auf  die  folgende  irrationale  Form  des  allgemeinen  Integrales : 

alhro  (T^  und  (Tg  die  Wurzeln  sind  der  binomischen  Gleichimg: 

«,(T'  +  V+.Efi,  +  Dv,  +  d,fi\  +  2c,n,v,  +  2c,  A,  +  b,v\  +  b.ßi,  =  0, 

«t  und  »,  aber  Functionen  d^r  ersten  Klasse.  Diese  Form  macht  nur  mehr  unter  der  einzigen  Be- 
dingung: 

F  +  E'/i,  +  Ifv,  +  d,/i!  +  2c,/i.r,  +  2c,  A.  +  ft.r;  +  6,/i.  =  0, 

der  ersterhaltenen  Normalform  Platz,  in  welcher  unter  den  angedeuteten  Umständen,  bei  verschwin- 
dendem (T,  das  A,  durch  Ai,  /i,  durch /x^,  r,  durch  i^^  zu  ersetzen  kommt. 

Zur  Erzielung"  einer  summarischen  Uebersidit  dient  das  nachstehende  Verzeichniss  von  For- 
meln, bestehend  aus  der  vorgelegten  Differentialgleichung,  der  reducirten,  dann  den  angenommenen 
Bezeichnungen  und  den  verschiedenen  Formen,  die  das  Integral  anzunehmen  vermag,  je  in  unmittel- 
barer Begleitung  der  algebraischen  Gleichungen,  denen  die  darin  enthaltenen  A,  /i,  r,  ö  Genüge  lei- 
sten müssen.  Mit  dem  Buchstaben  %  bezeichnen  wir  auch  hier,  so  wie  in  den  früheren  Beispielen  eine 
Function  von  x,  die  bezuglich  ihres  Einflusses  auf  die  Gradzahlen  der  Coeflitienlen  zur  ersten  Klasse 
herabgesunken  ist,  w^rend  }  eiAe  Function  bedeutet,  bei  der  diess  wenigstens  noch  )n  Frage  steht. 

[«,2?«  +  6.ir--'  +  c,x—  +  ...]  r  +  [ö.flF**^*  +  *ta?~^'  +  c.x"^  +  ...]  y'  + 


{ 
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[rt,ir»'  + 6, «?"»-  + <?,*"-•+ ]  »"  +  [A'x^'*  +  P'x^'-'+Q'x^  +  R'x^-'  + ]  s*  4 

+  [Ax'"*'+  (B  +  A'ji)  x"+»  +  Px«+*+  (?x"+'  +  Äj?"  +  8x*-'  +  Ta*-  + ]  «  =»  0 

A  =  a^X*  +  a,X  +  a, ,  A'  =  2a,\  -^  a^ 

B  =  b,X*  +  b,X-i-  b,  ,  B'  =  2b,X  +  b, 

C  =  c,  X*  +  e,  X  +  c,  ,  C  =  2c,  A.  4-  c,. 

P=  C+  8"^  +  A'v  +  a^jx' 

Q  =  D  -^  Cn-i-  B'v  +  J,/i*  +  2Ä,/iv  +  2«,A^ 

Ä  =  £  +  !>'/«  -\-  Cv  +  «,//•  4-  26,/ii;  +  26,  A,  +  a,v'  +  a,;i 

S  =  F+  ^71  +  Zy  v  +  rf.;i'  +  2c.;«;  +  2c,  A  +  *,  v*  +  6,/i 


P'  ==  B  -\-  ia^fi 

QT  =  C  +  2b,fi  +  2a.v 

R'  =  D'  +  2c, /i  +  26,1;. 


y  ^  C,e  ,«,       4-       C,  e  "^  «,     , 

4  =  0,  B  +  i4'/i  =  0  ,  P  =  0. 

jf  :=  C,  e  «,        +•        C,  e  «, 

4  =  4'=cÄ  =  0,  P  =  0,  (?  =  0. 

y  =  C,  e  «.       +       C,  e  », 

4  =  il'  =  Ä==0,  P  =  P'=(?  =  o,  R  =  0. 

y  =  C.  e  •.        +        C.  e  », 

i«  =  il'  =  ll  =  0,  P  =  P  =  (?  =  o,  i|==(?'=S  =  0. 

4  =^  ii'  =  0  ,  0./I«   +    fl  a=  0. 

y(X,x»  +  a,a+»,/i)*t  ^       y(X,x»+tt,*  — v,v'x)<te 

i4=:^'==rB  =  0,  P  =  P- =  0  ,  a,v*  +  Q  =  0. 

y  =  C,  e^  ^  ^'^      «.  +  C,  c'  ^  *^*''      », 
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Diese  Beispiele  gleicher  und  ganzer  Ansteigungszalilen,  die  gelegentlich  auch  in  ungleiche 
und  gebrochene  übergehen  können,  reichen  zur  Beleuchtung  der  in  Rede  stehenden  Transformationsweise 
hin,  und  rufen  olTenbar  die  Ueberzeuguag  hervor,  dass  dieselbe,  wegen  der  in  ihr  liegenden  Enthuflun^ 
des  analytisch  vorherrschenden  exponentiellen  Factors  bei  jedem  particulären  Integrale,  in  den  meisten 
Fällen  als  ein  wichtiger  Theil  des  Integrationsgeschafles  anzusehen  sei,  während  andererseits  das  Zer- 
fohren  der  Untersuchung  in  die  zahlreichen  verschiedenen  Ausnahmsfalle,  die  andere  stets  und  andere 
Formen  des  Integrales  bringen,  bereits  darauf  hinzuweisen  anfängt,  dass  das  Integriren  einer  Differen- 
tialgleichung eigentlich  nur  ein  Discutiren  derselben  sein  könne ,  ähnlich  der  Aufzählung  aller  derjenigen 
krummen  Linien  oder  Flächen,  welche  aus  der  geometrischen  Construction  einer  algebraischen  Glei- 
chung zwischen  zwei  oder  drei  Coordinaten  entstehen. 

Wir  haben  die  so  eben  zu  Ende  geführte  Untersuchung  jedesmal  da  abgebrochen,  wo  sich 
gebrochene  Repartitionszahlen  zeigten,  weitere  Aufschlüsse  über  die  Klasse,  der  dann  die  Functionen 
Sj,  «,  angehören,  von  einer  anderen  Transformation  erwartend,  den  einzigen  Fall  ausgenommen,  wo 
wir  bereits  zu  einem  irrationalen  Bestandtheil  der  Function  9  gelangt  waren,  der  dem  Gliede  von  der 

T 

Form  —  in  derselben,  der  Beschaffenheit  der  Differentialgleichung  nach,  unmittelbar  vorangii^,  und  wo 
wir  eben  diesem  %^^  s,,  ...  die  erste  Functionsklasse  entschieden  zusprachen«  Da  man  indess  aal' 
Differentialgleichungen  mit  gebrochenen  Repartitionszahlen  \^\  analytischen  Untersuchungen  entweder 
direkt  stossen  kann,  oder  beim  Transformationsgeschäft,  wie  wir  vielfaltig  gesehen  haben,  dahin  zu 
gelangen  vermag,  so  fragt  sich:  Was  ist  mit  der  Gleichung  anzufangen,  wenn  sie  gebrochene  Repar- 
titionszahlen biethet?  Hierauf  dient  zur  Antwort:  Man  kaiin  entweder  unmittelbar  die  eben  auseinander- 
gesetzte Transformationsweise  in  Anwendung  bringen,  oder  zuvörderst  eine  Aenderung  der  unabhängi- 
gen Veränderlichen  in's  Werk  setzen,  und  dann  erst,  wenn  es  noch  nothwendig  sein  sollte,  diese  hier- 
ortige  Transformation  folgen  lassen.  Von  der  Aenderung  der  unabhängigen  Variablen  handelt  der  S.  5, 
die  directe  Transformation  aber  wollen  wir  hier  bei  der  folgenden  sehr  einfachen  Differentialgleichung 
von  der  Ordnungszahl  zwei  und  Repartitionszahl  -  durchführen.  Diess  wird  genügen  zu  zeigen,  wel- 
chen Unzukömmlichkeiten  sie  unterliege,  die  uns  beinahe  jedesmal  nöthigen,  zu  einer  anderen  Art  der 
Umwandlung  überzugehen.  Die  Gleichung  sei: 

r  +  ay'  +  (-  c^x  +  6)  y  =  0. 
Man  sieht  es  ihr  an ,  dass  sie  zwei  particuläre  Integrale  besitze  von  der  Gestalt : 

y  =  e  «.  (oö) 

Wir  machen  also  diese  Substitution  und  gelangen  zur  Transformirten : 

» '  +  [2X  ^x  +  a^%'  +  [(/l*  -  c')x  +  aX^x  +  b  +  -^1  »  =  0, 

die,  wenn  man  X=dtc  wählt,  die  Ordnungszahlen  der  Coefficienten  0,  -,  —  ausweist  mit  den  An- 
steigungen  ~  und  0,  somit  auf  die  folgende  Form  des  allgemeinen  Werthes  von  %  den  Schluss  gestattet: 


^  iV.    Absehnitt 

»  =  C,  e  «,  +  C,  e  «,, 

a 
aUw^  sioh  für  /i  nach  der  bekannten  Regel  der  Werth  —  -  ergibt,  so  dass  jetzt  y  g^eben  bt  dureb 

die  Formel: 


,  =  c.  A"'-'^" ..  +  c.  /(-^'-fl' 


in  der  jedoch  weder  %^^  noch  «,  annoch  Panctionen  erster  Klasse  sind,  weil  der  dazn  benothigte  Ab- 
fall um  eine  Einheit  in  der  Gradzahl  vom  vorletzten  zum  letzten  Coefficienten  noch  nicht  erzielt  ist 
Wir  gehen  also  von  der  Substitution  (53)  über  zur  folgenden  anderen,  der  wirklichen  Beschaffenheit 
der  gesuchten  particulären  Integrale  naher  liegenden: 

(54)  y  ^  e^  ^  *^      u. 

Die  transformirte  Gleiehung  in  ti: 

L  4         2  V» J 

zeigt  die  GradzaMen  0,  -,  0  der  Ceefl!cienten ,  folglich  dnen  AbflEill  von  einer  halben  Einheit  von 

dem  vorletzten  auf  den  letzten  derselben.  Ein  in  der  Form  e  gedachtes  tc,  besitzt  daher  ein  q 

1  V  a^  —  kb 

vom  Grade  — -,  dieses  fangt  somit  mit  dem  Gliede  -7=  an,  allwo  v  =  -f- ausfällt  Ifiemit 

2  yx  ~     8c 
ist  nun  ein  aligemeiner  Werth  von  y  gegeben,  der  die  folgende  Gestalt  hat: 

y  =  C,  e^  ^         ^     öcVx )      f,^^  c^eJ  ^  ^     ^^^^      r, , 

in  welchem  v^  und  r,  bereits  der  ersten  Klasse  angehorige  Functionen  sind.  Diess  bestätiget  auch  die 
neue  transformirte  Gleichung  in  r,  die  man  durch  die  Substitution: 

(55J  y  =  e^  ^  »      ^^^^      v 

erhalt,  und  die  wirklich  den  erwünschten  Abfall  gleich  Eins  im  letzten  Coeflicientenpaare  darbiethet: 

L      ^  4cV^J  L      2\Jx  ^^c*x  \%cx\Jx\ 

Ihr  particulärer,  der  ersten  Klasse  angehoriger.  Genüge  leistender  Werth  ist  entweder  v^  oder  «?,,  je 
nachdem  das  Doppelzeichen  +  in  seiner  oberen  oder  unteren  Bedeutung  genommen  wird. 

Schon  bei  diesem  sehr  einfachen  Beispiele  fallen  gewisse,  die  Untersuchung  begleitende  Um- 
stände etwas  unangenehm  auf,  nämlich: 

Erstens:  Die  vielen  Substitutionen  (53),  (54),  (55),  zur  Bestimmung  eines  jeden  Coeffi- 
cienten eine  eigene,  die  in  complicirteren  Fällen  sehr  leicht  zu  den  unangenehmsten  Verwirrungen  die 
Veranlassung  geben  können.  Dieser  Uebelstand  lässt  sieh  vermeiden,  denn  ebenso,  wie  wir  in  den 
vorangegangenen  Beispielen  bei  vorhandenen  ganzen  Rqi^anitionszahlen  die  Function  9  so  lange  na^ 
absteigenden  ganzen  Potenzen  von  x  geordnet  voraussetzten,  als  die  Rechnung  dagegen  keine  Binsprariie 
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erlMb,  iESniiten  wir  aoch  hier  dieselbe  nach  absteigenden  Potenzen  der  IrrationalgrSsse  \fx  entwickelt 
deaken  and  aaf  einmal: 

annehoient  and  auf  eben  diese  Weise  ist  es  4ms  erlaubt  in  complicirteren  Fällen  von  Bepartitionszablen 
out  dem  Nenner  u  die  Function  o  so  lange  in  der  Form: 

^  =  \q^  +  fix  ""    + +  rx    " 

1^ 
vorauszusetzen,  bis  die  Rechnung  durch  gleiche  Wurzeln  die  Irrationalgrosse  x^  zu  verlassen,  und  nach 

einer  anderen  zu  ordnen  nothigt.  Hiebet  ist  jedoch  nicht  zu  übersehen,  dass  dieses  Verfahren,  wenn  es 
auch  in  der  Regel  das  ordentlichere  und  übersichtlichere  ist,  in  speciellen  Fällen  zu  überflüssigen  Rech- 
nungsentwicklungen verleite,  denn  wollte  man  z.  B.  die  Gleichung: 

m  dieser  Weise  behandeln^  vermittelst  der  Substitution: 

/*f  Xar^-l-a-f-vj:''^  -f-<Tx"^+  px"^)  dx 

so  wurde  man  finden,  dass  man  die  Coefficienten  /x,  v,  ^,  p,  die  sich  alle  aus  der  Rechnung  der 
Nulle  gleich  ergeben,  zu  wiederholten  Malen  ganz  überflüssiger  Weise  aufgeschrieben  habe,  und  dass 
die  viel  einfifichere  Substitution : 

J  Xx^dx 

y  =  e  % 


bereits  zur  transformirten  Gleichung  in  %: 

(A*  -  1)  X  +  ^  /Vx  *  -  —  /Vx  *  +  ^  Ax  M  «  =  0 

^  ^2  16  64  J 

mit  dem  erwünschten  Abfalle  im  letzten  Coeffiieientenpaare  führe,  wenn  man  A  gleich  einer  der  vier 
Wurzeln  der  binomischen  Gleichung  A^  =  1  annimmt.  Man  wird  also  gelegentlich  den  kürzesten  Weg 
der  Rechnung  verfehlen  können,  immer  wird  es  aber  möglich  sein,  die  particulären  Integrale  sämmt- 
lich  zur  ersten  Klasse  herabzusetzen. 

Zweitens:  IMe  letzte  transformirte  Differentialgleichung,  deren  Integration  diese  zur  ersten 
Klasse  herabgesetzten  genügenden  Werthe  liefern  soll,  besitzt  in  der  Regel  irrationale  Coefficienten, 
ein  Umstand,  der  das  Integriren  erschwert,  und  zur  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen 
nothigt,  die  man  auch  alsogleich  bei  dem  ersten  Erscheinen  gebrochener  Repartitionszahlen  hatte  unter- 
neluaen  können.  Ea  bleibt  nun  dem  Urtheile  des  Rechners  überlassen,  ob  er  den  hier  im  letzten  Bei- 
spiele dngeachlagenen  Weg  gehen  will,  eher  bis  »ir  ersten  Klasse  herabbringend,  und  dann  eine  neue 
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Veränderliche  einfahrend«  oder  es  vorziehl  umgekehrt  zu  verfiihren,  d.  h.  erst  eine  neue  Veranderlidie 
einfähren ,  und  dann ,  wo  nöthig,  auf  die  erste  Klasse  zu  reduciren.  Sehr  oft  wird  er  weder  das  eine 
noch  das  andere  zu  thun  gut  finden,  und  lieber  die  irrationalen  Formen  durch  Annahme  einer  anderen 
Gestalt  des  allgemeinen  Genfige  leistenden  Werthes  gänzlich  umgehen ,  der  nämlich  eines  Aggregates  von 

r 

bestimmten  Integralen  zwischen  Grenzen  0  und  oo  mit  einer  oder  mehreren  Beziehungsgleiehungen  zwi- 
schen den  Integrationsconstanten,  die  wenigstens  in  dem  Falle  gebrochener  Ansteigungen  den  Vorzug 
bedeutender  Einfachheit  zu  besitzen  scheint 

Wenn  wir  im  Verlaufe  dieses  Paragraphes  von  dem  Herabbringen  einer  Function  zur  ersten 
Klasse  sprechen,  so  geschah  diess  sehr  oft  mit  dem  Beisatze:  in  Bezug  auf  die  Gradzahlen  der 
Coefficienten.  Dieser  Beisatz  ist  wichtig  und  verdient  einige,  seine  Bedeutung  erläuternde  Worte. 
Zufolge  der  gegebenen  Definition  S.  1  oder  S.  15  der  Formenlehre  nennt  man  eine  Function  erster  Klasse 
diejenige,  die  folgende  Eigenschaften  mit  den  algebraischen  gemeinschaftlich  besitzt:  Erstens,  bei  dem 
unendlichen  Wachsen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  sich  im  Verhalten  einer  Potenz  sf  fortwährend 
zu  nähern ,  sohin  Differentialquotienten  zu  biethen ,  die  für  sehr  grosse  x  je  um  eine  Einheit  niedriger 
sind  in  der  Ordnungszahl.  Zweitens,  für  endliche  Werthe  von  x^  welche  die  Function  unendlich  oder 
unstetig  machen,  Differentialquotienten  aufzuweisen,  die  je  um  die  Einheit  höher  sind  in  der  Ordnungs- 
zahl. Diese  zwei  Eigenschaften  müssen  als  geschiedene  Functionsattribute  betrachtet  werden ,  von  welchen 
die  zweite  nicht  immer  im  Gefolge  der  ersten  erscheint,  weil  es  nicht  immer  endliche  Werthe  von  x 
geben  muss,  die  die  Function  unendlich  macheu.  Auch  die  den  Differentialgleichungscoefficienten  von 
ihnen  aufgedruckten  Merkmale  sind  wesentlich  verschiedene ,  denn  das  Verhalten  ffir  unendliche  a?  ist  in 
den  Gradzahlen  der  Coefficienten  abgebildet  und  es  entspricht  ihm  namentlich  der  hier  durchgängig  ge- 
suchte Abfall  bei  dem  letzten  Coefficientenpaare.  Das  Benehmen  hingegen  für  endliche  x,  die  die  Function 
unendlich  machen ,  ist  aus  der  Zusammensetzung  der  Coefficienten  aus  einfachen  Factoren  wie  x  —  a  er- 
sichtlich. Wenn  wir  daher  bei  irgend  einem  particulären  Integrale  durch  Multiplication  desselben  mit  einem 
exponentiellen  Factor  Nichts  weiter  erzielt  haben,  als  den  obgedachten  Abfall,  so  folgt  daraus  auch  Nichts 
weiter,  als,  dass  die  auf  solche  Weise  behandelte  Function  die  erste  Eigenschaft  der  Functionen  erster 
Klasse,  sich  einer  Potenz  x^  für  sehr  grosse  x  zu  nähern,  besitze,  die  zweite  aber,  wenn  sie  ihr  nicht 
ohnehin  schon  zukam ,  in  keinem  Falle  durch  die  hier  besprochene  Transformationsweise  erworben  haben 

könne.  Es  wären  also  z.  B.  die  beiden  Functionen: 

1  r      dx 

(x  —  ay  und  (x  —  a)*  e*-"  =  (x  —  a)*  e^     (^-^)«, 

im  Sinne  dieser  Transformationsweise  beide  bezuglich  ihres  Einflusses  auf  die  Gradzahlen  der  Endcoeffi- 

cienten  zur  ersten  Klasse  herabgebracht,  und  es  gebort  ihnen  eine  gemeinschaftliche  algebraische  Assymp- 

totengleichung : 

y  =  x^ 

zu.  Gleichwohl  wirft  die  erste,  als  particuläres  Integral  eingeffihrt,  in  den  ersten  Co^icienten  hoehstens 
Einen  Factor  x — a,  die  andere  aber  jedesmal  deren  zwei.  Sie  benimmt  sich  daher  in  dieser  Beziehung 


wie  eine  Fimetioii  zweiter  Klasse,  und  ist  der  Herabsetzung  zur  Ersten  durch  Maltiplieation  mit  einer 
r  dx 

Bxponentialgrosse  e^  ^^'^^^*  annoch  bedürftig.  Der  nächstfolgende  Paragraph  lehrt  die  Herabsetznng  der 
parüciilären  Integrale  zur  ersten  Klasse  auch  bezüglich  des  Factorenbaues  der  Differentialgleichungs- 
eeefiieienten ,  wo  sie  nöthig  ist,  zu  bewerkstelligen,  womit  dann  die  beabsichtigte  Klassenreform  in 
aller  Strenge  erzielt  ist. 

§.  3. 

Berreiung  yod  eiDeni  expoDeodelleD  Factor  e'^'^  mit  gebrochenem  9« 

Wir  wissen  aus  den  Ergebnissen  der  Formenlehre,  dass  jeder  Divisor,  wie  (x — a)*",  der 
Function  9,  so  lange  m  nicht  kleiner  ist  als  die  positive  Einheit,  in  dem  unter  der  Form  e  gedach- 
ten particuUren  Integrale  in  den  AnfangscoefiTicienten  der  Differentialgleichung  einmal  oder  wiederholt 
als  Factor  enthalten  sei,  je  nachdem  es  nur  eines,  oder  mehrere  particuläre  Integrale  gibt,  in  denen 
er  vorkommt ;  andererseits  ist  uns  aber  auch  bekannt ,  dass  sich  in  der  Regel  von  jeder  gebrochenen 

Function      ^     \^  eine  Summe  von  algebraischen  Brüchen  subtrahiren  lasse,  so  dass  der  Rest  far 

.     (x  —  a)* 
x  =  a  wohl  Null,  oder  auch  am  Uebergang  von  reell  in  imaginär,  aber  nicht  mehr  unendlich  zu 

werden  vermag.  Diese  Summe  von  algebraischen  Brüchen  ist  aber: 


(x~ay  "^  (x—ay^'  "^ "*"  1.2...Ä  (x  —  ay 


wenn  man  sich  unter  h  diejenige  ganze  positive  Zahl  denkt,  welche  zunächst  unter  dem  ganz  oder 
gebrochen  gedachten  m  liegt.  Hieraus  folgt,  dass  in  der  Regel  bei  dem  Vorkommen  solcher  Factoren 
in  den  Anfangscoefficienten  der  Gleichung  und  dem  Entfallen  einer  Anzahl  m  derselben  auf  das  Coef- 
fidentenpaar  nach  dem  bekannten  Repartitionsverfahren,  die  die  positive  Einheit  überschreitet,  es  jedes- 
mal ein  einzelnes,  oder  eine  Gruppe  geben  wird  von  particulären  Integralen,  aus  deren  jedem  ein 
exponentieller  Factor,  wie: 

/r  y(^)    ■     ?n^)     ■  I        y(*)(g)  1^ 

gesondert  werden  kann,  dessen  Exponent  für  x  =  a  einen  positiven,  negativen  oder  auch  imaginären 
nnendUdien  Werth  bekommt,  während  der  andere  Factor  nicht  mehr  unendlich  zu  werden  vermag. 
Die  Kenntniss  nun  dieses  exponentiellen  Factors,  und  mit  ihr  der  Gleichung  (56),  die  offenbar  eine 
assymptotisehe  Gleichung  ist,  insofeme  als  u  für  a?=a  einen  angenäherten  Werth  von  y  darstellt, 
kann  als  ein  erster  Sehrilt  zur  Ermittlung  des  Integrales  selbst  betrachtet  werden,  und  es  liegt  der 
Transformationslehre  ob,  denselben  anzugeben,  damit  man  das  particuläre  Int^al,  wo  nöthig,  davon 
befreien  könne. 

Wir  wollen  daher  an  diesem  Orte  den  genannten  exponentiellen  Factor  zum  Gegenstand 
noaerer  Untersuchungen  machen,  hiebei  den  allereinfiiehsten  Fällen  den  Vorzug  gebend,  um  nicht  all- 
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sogleich  in  gar  isii  wtM&vAgt  RechölingsenüirickhiDgeil,  cHe  die  Klarheit  beeinträeht^en  kSmuten,  hineiii- 
gezogen  z«  werden.  Wir  werden  nberdem  nur  deii  Fall  zu  dislnitiren  iiaben,  wo  m  die  positive  Ein- 
4ieit  ibersehreitet,  nachdem  deijenige,  wo  in=ri  ist,  schon  im  ersten  Paragraphe  umständlich  erörtert 
wurde,  und  4ie  Fälle,  wo  sich  m  nnter  der  Einheit  befindet,  den  der  Differentialglmchang  aufgedrfick- 
ten  Merkmalen  nach ,  zunächst  mit  m=i  übereinstimmen.  Wir  nehmen  demnach  an ,  es  sei  eine  Dif- 
ferentialgleichung der  zweiten  Ordnung  gegeben,  mit  den  rationalen  und  ganzen  Coefficienten  X„  X«,  X^: 

(57)  X,  y"  +  X,  y'  +  X,  y  =  0, 

ihre  Zerlegung  in  Factoren  habe  unter  anderen  x  —  a  als  solchen  nachgewiesen,   und  namentlich  sei 

er  in  ihnen  bezüglich  O»  +  v>- «  p- ,  0  -  Mal  vorhanden,  woraus  man  nach  den  Regeln  der  Formenlehre 

im  Allgemeinen  auf  zwei  particuläre  Integrale  den  Schluss  macht,  bei  deren  einem  m=p  und  bei 

p  -^-q 

dem  anderen  m==q  wird,  wenn  p^y  ist;  far  pK.q  hingegen  bei  beiden  m=    -^    ■    ausfällt;   und 

nur  für  f^^Q  sehliesst  man  auf  ein  einziges  particuläres  Integral  dieser  Art,  bei  dem  man  m=ssp  hau 

Ist  sonach  der  Wertli  oder  die  Werthe  von  m  bestimmt,  so  wird  nmn,  ein^  von  ihnen 

itis  Auge  fassend,  vermittelst  der  Substitution: 

aus  der  Gleichung  in  y  eine  andere  in  »  ableiten  können ,  deren  Genüge  leistende  Werthe  aus  jenen 
der  in  y  hervorgehen,  durch  Mnltiplieation  mit  der  Exponentielle : 

(59)  ..  e  ■  n 

und  wird  endlich  die  noch  unbestimmt  gelassenen  Coefficienten  A,  /x,  r,  ...  wo  möglich  so  wäWen, 
dass  das  eine  der  ins  Auge  gefassten  particularen  Integrale  von  seinem  assymptotischen  Factor  (56) 
befreit  wird,  was  sich  in  dem  gegenwärtigen  einfRchen  Falle  einer  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung  dadurch  kund  gibt ,  dass  nur  der  erste  Coefficient  der  neu  erhaltenen  Gleichung  in  z  für 
x  =  a  verschwindet,  und  bei  einer  jeden  Ditrerentialgleichung  der  n**^n  Ordnung  sich  dadurch  kenn- 
zeichnen wird ,  dass  ihre  sämmtlichen  Coefficienten  bis  auf  die  zwei  letzten  eine  gewisse  Anzahl  von 
Paeteren  x  —  a  erhalten  werden ,  und  das  aus  der  einfachen  Ursache,  weil  die  exponentiellen  Facto- 
*  ren  von  der  Form  (56)  bei  verschiedenen  particularen  Integralen  andere  stets  sind  und  aftdere,  also 
die  Multiplication  mit  einer  Exponentialgrosse  wie  (59)  auch  in  der  Regel  nur  Eines  davon  zu  befreien 
vermag,  während  die  anderen,  und  namentlich  auch  die,  welche  keinen  solchen  Factor  hatten,  jetzt 
mit  einem  solchen  versehen  werden-  We  auf  dem  Wege  der  Substitution  (58)  erhaltene  transformirte 
Gleichung  in  t  ist  folgende: 

(60)  X,(x-a)''»»''-h[2X,P4-X,(x-a)»*](x-a)'~»'-h[X.(P*-hÖ(a:-a)'"-*)+X,^ 
mit  den  Werthe«: 


uüd  es  lassen  sieh  an  ihre  Form  gewisse  einfache  Bemerkungen  knüpfen,  die  als  Bestätigung  der  An- 
gaben der  Formenlehre  dienen  können,  namentlich: 

Erstens ,  wenn  die  Coefficienten  -X, ,  X^  und  X^  auch  mit  gar  keinem  Factor  x~  a  ver- 
sehen sind,  so  erhalten  die  der  transformlrten  Gleichung  dennoch  deren  2m,  m,  0  an  der  Zahl,  d.  h. 
die  Multiplication  mit  dem  Factor  (59)  macht  dann  beide  particuläre  Integrale  für  x  =  a  unstetig. 

Zweitens,  sind  in  X,,  X^,  X^  bezuglich  p-^-q.  y,  0  Factoren  x — "a  enthalten,  und  ist 
zudem  p^q;  so  hat  man  in  den  drei  unter  diesen  Umständen  denkbaren  Fällen: 
a)  Wo  my^py'  q  ist ,  in  den  Coefficienten  der  transformlrten  Gleichung ,  und  bei  allgemein  gehal- 
tenen Werthen  von  /\ ,  yi ,  r ,  ...    bezüglich  2m ,  m ,  0 ,  Factoren  a?  —  a  an  der  Zahl ,   d.  h. 
die  bei  den  zwei  particnlären  Integralen  in  den  Exponenten  der  Exponentiellen  vorhandenen  Divi- 
soren (ar— a)''und  (a?  —  a)^  verwandelt  die  Multiplication  mit  dem  Factor  (59)  beide  in  (x— a)*". 
was  ganz  klar  ist. 
6)  Wo  p>m^q  ist.    Hier  bekommen  die  Coefficienten  der  transformlrten  Gleichung  bezuglich 
p+m,  m,  0  Factoren  x  — a,  d.  h.  von  den  beiden  in  Rede  stehenden  particnlären  Integralen 
hat  nur  das  eine  den  Divisor  (x  —  ay  mit  dem  anderen  (x  — a)*  verwechselt, 
c)  Wop>9>m  wird.   Hier  erscheinen  in  den  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung,  so  wie 
in  jenen  der  vorgelegten ,  p  +  q  n  q  solche  Factoren ,  die  Multiplication  mit  dem  Exponential- 
ausdruck  (59)  hat  daher  den  Charakter  der  particnlären  Integrale  nicht  geändert. 

Drittens ,  ist  p'^q^  so  ergeben  sich  wieder  zwei  untergeordnete  Fälle ,  nämlich : 

P  +  Q  * 

«)  Wo  m  ^  - — -  ist.   Die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  weisen  2m ,  m ,  0  Factoren 

X  —  a  aus,  was  darauf  hindeutet,  dass  beide  particuläre  Integrale  den  in  diesem  Falle  ihnen 
gemeinschafllichen  Divisor  (x  —  a)  *  im  Exponenten  der  Exponentielle  mit  (x  — a)*"  vertau- 
schen, was  auch  so  sein  muss. 
6)  Wo  - — -  >  m  ist.  Hier  biethen  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  bezuglich 
p  +  q^  y,  0  solche  Factoren,  gerade  so,  viie  die  der  vorgelegten  Gleichung,  so  dass  also  in 
dem  Verhalten  der  particnlären  Integrale  für  x  =  a  sich  Nichts  geändert  hat. 

Viertens.  Hat  man  ^  =  0,  also  nur  ein  einziges  particuläres  Integral  mit  dem  assymptoti- 
schen  Factor  (56);  so  bekommen  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  entweder  2m,  m,  0 
Factoren  x--a,  wenn  m>p  ist,  oder  p  +  m^  m,  0  solche  Factoren,  wenn  7/i<p  ist.  Diess  ver- 
steht sieh  alles  für  noch  ganz  unbestimmt  gelassene  A ,  ju ,  r ,  den  Angaben  der  Formenlehre  zufolge 
von  selbst.  Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  man  über  die  Werthe  dieser  Constanten  in  passender 
Weise  verfugt,  so  nämlich,  dass  der  letzte  Coefflcient  der  transformirten  Gleichung  eine  möglichst 
grosse  Anzahl  von  Factoren  x  —  a  bekömmt,  ürodureh  eine  nette  Division  der  Glelehong  dureh  die- 
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selben  ermöglicht  wird.  Wir  wollen  die  Constantenbestimmung  in  dem  einfochsten  Falle,  9  =  0  näm- 
lich, zuerst  vornehmen;  stellen  uns  biebei  die  Coefficienten  A,,  X^  und  X^  nach  aufsteigenden  Po- 
tenzen von  x  —  a  geordnet  vor,  also  etwa: 

X,  =  a,  (X  — a)~  +  6,  (x  — a)'"+*  +  c,  (x  — a)«+«  +  

(68)  A\  =  a,  +6,  (x~a)       +  c,  (x  -  a)'      +  

X,  =  a,  +b.(x—a)        +  c«  (x  — a)'       + 

was  p  =  m,  9  =  0  gibt.  Zur  Befreiung  des  einen,  in  der  Form: 

r  ^w  ^ 

erscheinenden  particulären  Integrales  von  seinem  ffir  x  =  a  in  den  Ausnahmszustand  gerathenden  Fac- 
tor dient,  also  gerade  die  Substitution  (58),  deren  Resultat  die  (60)  ist,  die  bei  der  angenommenen 
Beschaffenheit  von  -X,  unmittelblir  durch  (x — a)~  theilbar  erscheint,  und  nach  vollbrachter  Division 
in  den  Coefficienten  der  Reihe  nach  2m ,  m ,  0  an  der  Zahl  übrig  bleibende  Factoren  x  —  a  biethet. 
Eine  fernere  Division  durch  (x  —  a)^  und  hiemit  verbundene  Herabsetzung  dieser  Zahlen  auf  m,  0,  0, 
mit  welcher  die  bezweckte  Umwandlung  des  in  Rede  stehenden  particulären  Integrales  verknüpft  ist, 
wird  also  nur  bei  einer  solchen  Wahl  von  A,  ju,  i;  Platz  greifen  können,  dass  die  Anfangsglieder 
des  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  geordneten  letzten  Coefficienten: 

X,  (P*  +  Q  (X- a)«-)  +  X. P  (x~ a)~  +  X,  (x - a)*«  = 
=  (x-a)~     [aA'  +  a,X]  + 
+  (X  -  a)-^*  [6.;i«  +  b.X  +  (2a./\  +  a,)  jx]  + 
+  {X-  a)~+«  [c,  ;i'  +  c,X  +  (26,  A  +  b,)  11  +  a,ßi'  +  (2n,X  +  aj  v]  + 

verschwinden  m  an  der  Zahl. 

Man  hat  sie  also  der  Nulle  gleich  zu  setzen,  und  aus  deu  so  gewonnenen  Gleichungen  die 
Werthe  von  A ,  /i ,  r  . . .  abzuleiten ,  um  zu  dem  exponenliellen  Factor  der  Form  (58)  zu  gelangen, 
welcher  aus  einem  der  particulären  Integrale  gesondert  werden  muss ,  um  dasselbe  in  Bezug  auf  das 
Verhalten  für  x  =  a  zur  ersten  Klasse  herabzubringen.  Wir  wollen  jetzt,  der  leichteren  Uebersicht 
wegen,  dieses  Verfahren  in  einigen  noch  specielleren  Beispielen  durchfuhren,  und  wählen  als  erstes 
derselben  die  folgende  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  mit'  durchaus  quadratischen  Coefficien- 
ten, die  bereits  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  geordnet  erscheinen: 

(«3)    (aP— fl)Vy"+  [«.  +  61  (x  —  a)  +  c,(x  — «)•]  y'+  [flt«  +  *•  (a?  — a)  +  c,(x  — fi)']  .V  =  0- 

Hier  haben  wir: 

m  =  2  ,  a,  =  1  ,  6,  =  c,  =  0  ,  a  =  a  , 

. und  die  hier  angezeigte  Substitulion,  die  an  die  Stelle  der  (58)  tritt,  ist: 


p  =  X+ßx(x-a).        Q  =  -  2X—}i(x  —  d).        P'  =  X'^2Xfiix  —  a)+ßi\x-ay. 

Es  wird  daher  der  letzte  CoelReient  der  transformirten  Gleichung  (60)  auf  eben  dieselbe  Weise  ge- 
ordnet, d.  h.: 

X,(P'  +  Q  (X-  «))  +  X,P  ix  -  «)•  +  A,  (X  -  ay  = 
=  (A*  +  a,  A)  (X  -  ay  +  ((2/1  +  a,)fi  +  (6,  -  2)  X)  (x  -  ny  + 
+  O'  +  (*t  -  l)/i  +  c.X-h  a.)  (X  -  ay  +  (c.ji  +  6,)  (x  -  ay  +  c,  (x  ^  ay 
ausfallen,  während  der  zweite  den  Werth: 

(2Ä,P  +  X,  ix-ay)  (x-ay  =  (2X+aJ  (x-ay  +  (2/i+6j  {x^ay  +  c,  (x-«/ 
erhalt.  Die  Gleichung  wird  also  theilbar  durch  (x — ay,  wenn  vir  A.  und  ji  so  wählen,  dass: 
A*  +  a,X  =  0  und  (2A  +  «,)  M  +  (*i  —  2)  A  =  0 

wird.  Nach  durchgeführter  Division  erscheinen  in  den  Coelflcienten  2,0,0  Factoren  x—a,  geradeso, 
wie  in  der  gegebenen  Gleichung,  zum  Zeichen,  dass  auch  diese  nur  einen  der  Form  (64)  angehörigen 
Genäge  leistenden  Werth  zulasse.  Diese  Theilbarkeit  der  transformirten  Gleichung  wird  aber  offenbar 
erzielt  auf  zwei  verschiedene  Arten,  einmal  nämlich  fSr  A=sO  und  /i  =  0,  welche  Werthe  die  vorlie- 
genden (65)  erfüllen,  aber  die  Transformirte  mit  der  Gegebenen  znsammenfellen  machen,  wodurch  eben 
nur  angedeutet  wird,  dass  eines  der  particulären  Integrale  der  Herabsetzung  zur  ersten  Klasse  nicht 
bedürftig  sei;  ein  andermal  aber  durch  die  von  Null  verschiedenen  Werthe: 

A  =  —  «t,  /i  =  2  —  6,  , 

die  der  Transformirten  die  Gestalt: 
ix-ay.  »'  +  [A,  +  B,ix  —  a)  +  c,ix-ay^  %'  +  \A.  +  B.(x  —  a)  +  c.ix-ay^  «  =  0,  ( 

mit  den  Bedeutungen  der  Coeiücienten  il,,  JB, ,  A^,  B^: 

A^  =  —  a,,        Ä,  =  4  — 6j,        A.  =  2  —  b,  —  a,c,  +  a^,        ßo  =  2c,  — 6.c,  +  6„ 
verieibeih  Das  zweite  particuläre  Integral  der  Gegebenen  (63)  besitzt  also  den  exponentiellen  Factor: 

und  wird  durch  Absonderung  desselben  in  eine  Function  z  verwandelt,  die  hinsichtlich  ihres  Verhaltens 
fgr  x=a  der  ersten  Klasse  zugezählt  werden  kann,  während  im  Gegentheile  dieselbe  Absonderung 
das  »  des  ersten  unter  ihnen  in  der  angemerkten  Beziehung  in  eine  Function  zweiter  Klasse  umwandelt. 
Wollte  man  das  Herabbringen  zur  ersten  Klasse  bei  den  beiden  particulären  Integralen  in  aller  Strenge 
dorehfShren,  so  ginge  diess  nicht  anders,  als  durch  Verbindung  der  beiden  Transformationsweisen, 
nämlich  der  in  diesem,  und  im  unmittelbar  vorhergehenden  Paragraphe  gelehrten,  weil,  wie  man  sieht. 
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der  hiezu  erforderliche  Abfall  von  einer  Einheit  im  letzten  Coefficientenpaare  sieh  weder  in  der  (63) 
noch  in  der^(66)  vorfindet,  vielmehr  überall  gleich  hohe  quadratische  Coefficienten  ersichtlich  sind, 
woraus  sich  einerlei  Form  der  allgemeinen  Werthe  von  y  und  %  erschliessen  lässt,  nämlich: 

y  =  C^  e         M,  +  C,  e  m, 

z  =  C^  e         ^1  +  C,  e  r, 

mit  denselben  d,  und  d,,  die  bei  der  (63)  sowohl,  wie  bei  der  (66)  aus  den  Coefficienten  der  höchsten, 

hier  zweiten  Potenz  von  x ,  die  beiden  gemeinschaftlich  sind,  hervorgehen ,  als  Wurzeln  der  Gleichung 

des  zweiten  Grades: 

d*  +  c,Q  +  e.  =  0. 

Die  hier  besprochene  Transformationsweise  steht  also  neben  derjenigen,  von  welcher  der 
vorhergehende  Paragraph  bandelt,  und  es  ist  ganz  gleichgittig,  welche  von  beiden  man  zuerst  die 
Differentialgleichung  erfahren  lässt.  Es  ist  diess  aber  auch  ganz  naturlieh,  denn  ist  bei  irgend  einem 
oder  bei  mehreren  particularen  Integralen  ein  exponentieller  Factor  e  vorhanden;  so  gibt  die  des 
vorhergehenden  Paragraphes  sämmtliche  Bestandtheile  von  ^,  die  für  unendliche  x  einen  von  der 
Nulle  verschiedenen  Werth  bekommen,  die  andere,  gegenwärtige  hingegen  liefert  jene  Bestandtheile 
desselben  9,  falls  sie  vorhanden  sind,  die  für  einen  endlichen  Werth  von  x  unendlich  werden.  Nach- 
dem nun  diese  beiden  Bestandtheile  keine  gemeinschaftlichen  Glieder  besitzen ,  so  wird  die  Auffindung 
eines  jeden  von  ihnen  auch  eine  gesonderte  Rechnung  sein.  Erscheint  nun  diess  von  der  einen  Seite 
als  Vortheil ,  so  erweist  es  rieh  von  der  anderen  als  Nachtbeil ,  insofern  als  der  Rechner  durchaus 
nicht  weiss ,  ob  der  exponentielle  Factor  (67)  der  Exponentielle  e  '  ,  oder  der  e  *  im  Werthe 
von  y  oder  auch  in  dem  von  %  zugesellt  werden  müsse,  d.  h.,  ob  er  als  Multiplicator  von  u^  oder 
von  u^  erscheint.  Eines  nämlich  und  das  andere  hat  dieselbe  Gestalt  der  Differentialgleichung  zur  Folge 
und  es  hängt  der  Ort  des  Vorkommens  der  Exponentialgrösse  (67)  von  den  Relationen  ab,  die  zwischen 
den  constanten  Parametern  der  Differentialgleichung  obwalten,  Relationen,  die  weder  die  Formen-  noch 
die  Transformationslehre  bringen  kann,  die  aber  die  wirkliche  Integration  zu  enthüllen  hat.  Diess 
lässt  sich  jedoch  sagen,  dass,  wenn  u^  in  aller  Strenge  zur  ersten  Klasse  gehört,  u^  zur  zweiten 
zähle,  und  umgekehrt  f>^  dann  eine  Function  der  zweiten,  und  v,  eine  der  ersten  Klasse  sei.  Besitzt 
man  daher  eine  Integrationsmethode,  die  vorzugsweise  zur  Auffindung  der  Functionen  erster  Klasse, 
wo  möglich  in  geschlossener  Form  dienlich  ist,  wie  diejenige,  die  der  folgende  Abschnitt  bringen  wird; 
so  wird  sich  mittelst  derselben  am  zweckmässigsten  aus  der  gegebenen  Gleichung  ti^,  und  aus  der 
transformirten  v^  berechnen  lassen,  worauf  sich  das  allgemeine  Integral,  wie  folgt,  zusammensetzt: 

Wäre  Uigegen  u«  der  zweiten  und  u^  der  ersten  Klasse  angehörig ,  so  wurde  sich  zweckmässiger  y 
wiedergeben  lassen  in  der  Gestalt: 


Wir  machen  somit  hier  in  einem  speciellen  Beispiele  die  Bemerkung,  die,  wie  leicht  einzusehen,  eine 
allgemeine  ist,  dass  nämlich  die  besprochenen  zwei  Transformationsweisen  alle  diejenigen  exponentiellen 
Factoren  liefern,  die,  in  den  particulären  Integralen  erseheinend,  dieselben  in  irgend  einem  Sinne  zur 
zweiten  Klasse  erheben,  ohne  dass  wir  desshalb  wfissten,  welchem  der  particulären  Integrale,  die 
durch  ihre  Sonderung  zur  ersten  Klasse  heruntergebracht  sind,  sie  zuzuschlagen  seien. 

Als  zweites  Beispiel  erkiesen  wir  eine  Differentialgleichung  mit  um  die  Einheit  in  der  Grad- 
zahi  steigenden  Coefficienten  und  drei  gleichen  Factoren  im  ersten  derselben.  Welche  nun  diese  immer 
sind,  etwa  x  —  a,  so  wird  man,  vorerst  x+a  anstatt  x  einführend,  sie  in  r*  verwandeln  und  zugleich 
sammtlicbe  Coefficienten  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  ordnen  können.  Diess  sei  geschehen  und 
das  Brgebniss  davon  trage  die  Form: 

Die  Transformation  hat  Statt  zu  finden  auf  dem  Wege  der  Substitution : 

y  =  ^  -^   . «.  (69) 

and  man  hat  durch  Vergleichung  der  Formeln  (60),  (61)  und  (62)  mit  den  vorliegenden: 

m:=3,  a,  =  1,  6j==c,  =  0,  a  =  0, 

P  =  X+fXX+vx\  (?  =  —  3  A,  —  2JIX—VX* ,  P«  =  A,'  +  2Xjix  +  (jU*+2  Av)  x*+2fivx*+v*x\ 
Der  hiemach  berechnete ,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  geordnete  dritte  Gleichungscoefilcient  der 
Transformirten  (60)  wird: 

X,P*  +  X,Qx'  +  X,Px*  +  X,x^  = 

=  (A'  +  a,A)  «•  +  {(2X  +  aJjx  +  b,X)  x'  +  ((2A+aJi;+/x'  +  6,/i  +  (c,-3)  A)  x*  + 
+  ((2yii4-6.)r+(c.-2)/i  +  d.A,+a,)  «•  +  (v*  +  (c,  —  i)v  +  d,ji  +  e,X^b.)  x'  + 
+  (d,v  +  e,ji  +  Co)  a?»  +  (e,v  +  d.)  «•  +  e.x'^  +  f,x''; 
ebenso  der  zweite  und  der  erste: 

(2X,P  +  X.x')  X'  =  (2A  +  a,)  «•  +  (2/1  +  6,)  x'  +  (2v+c,)  x»  +  <ar*  +  e.x"» , 

A,x*  =  x\ 
und  verwendet  man  A.,  ji  und  v  so,  dass: 

A«  +  a,A.  =  0,        (2X  +  aJ/i  +  b,X=0,        (2A.  +  a,)i;+/i*  +  6,/i  +  (i?i  — 3)  A  =  0 

wird;  so  werden  sie  alle  durch  x*  theilbar,  was  also  einmal  geschieht  durch  die  Werthe: 

A.  =/i  =  V  =  0, 

die  dieae  Gleichungen  erfüllen,  ein  andermal  aber  durch  die  von  der  Nnlle  verschiedenen: 
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A  =  —  öj ,  ju  =  —  6, ,  V  —  —  c,  +  3. 

Im  ersteren  dieser  beiden  Fälle  ist  die  Transformirte  von  der  Gegebenen  nicht  verschieden,  im  zweiten 
wird  sie  die  folgende: 

(70)    xV  »"  +  [^a,-b,x-  (6- c,)x'+  d,x*+  e,x*]  «'  +  [a,+B,x+  C,x'+D,x*+  e.x'+f,x'']  %  =  0. 

mit  den  Werthen: 

A  =  —  *i  —  «i^i  +  «0  *  Ä.  -=  6  ~  2c,  4-  6,rf,  —  tf^e.  +  *•. 

und  trägt  mit  der  Gegebenen  die  doppelte  Aehnlichkeit,  dass  erstens  in  beiden  die  Anzahlen  der  Pac- 
toren  x  in  den  aufeinanderfolgenden Coeffieienten  3,  0,  0  sind,  was  auf  ein  einziges  partieuläres  Inte- 
gral von  der  Form  (69)  in  jeder  derselben  hindeutet;  zweitens,  die  Coeffieienten  der  höchsten  und 
nächst  niedrigeren  Potenz  von  x  sind  dieselben  in  allen  Coeffieienten  der  Gegebenen  und  Transformir- 
ten.  Dem  entspricht  nun  eine  ähnliche  Bedeutung,  wie  im  vorhergehenden  Beispiele:  gemäss  den  An- 
steigungen  nämlich  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl,  tragen  y  sowohl,  wie  auch  z  die  allgemeine  Form : 

y  =  C,e  Wi  +  C,  e  II,, 

allwo  dt,  0D|,  d,,  OD,  nur  von  den  eben  erwähnten  Coeffieienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  abhän- 
gig sind,  nachdem  sie  die  folgenden  zwei  algebraischen  Gleichungen  identisch  machen: 

Ö*  +  e,  e  +  /;  =  0,  (26  +  e,)  00  +  d,d  +  e,  =  0. 

Es  nimmt  also  die  Befreiung  von  einem  exponentiellen  Factor,   wie  der  in  der  Formel  (69)  enthal- 

y(öx-f-w)ite 
tene,    gar   keinen   Einfluss    auf   einen    vorhandenen  anderen,    wie  e  ,  und  es  ist  gleich- 

giltig,  welche  der  beiden  Trausformationsarten  man  zuerst  anwendet  Hievon  liegt  nun  wieder  der 
Grund  auf  der  Hand :  die  Bestandtheile  nämlich  derjenigen  Function ,  die  sich  im  Exponenten  der  Ex- 
ponentielle  vorfindet,  der  für  grosse  Werthe  von  x  vorwiegende,  und  der  für  gewisse  endliche  x,  hier 
für  jr  =  0,  einen  unendlichen  Werth  annehmende,  stehen  in  keinem  Zusammenhange  und  besitzen  kein 
gemeinschaftliches  Glied,  daher  sie  auch  je  durch  eine  eigene  Rechnung  gefunden  werden,  und  es 
vorderhand  unentschieden  bleiben  muss,  welche  der  geradlinigen,  zur  Axe  der  y  parallelen  Assymplo- 
ten,  die  den  Factoren  des  ersten  Coeffieienten  entsprechen,  in  Gemeinschaft  mit  welcher  anderen,  aus 
den  Gradzahlen  der  Coeffieienten  abgeleiteten  einem  und  demselben  particulären  Integrale  zuzuerkennen 
sei.  In  der  Regel  aber  wird  man  zur  Ermittlung  des  allgemeinen  Integrales  sowohl  von  der  Gegebeneu 
(68),  als  auch  von  der  Transformirten  (70)  Gebrauch  machen,  die  beide  vorerst  der  Transformation 
des  vorhergehenden  Paragraphes  zu  unterwerfen  sind,  worauf  man  aus  einer  jeden  von  ihnen  den 
einen,  wirklich  der  ersten  Klasse  angehörigen.  Genüge  leistenden  Werth  zu  suchen  haben  wird. 

Nachdem  wir  diese  sehr  einfachen  Beispiele  erledigt,  und  vorzuglich  mit  Hilfe  derselben  die 
ganz  allgemeine  Thatsache  festgestellt  haben,  dass  die  beiden  Transformationsweisen  dieses   und  des 


vorhergehenden  Paragraphes  in  keiner  gegenseitigen  Berührung  stehen,  kehren  wir  zu  unserer  all- 
gemeineren Gleichung  der  zweiten  Ordnung  (57)  zurück,  und  nehmen  an«  In  ihren  CoeflTicienten 
JT,,  X^,  X^  seien  beziehlich  2m,  m,  0  einfache  Factoren  derselben  Art,  denen  wir  der  Einfachheit 
wegen  den  Namen  x  beilegen  wollen,  nachdem  sie  sich  durch  schickliche  Substitution  stets  darauf 
zurfickfuhren  lassen ,  wenn  sie  etwa  x  —  a  heissen  sollten.  Es  sei  also  der  Form  nach : 

X,  =  X-»  (a,  +  6,ar  +  c.x*  +  )  =  o.-»  S, 

X,  =  a?*"    (a,  +  b,x  +  e,x*  +  )  =  ar*   X, 

-^0  ==  a.  +  b^x  +  c^x^+  =  fo. 

Dem  vorausgesetzten  Factorenbaue  entnehmen  wir  das  Vorhandensein  von  zwei  particulären  Integralen, 
die  auch  in  der  Form  (58)  enthalten  sind,  wenn  man  sich  in  derselben  a  durch  Null  ersetzt  denkt. 
Wir  transformiren  also  vermittelst  dieser  Substitution,  und  gelangen  zu  einer  der  (BO)  ähnlichen  trans- 
formirten  Gleichung,  die  sich  in  Folge  der  Werthe: 


P  -=        /l  +  /ix  +  vx'  +  par»  + 

(^  =  —  mX  —  (»t  — 1)  /ia?  —  (m— 2)  va?'  —  (in  — 3)  px*  — 
P'  =        /V  -h  2Xßix  +  (2\v  +  fJL*)  X*  -h  (2Xp  +  2^v)  X*  + 


und  der  eben  vorausgesetzten  (71)  auf  die  folgende^  Weise  hinstellen  lasst: 

ae,  ar««« .  %"  +  [23e,  P  +  X,y" .  z'  +  [f ,  (P'  -h  Qx^-')  +  f ,  P  +  3f  J  «  =  0 , 

und  in  ihren  Coefficienten  im  Allgemeinen  auch  2m,  m,  0  unmittelbar  ersichtliche  Factoren  x  biethet. 
Wir  sagen  im  Allgemeinen,  denn  der  vorausgesetzte  Fall,  wie  wohl  dem  Anscheine  nach  ein  specieller, 
ist  doch  sehr  umfassend,  nachdem  durch  das  Verschwinden  einiger  der  mit  a,  fr,  c,  ...  bezeichneten 
Anfimgscoelficienten  von  S,,  Si,  S«  die  mannigfaltigste  Zusammensetzung  der  X,,  X^,  X^  aus  ein- 
tuehen  Factoren  x  zu  Tage  gebracht  werden  kann,  und  schliessen  aus  diesem  ersichtlichen  Factoren- 
baue der  (72) ,  dass  ihre  particulären  Integrale  fOr  noch  unbestimmt  gelassene  A. ,  ^ ,  i; ,  im 

Allgemeinen  eben  dieselbe  Form  (58)  tragen,  wie  die  der  vorgelegten  (57);  für  besondere  Werthe 
dieser  Coefiicienten  jedoch  kann  eine  Theilbarkeit  der  Gleichung  durch  x^  und  hiemil  ein  wesentlich 
anderer  Coefficientenbau  eintreten. 

In  der  That,  wählt  man  diese  m  an  der  Zahl  vorhandenen  A*,  /c,  v,  ...  dergestalt,  dass 
die  Anflangsglieder  des  letzten  Coefficienten  der  Transformirlen  (72)  ebenfalls  m  an  der  Zahl  der  Nulle 
gleich  werden;  so  hat  man  diese  Theilbarkeit  durch  x^  erzielt,  und  gewahrt  der  Factoren  x  in  eben 
derselben  bezfiglich:  m,  0,  0,  die  auf  ein  einziges  particuläres  Integral,  wie  (58)  hinweisen,  so  dass 
also  das  andere  durch  diese  Transformation  von  dem  ihm  anhängenden  exponentiellen  Factor  beft'eit 
erscheint  Diese  Beflreiung  wird  aber  auf  zwei  verschiedene  Arten  möglich  sein ,  weil  zwei  particuläre 
Integrale  von  dieser  Gestalt  vorhanden  sind.  Hievon  überzeugen  wir  ons  durch  wirkliche  Entwicklung 
des  in  Rede  stehenden  letzten  Coefficienten  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  und  Verschwindenlassen 
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seiner  m  Aafangsglieder.  Der  Uebersichtlichkeit  wegen  ist  es  gut  bei  dieser  Rechnung  von  den  folgen- 
den Bezeichnungen  Gebrauch  zu  machen: 

(73)  f  =  6,  A'  +  6,  A  +  6,  ,  y  =  26.  A  +  b, 

^  =  c,  A*  -h  c^  A  -h  c,  ,  C  =  2c,  A  -h  c, 


C  =  f  +  ^>  +  «,/*• ,  e  =  if  -(-  2a./x 

?  =  ?  +  f  ^  +  **^'  '  ^'  =  ?  +  ^*'>* 


C=  C  +  lTv, 

y              ti.              u 

c  -=  ir 

D  =  D  +  Cv  , 

y                p                 U 

ly  =  c 

£  =  £  +  ß'v  +  a.i;'  , 

^  =  Z>'  +  2a,  r 

/>  =  />  +  Co, 

P       .       »  ^ 

D  ^  C 

P          » 

P         »         » 

iE'=  D 
P          » 

F  =  F  +  JB'p  , 

P                .                 V 

F  -  E' 

P          » 

G  =  G  +  Fp  +  aj>\ 

e      »       » 

ü'  =  /?•  4-  2«,  p 

P          * 

I,  =1.  +  Ä'  9  . 

6                   71                     Yl 

L'  =  K 

6             1 

M  =  M  +  L'Q, 

6                    7)                   Y) 

M'  =  L 

6            ti 

iv  =  iv  +  iii'e , 

9            n           TI 

6              -n 

AT  =  M  +  L'<t), 

u        e        0 

M  =  L' 

u         e 

JV  =  iV  +  ilf'cö, 
u        e         e 

N'  =  M' 

N  =  N  +  M  X, 

TT                   U                   U 

N  =  M 

Mit  ihrer  Hilfe  gewinnt  der  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwicicelte   letzte  Differentialglei« 
chungscoefficient  folgende  Gestalt: 


Transformationslehre.  g} 

/^          (»            »              P  (74) 

+  Lx*-»  +  (Jlf— ma,A,)  x«^'  +  (JV—  mft.A  —  (m  — 1)  a,tt^  x"  + 

während  der  Vorletzte  bis  auf  den  Factor  x^  in  der  folgenden  ähnlichen  Gestalt  erscheint : 
2X.  P  +  J,  =  -4'  +  Cx  +  Ex'  +  G'x'  + 

and  man  erreicht  das  erwünschte  Nallwerden  seiner  m  Anfangsglieder,  wenn  man  die  m  Grössen: 

A,,       ji  ,        V ,        p,        e,        00  (75) 


zieht  aus  den  Gleichungen ; 


-4  =  a,  A,'  +  «1 A,  +  «0  =  Ö 
B  =  ^  +  ^>  =  0 

C  =  C  +  Bv  =  C  -\-  A'v  =  0 


(76) 


/^  =  /.  +  Ä'e  =  /^  +  40  =  0 

6  T)  Tl  7)  A 

Jl/  —  wia,  A=  ilf  —  ma,  A  +  I#'  ci)  =  ilf  —  ma,  A  +  4'  c«)  =  0  * 

w  e  0  5  A 

in  welchen  die  Regelmässigkeit  in  der  Bildung  der  auf  einander  folgenden  Gleichnngspoiynome  in  die 
Augen  fällt,  eine  Regelmässigkeit,  die  nur  bei  der  letzten  derselben  eine  Unterbrechung  insofeme 
erleidet,  als  zu  dem  auf  dieselbe  Weise,  wie  seine  Vorgänger  A^  B,  C^  D  ,..  L^  gebildeten  M 
noch  das  Glied  — ma,  A.  hinzugefSgt  werden  muss.  Von  diesen  Gleichungen  dient  die  erste  zur  Be- 
stimmung von  A  und  gibt  dafür  in  der  Regel  der  Werthe  zwei,  die  wir  mit  A^  und  A.,  bezeichnen 
wollen.  Zu  jedem  von  ihnen  liefert  die  zweite  augenscheinlich  ein  /i ,  die  dritte ,  vierte  u.  s.  w.  be- 
stmimen  dann :  t; ,  p ,  ...  d ,  ca>  in  den  sehr  einfachen  Bruchformen : 

B  C  D  L  M  —  ma,X 

^  =  ~f'      "  =  ~f'      ^^~f ^^~f      ^  =  — ^f~'  (77) 

in  denen  ebenfiEdls  eine  durchgehende  Regelmässigkeit  bemerkbar  ist,  von  welcher  bloss  der  letzte,  der 
vim  CO  nämlich,  ob  des  Zusatzes  —  ma,  A  in  seinem  Zähler  eine  Ausnahme  macht,  welche  offenbar 
in  dem  Umstände  begründet  ist,  dass  das  Glied  — ,  das  letzte  der  im  Exponenten  der  Exponentielle  in 

X 

der  Formel  (58)  enthaltenen,  im  Grunde  dem  Factor  zweiter  Klasse  des  particulären  Integrales  nicht 
mehr  angehört,  sondern  vielmehr  einen  zur  ersten  Klasse  zu  zählenden  Factor  x^  repräsentirt,  so 
dass  also  die  Auffindung  dieses  co  eigentlich  der  Transformationsweise  des  ersten  Paragraphes  zuge- 
fallen wäre,  welche  letztere  demnach  einen  Bestandtheil  der  gegenwärtig  Besprochenen  bildet  Da  nun 
Functionen  verschiedener  Klassen  auf  verschiedene  Weisen  im  Coeffioientenbaue  abgebildet  erscheinen. 


(78) 
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80  darf  es  auch  nicht  Wunder  nehmen,  dass  ihre  Elemente  A.,/i,r«p,  ..9  und  co,  gemäss  der 
Klasse  aus  verschieden  aussehenden  Gleichungen  hervorgehen.  Wir  erhalten  also,  so  lange  a,  nicht 
Null  und  auch  X^  von  X^  verschieden  ist,  zwei  Systeme  von  Werthen  von  A,,  /i,  r,  p  ...  0,  ca>, 
die  zu  den  zwei  der  Poym  nach  durch  den  Coefficientenbau  angedeuteten  particulären  Integralen  gehörig 
sind,  und  die  wir  durch: 

und 

A,,,  /!,,  V,,  p,,  6,,  OÜ, 

andeuten  wollen,  woraus  dann  die  folgende  Form  des  allgemeinen  Integrales  erschlossen  wird: 

|.  _  C    e^  \x^^ x^'i^ x^t^ af^t^  ^x*^  x)        ^     ^ 


I      f^     ^J    \xr*      :r"-*      x"^"      x"^«  x»      x/         ^^ 


t' 


Gl)-  Ca), 

die  auch  mit  gänzlicher  Ausserachtlassung  der  letzten  Glieder  — -  und  — ^  hingestellt  zu .  werden  ver- 
mag,  ohne  dass  daraus  eine  Änderung  hervorgeht  in  der  Klasse,  zu  welcher  %^  und  s,  zu  zählen  sind, 
und  die  die  erste  sein  kann,  oder  die  zweite,  je  nach  den  in  der  Differentialgleichung  entweder  vorhan- 
denen oder  fehlenden  Abfällen  um  die  Einheit  in  den  Gradzahlen  der  Endcoefficienlen.  Nur  ist  zu 
bemerken,  dass,  wenn  man  diese  letzten  Bestandtheile  im  Exponenten  wirklich  ausgelassen  hat,  im 
.Verfolge  der  Rechnung  die  Nothwendigkeit  eintreten  kann,  die  beiden  particulären  Integrale  beziehlich 
von  den  Divisoren  ap""«  und  x"^«  nach  den  Angaben  von  S.  1  zu  befreien.  Um  nun  diese  neue  Rech- 
nung zu  vermeiden,  thut  man  gut,  die  erwähnten  letzten  Glieder,  wiewohl  sie  zu  dem  Zwecke  der 
Reduction  auf  die  erste  Klasse  gerade  nicht  unumgänglich  nothwendig  wären,  dazu  zu  nehmen. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphe  die  Bemerkung  gemacht,  dass  allemal  eine  Formänderong 
des  Integrales  durch  veränderte  Repartitionszahlen ,  d.  h.  ein  Übergang  von  rationalen  Gebilden  zu 
irrationalen  und  umgekehrt  sich  kund  gebe,  so  oft  irgend  einer,  der  alldort  mit  A.,  ju,  r,  ...  be- 
zeichneten Coefficienten  aus  der  Auflosung  einer  höheren  Gleichung  gezogene,  gleiche  Werthe  bekommt 
Diess  ist  hier  auch  der  Fall  und  es  besteht  die  (78)  als  allgemeine  Form  des  Integrales  nur  unter  der 
Bedingung,  dass  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  ^4  =  0  wirklich  von  einander  verschieden  sind. 
Läge  der  specielle  Fall  A,  =  A.,  vor,  filr  welchen  auch  ^'  =  0  wird;  so  hören  offenbar  die  Glei- 
chungen (77)  auf,  brauchbare  Werthe  für  /x,  v,  ...  zu  liefern,  und  man  ist  genöthigt,  zu  den  (76) 
zurückkehrend  und  namentlich  die  zweite  derselben  B  +  >l'/i  =  0  ins  Auge  fassend,  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden:  Entweder  ist  nämlich  für  den  doppelten  Wurzelwerth  A»  das  Trinom  B  von  Null  ver- 
schieden, oder  gleich  der  Nulle.  In  dem  ersten  und  gewöhnlichen  dieser  beiden  Fälle  existirt  gar  kein 
endlicher  Werth  von  /i ,  und  folglich  auch  kein  exponentieller  Factor  der  beiden  particulären  Inte- 
grale, wie  in  (78).  Man  wird  also  von  demselben  auch  nicht  befreien  können.  Dagegen  liegt  aber  der 
Befreiung  von  dem  einfacheren  exponentiellen  Multiplicator  e*  *"  ,  der  beiden  Genüge  leistenden  Wer- 
then gemeinschaftlich  ist ,  kein  Hinderniss  im  Wege.  Diese  kann  man  also  vermittelst  der  Substitution : 


bewirken,  und  wird  zu  einer  transformirten  Gleichung  gelangen,  die  aus  der  (72)  abgeleitet  werden 
kann  dadurch,  dass  man  fi  =  v=  . ..  =0  setzt.  Sie  ist  wegen  P=A,,  (?=. — mX: 

afax«"'.  r  +  [23e,/i  +  ae,]  x«.  j'  +  [x,  (X*  -  mXx^^)  +  3e,;i  +  s J  j  =  o. 

Das  erste  Glied  des  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  geordnet  gedachten  letzten  Coefficienten  ist: 

a,  A,*  +  tti  A  +  «0  =  4  =  ^• 

Dieser  gestattet  also  eine  Division  durch  x,  und  geht  mit  gehöriger  Berficksichtigung  der  Gleichungen 
(74)  und  (73)  über  in: 

Bx  +  ^x*  +  ^x*  -h +  ^x~-  +  (^  —  »»«.^)  a?*-*  +  iJ^—mb.X)  X*  + 

in  ähnlicher  Weise  verliert  auch  der  vorletzte  der  Gleichungscoefficienten  sein  erstes  Glied  und  ver- 
wandelt sich  bis  auf  einen  aus  ihm  ausgelassenen  Factor  x"*  in: 

Jfx  +  px*  +  ^'x»  + 

daher  sich  die  bereits  durch  x  getheilte  Transformirte  schreiben  lässt  in  der  Form: 

['in   +  6,X  +   C,X'   +    .  .  .]   X««-.  J"  +  [y  +    f ^  +  f'x'  +    .     .]   ^~J'  + 

+  [iy+.fx  +  ^x«  +  ...  +^x«-  +  (ifr-ma.A)x-^«  +  (^-mA,A)x«-^+    ..]  j  =  0. 

Hier  sind  in  den  Coefficienten  beziehlich  2m — 1,  m,  0  Factoren  x  ersichtlich.    Der  stärkste  Abfall 

in  der  Anzahl  derselben ,  bezogen  auf  das  Coefficientenpaar ,  findet  Statt  vom  ersten  auf  den  dritten, 

und  beträgt  2m      1  Einheiten  auf  zwei  Paare,  somit  m Einheiten  auf  das  Paar.    Fasst  man  also 

die  beiden  Werthe  von  %  unter  der  Form  e         auf;  so  gehört  einem  jeden  o  der  Divisor  x^^i  an 

fi 
und  ein  Anfangsglied,  wie    — ^izi«  entspricht  einem  jeden  derselben.   Die  beiden  ihnen  zugehörigen 

X       ' 

Werthe  von/c,  die /i^  und  — /i,  heissen  mögen,  liefert  die  binomische  Gleichung: 

a,fi'  +  ^  =  0, 

nnd  es  erscheint  somit  das  allgemeine  Integral  der  (57)  nicht  mehr  in  seiner  normalen  Gestalt  (78), 
kann  aber  in  der  folgenden,  von  ihr  abweichenden  vorausgesetzt  werden: 

,=  C,/(--Ä)'.„^,./(^-Ä)^.. 

allwo  ),  und  g,  Functionen  sind,  die  in  Bezug  auf  das  Verhalten  für  x  =  0  annoch  der  zweiten  Klasse 

angehören ,  und  zndem  irrational ,  namentlich  aber  mit  ^x  versehen  sind. 

Es  kann  beznglich  derselben  bemerkt  werden,  dass  man  sich  wohl  auf  dem  betretenen 
u 
Wege  anch  die  ferneren,  auf  ^^1    folgenden   Bestandtheile    des   Exponenten    allerdings  verschaffen 

X       ' 


gl  nr.    Abschnitt. 

liMMiih.  te»  <N^  «Wr  M»  ilHtfelbHi  Grinden,  welche  bereits  im  vorigen  Paragraphe  auseinandergesetzt 
>iitMNMi.  r«lkNlill^r  $<^i»  diese  Imtionalformen  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  vermittelst 
«ili^  ^<MUi<»<<'M  SiMililta  erst  in  rationale  umzuwandeln. 

bi  iw«jteii  Falle,  wo  ffir  den  doppelten  Wurzelwerth  X^  zugleich  A=A  =  B=0  wird, 
i^  dk'  iwt^tf  der  Gleichungen  (76),  die  sonst  zur  Bestimmung  von  /i  diente,  identisch  erfüllt,  was 
IM^  immer  dieses  /x  sein  mag.  Diess  veranlasst  ein  Verschwinden  der  zwei  ersten  Glieder  des  letzten 
(iMehttngscoeflficienten ,  herbeigeführt  durch  die  einzige  Annahme  X=X^,  und  man  wird  das  annoch 
unbestimmt  gelassene  /c  immer  so  wählen  können ,  dass  das  dritte  dieser  Anfangsglieder  den  CoefH- 
oienten  Null  bekommt,  d.  h.  dass: 

ausfällt  Diess  geschieht  in  der  Regel  für  zwei  verschiedene  Wurzelwerthe  fi^  und  //,.   So  lange  diese 
von  einander  verschieden  sind ,  wird  man  aus  den  folgenden  Gleichungen : 

D  =  D  +  Cp  =  Z>  +  4'p  =  D  =  Z>  +  Cr  =  0 

E  =  E  +  D(S=E  +  Aa=E  =  E^Cp==Q 

o  p  p  p  \  P»."- 

(M) 


ömt)  TIA  Tltp' 

M—nui^X==M+L'(so--fna^X=^M—Aw  —  nia^X==3I—ma^X====M+Cd  —  fna^X  =  0. 

w  B        B  Ga  6  Yip. 

N—mb^X  —  (mr—i)a^=N—Mx  —mb^X'-{m—i)a^ii  =  N  —  AK  —  mb^X—{m—i)a^ß  = 
=  N —  mb^X  —  (m — 1)  a,/i  =  N —  Coo  —  mb^X  —  (m — 1)  a^ji  =  0. 

w  B  ^ 

tnr  V,  p,  ...  if,  6,  oi  stets  branchbare  Werthe  gewinnen,  die  sehr  einfachen  nämlich: 

D 

r  ==  -  -ü- 
C 

E 

0  =  -^ 


(8») 


I 


^  =  -^  (^«a  X   —  M) 
Cr  m 


0)=—  {mb^X  +  (m— 1)  a.ji  —  N). 

u 


weldie  eigenüieh  zwei  Systeme  reprasentiren,  nämlich  das  der  Wurzel  /i=/^i  entsprechende,  das: 
Vi»  Pi»  •••  i/i»  Öl»  ö>i  heissen  mag,  und  das  andere  der  /t=jiit  angehörende,  welches  wir  durch 
r,,  p,,  . . .  i;,,  6,,  cw,  andeuten  wollen.  Wir  werden  also  in  diesem  Falle  offenbar  wieder  zur  nor- 
malen Form  (78)  zurucl^fQhrt,  nur  dass  in  derselben  A,  durch  A^  zu  ersetzen  kommt,  und,  da  die 
Gleichung:  «,/x*  +  B  =  0  unter  solchen  Umstanden  für  jx  zwei  gleiche  Wurzelwerthe  Null  liefert, 
80  lasst  sich  gewissermassen  annehmen,  dass  es  eben  diese  seien,  welche  die  Ruckkehr  von  der  irra- 
tionalen Integralform  (80)  zur  normalen  und  rationalen  vermittelt  haben. 

Gleichwie  aber  die  Formeln  (77)  anwendbar  zu  sein  aufh5ren,  wenn  X^=^X^  ist  so  hört 
auch  die  Brauchbarkeit  der  letzteren*  Gleichungen  (83)  auf,  wenn  jJLx=^it  wird,  weil  dann  der  in 
ihnen  erscheinende  Divisor  C  übergeht  in  die  Nulle.  Wir  sind  dann  genSfhigt  zu  den  firuheren  (82) 
zurückzukehren  und,  die  erste  von  ihnen  ins  Auge  fessend,  zwei  Falle  zu  unterscheiden:  den  gewöhn- 
lidien,  wo 

?  =  ?•*■  f^  •*■  **^' 

von  der  Nulle  verschieden  ist,  und  den  anderen,  wo  dieser  Ausdruck  far  den  Doppelwerth  /tx.  ver- 
schwindet Im  ersteren  enthalt  die  sonst  zur  Bestimmung  von  v  dienende: 

JJ  +  Cr  =  0 

einen  Widerspruch.  Es  existirt  also  kein  v  und  folglich  tritt  die  normale  Form  wieder  ausser  Wirksam- 
keit. Da  Indess  X  =  X^  und  ji=}JLt  vorhanden  sind,  so  wird  man  die  beiden  particulären  Integrale, 
wenn  auch  nicht 
liehen  einfocheren 


von  dem  exponentiellen  Faktor  in  (78),  doch  mindestens  von  den  beiden  gemeinschaft- 
in e^  \^'^lp!^)^  zu  befreien  im  Stande  sein  vermittelst  der  Substitution: 


Das  Resultat  derselben  geht  aus  der  transformirten  Gleichung  (72)  hervor  mittelst  der  Annahmen : 

P  =  X,  +  /i^x 

(?  =  —  mX^  —  (jti—  0  jii^x 

C=  C  =  0, 
und  sieht  nach  geschehener  Division  durch  x*  folgendennassen  ans: 

(«,  +  6,x  +  c.a?»  + )  X""-».  a"  +[D'  +  Etx  +  rx"  -+- 1  x"-.  j'    + 

-\-\D-^Ex-\-Fx*-\-. .  .+L3e^-*+iM-^ma,X)a!^+(N--^mb^X~(mr-i)a^u)x^-'  + 

Laua  a  u.  ^u  ''' 

+  {0-me,X-  (m-  1)  b,fx)  x"^'  + ]  J  =  0. 

Ihre  Coefiicienten  weisen  beziehlich  2itt  —  3,  m — 1«  0  Factoren  x  aus,  und  der  repartirte  Abfall  von 

3 
ifi—  -  Einheilen  auf  das  Coefficientenpaar  thut  einen  Dieter  kud  a:*^I  in  dem  Exponenten  beider 
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particulären  Integrale.  Dem  zofolge  erscheint  der  allgemeine  unter  solchen  Umstfinden  GenSge  leisletide 
Werth  abermals  in  irrationaler  Gestalt,  nämlich: 

Hier  sind  v^  und  — v^  die  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 
(87)  a,  r*  +  D  =  0  , 

i.  und  ),  aber  in  der  Regel  irrationale  Functionen  von  x,  die  noch  vermuthlich  in  gar  keiner  Bezie- 
hung zur  ersten  Classe  herabgebracht  sind,  und  deren  Erscheinen  zu  einer  Änderung  der  unabhängigen 
Veränderlichen  veranlassen  kann. 

In  dem  zweiten  und  ungewöhnlicheren  der  beiden  erwähnten  Fälle,  wo  nämlich  zufällig  auch 
D  verschwindet,  die  (87)  gleiche  Wurzeln  Null  bekommt  und  die  D  +  Cv  =  0  identisch  erffiUt,  wir 

u.  a  ^ 

Bestimmung  von  v  jedoch  untauglich  wird,  findet  wieder  eine  Ruckkehr  zur  rationalen  Form  statt, 
denn  man  wird  das  annoch  unbestimmte  v  dazu  verwenden  können,  das  folgende  Glied  des  letzten 
Coefficienten  zu  vernichten,  indem  man: 

E  =  E  =  E  +  D'v  +  a^v"  =  0 

annimmt ,  was  in  der  Regel  zu  zwei  verschiedenen  Werthen  r«  und  v^  fuhrt ,  denen  dann  wieder  paar- 
weise brauchbare  Werthe  von  p,  er, 9,  o>  entsprechen  werden,  gezogen  aus  den  Gleichungen: 

F  =  F  =  F+  JB'p  =  0 

T  p  V  » 

(?  =  G  =  ö  +  F'a  =  «  +  iS'a  =  0 

»         ff        p         P  P         » 


L=L=L  +  Kt=L  +  E't  =  0 

6  £  X  X  X  y 

M  —  »kl,  X  =  M  —  ma,  A,  =  Jtf  +  JB'i;  —  ma^  A  =  0 

N  —  rnb^X  —  (m— l)a,/£  =  N  +  JB' ö  —  m6,  A  —  (m— l)  a^ßi  =  0. 

O  — w*c,  A  —  (m— 1)  6,  u  — (m— 2)  a,v  =  O  +  lB'co— »u?,  A.  — (m  —  0  6,/£  —  (m  —  2)  a,v  =0. 

u  6         y 

Sie  sind  folgende: 

F  G  L 

f  =  —k-  "^--fe '  =  "#' 

ij  ^  —  (-  J^  +  nut,X) 

y 

e  =  ^  (-  AT  +  «i6. A  +  im-  1)  a,ji) 

V 

JtL  6 


nnd  80  sehen  wir  uns  denn  abermals  kraft  verschwindender  gleicher  Wurzeln  der  (87)  so  zu  sagen 
zur  normalen  Form  zurückgeführt,  in  welcher  nur  X  durch  At  und  /i  durch  jx^  ersetzt  werden  muss. 

Es  ist  wohl  nicht  nothwendig  diese  Untersuchung  auf  dem  betretenen  Wege  fortzusetzen. 
Der  gleichförmige  Gang  derselben  bringt  uns  die  volle  Überzeugung,  dass  ein  Übergang  von  rationalen 
in  irrationale  Formen  in  der  Regel  Platz  greifen  werde,  so  oft  sich  zur  Bestimmung  irgend  eines  der 

Coefflcienten  A,  /i,  r, eine  quadratische  Gleichung  ergibt,  die  gleiche,  nicht  verschwindende 

Wurzeln  hat;  wogegen  dann  gleiche  Nullwurzeln  der  binomischen  Gleichungen  stets  die  Verwandlung 
im  entg^|;engesetzteii  Sinne  begleiten  werden! 

t  Kommen  diese  beiden  Verwändlungen  hinter  einander  vor,  so  bleibt  die  normale  Form  (78) 
geltend.  Erscheint  nur  die  erste  ohne  der  zweiten,  so  wird  man  am  besten,  die  Rechnung  unterbre- 
chend, zur  Einlühirung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  behufs  der  Wegschaffung  der  Irra- 
tionalformen  greifen,  und  dann  die  ferneren  Schritte  den  auftauchenden  Formen  gemäss  einrichten. 

Um  zu  sehen,  in  welchem  Masse  die  Formen  der  Differentialgleichung,  auf  die  man  bei 
dieser  TYaasformation  stosst,  mannigbltiger  und  die  Betrachtungen  verwickelter  werden,  wenn  die  Ord- 
nungszahl der  Gleichung  wächst,  wollen  wir  uns  noch  die  folgende  Differentialgleichung  der  dritten 
Ordnung,  in  deren  Coefficienten  der  Reihe  nach  Sin,  2iti,  iti,  0  Factoren  x  befindlich  sind,  unter  m 
eine  ganze  Zahl  verstanden,  als  Beispiel  vorlegen: 

ae, .  a?** . «"'  +  f , .  a?'~ .  «^  +  I, .  x* . «'  +  ae, . «  =  0. 

Die  aufsteigend  nach  x  entwickelten  Coefficienten  3^,,  3^,,  f^,  f,  seien: 

3f,  =  a,  +  6,ar  +  c.ar*  + 

*t  =  «t  +  *ta:  +  c,x*  -h 

3E»  =  «t  +  *iar  -f-  c,  »•  + 

S.  =  a^  +  b.x  +  c.x*  + ; 

so  deutet  im  Allgemeinen  dieser  Coeffilcientenbau  auf  drei  particuläre  Integrale  hin  von  der  Form  (78). 

Wir  sagen:  im  Allgemeinen,  weil  durch  das  Verschwinden  der  mit  a,  6,  c,  ^ bezeichneten  An- 

dEingscoefficienten  in  entsprechender  Anzahl  annoch  jede  andere  Zusammensetzung  aus  Factoren  x  zu 
Tage  gebracht  werden  kann,  so  z.  B.,  dass  die  obigen  Factorenzahlen,  wegen  einer  möglichen  vor- 
gängigen Diviston  durch  ar**,  in  2iti,  m^  0\,  0  übergehen  können,  wo  dann  nur  zwei  so  gestaltete 
particuläre  Integrale  vorhanden  wären;  mit  emem  Worte  es  liegen  in  der  gemachten  Voraussetzung 
sehr  viele  specielle  Fälle ,  wodurch  diese  zu  einer  sehr  umfassenden  wird.  Um  nur  eines  der  particu- 
lären  Integrale  von  dem  durch  die  Formenlehre  bezeichneten  exponentiellen  Factor  zu  beflreien,  machen 
wir  abermals  Gebrauch  von  der  Substitution  (58),  eine  neue  abhängige  Veränderliche  %  vermittelst 
derselben  einfahrend.  Die  dadurch  erhaltene  transformirte  Gleichung  stellen  wir  zuvSrderst  mit  Hilfe 
der  Annahmen: 

9  ♦ 
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P  =  X  +  px  +  vx*  +  paif  +  ax^  +  Tx*  +  ... 


Q  =  —  mX — (m—i}fix  —  (m— 2)  vaf*—  (w— 3)  px* — («i — i)  (fx* — (w— 5)  rar* +. . . 
(90) 

Ä  =  m(m  +  l)/l  +  (m— l)m/u?  +  (m  — 2)  (m— 1)  vx*  -4-  (m  — 3)  (m— 2)pa7*  + 
+  (m— 4)  (m— 3)  tfa?*  +  (m— 5)  (m— 4)  ra?*  +  

nnd  dnreli  a;***  dividirend  hin  in  folgender  Gestalt: 

s,  x*"* . « '  +  hpx,  +  af,"]  x'*. « "  +  [i(P*  +  Qx^'y  x,  +  2i»x,  +  s,l  x*.  «*  + 

(9*)  r  -. 

+  [(i»-  +  3P(?x-^'  +  Äx«- )  3f,  +  (P*  +  (?x— )  *.  +  «?.  +  3f,]  »  =  0, 

und  verwandeln  sie  sodann  dnrcli  fernere  Entndeldang  nnd  Einfülurang  der  Bezeiclinnngen: 


(98) 


A  =  a,X* +  a,X*  +  a^\  + a,,  .^  =  3«,  A,»  +  2o,  A,  +  a, ,  A"  =  6a,X  +  2a, 
If  =  b,X*  +  b,X*  +  b,X  +  b„  f  =  3b,X*  +  2b,X  +  b„  f  =  6b,X  +  2b, 
C=e,X* -^e^X* +  e,X  +  e,,       C  ^  3e.X' +2e,X  +  e,,       C'  =  6c,A,+2e, 


/>  =  ^  +  ^^  +  i  j8>'  +  a,;i*,        ly  =  p  +  yVi  +  3o,/i»,,        ö"  =  y  +  6a./i 
ß  =  ß  +  J>  +  i  f >•  +  6./i\        f  =  ^+  ^'fi  +  36./i, ,        ^'  =  f  +  66,/i 


D  =  D+  Cv  , 

B  =  E  +  D'v  +  ^  C'v* , 

■j         f         ?  2  p 

P  =  F  +  E'v  +  ^irv* , 

V         |i.         (1  2  I» 

G  =  G  +  Fv  + 1  E'v*  +  a,v*, 

y  u  |i  2     |1. 


c  =  ir 

»      ji 

ly^c 

y              a 

ß»  =  />  +  Cv  . 

»         f 

P^E  +  D"v, 

»         1*        P 

F'  =  D" 

«         1* 

0'  =  F  +  ß'v  +  3a,r*, 

Transformalionslebre. 


6» 


Ä  =  Ä  +  /'  7  , 

L  =  L  +  Kn  , 

■n  t  i     ' 


6  71  TJ 

M=  M+  L'6, 

6  Ti  Tl 


M=  M+  L'co, 
u        e        e 


Ä'  =  /' 

n  c 

M  =  1.' 


L' 

R 

6 

TJ 

M 

__ 

I,' 

e 

71 

]W  =  L' 

b>  6 


in  die  unserem  Zwedce  unmitteltarer  zusagende  Transformirte  in  s: 

[«.  +  6.a?  +  ^.a?*  + ]  ar^.  «r  + 

+  i  [-4"  +  ö'a?  +  G'a?»  + 1  x*".  «"  4- 

+      r  J'  +  Ca:  +  JB'ar*  -h  «?«?•  +    ]  a?* .  «*  + 

+      \ä  ^  Bx  +  Cx*  +  Da^  + +  Kx^^  +  (L  —  ima^X' —  fna,X)  a?*"*  + 

La         p  y  p  T)  6 

+  {M  —  Sfnb^X^  —  fnö.X  —  3(2m— 1)  a^Xjx  -  (m  — 1)  a,/t)  ar*  + 


(93) 


«=0. 


In  ihr  sind  gieichCalls  Factoren  3m,  2m,  m,  0  der  auf  einander  folgenden  Coeflieienten  ersiciitlieh ; 
sie  hat  daher  auch,  so  wie  die  Gegebene,  in  der  Regel,  d.  h.  ffir  noch  unbestimmt  gelassene  A,  /x,  r,  . . . , 
drei  particulare  Integrale  von  der  Form  (58),  und  hat  solche  drei  sogar  gewonnen,  wenn  sie  sie 

ursprünglich  nicht  besass.  Eine  Ausnahme  hievon  machen  solche  speeielle  Werthe  von  A ,  /x ,  r ,  

fBr  welche  die  AnfEmgsglieder  des  letzten  CoefFicienten  eben  so  viel,  d.  h.  m  an  der  Zahl  der  Nulle 
gleich  werden,  die  also  die  folgenden  m  algebraischen  Gleichungen  erfBUen: 


a= 


B 

tt 

c 

D 

e 


C  +  B'v  =  C+  A'v  =  0 
D+Cp=D  +  Jlp  =  0 

»  »  »  A 


=  0 


(94) 


K  = 


=  Ä4-f,  =  0- 


L  —  3itia,/l^  ~  ma^X  =  L  +  Ad  —  3mii,A*  —  ma^X  =  0. 
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(«6) 


(»6) 
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In  Folge  dieser  nämlich  wird  die  (93)  darch  x^  theilbar,  und  biethet  naeh  geschehener  Division  nur 
mehr  2m,  m,  0,  0  Factoren  x  in  ihren  Coefficienten  dar,  die  auf  nur  zwei  particalare  Integrale  von 
der  besprochenen  Form  (58)  hindeuten,  so  dass  also  das  dritte  von  seinem  eiq^nentiellen  Factor  befireit 
erscheint.  Diess  kann  aber  geschehen  auf  drei  verschiedene  Arten,  weil  von  den  eben  aufgestellten 
(94)  die  erste,  als  nach  X  dem  dritten  Grade  angehSrig,  drei,  gewohnlich  von  einander  verschiedene 
Wurzeln:  A^,  A„  A,  besitzt,  und  die  darauf  folgenden  für  jedes  X  ein  entsprechendes  fuv^  p  ...  tf^O 
liefern,  was  zu  drei  Systemen  von  Werthen  dieser  Grössen  fahrt,  die  wir  durch: 

'^i  *     /^i  ^      '«^1  »      Pi  *      Vt  *      6t 

^t  »     /^t  ♦      '^t  ♦      P«  »  T?«  »      9, 

\*     /*•  ^      Vi  •      Pt  *      7i  '      6« 

bezeichnen  wollen,  und  die  offenbar  drei  verschiedenen  particularen  Integralen  angehörig  sind,  ans 
deren  Zusammensetzung  das  Allgememe  hervorgeht «  das,  wie  folgt,  aussieht: 

y  =         C^  er  ^-^     *^*     *^  x»     ar  J       jj    .^ 

Sämmtliche  /x,  r, i;,  6  besitzen  die  sehr  einfochen,  und  auch  so  lange  brauchbaren  Werthe, 

als  der  Nenner  A  von  der  Nulle  verschieden  ist: 

B  C  D 

,=__.  ,=-.,  ,=_.,  


K 

V  =  — 


Ihre  Giltigkeit  hört  auf,  wenn  für  ein  der  Gleichung  ^  =  0  entsprechendes  X  auch  4'  =  0  wird,  was 
bekanntlich  nur  im  Falle  gleicher  Wurzeln  der  erstgenannten  Gleichung  stattfinden  kann.  Dieser  glei- 
chen Wurzeln  können  entweder  zwei  oder  drei  vorhanden  sein,  und  wir  wollen  zuerst  den  ersten  dieser 
beiden  Fälle,  nämlich  Xi  =  X^  erledigen. 

Da  der  von  den  zwei  gleichen  verschieden  gedachten  dritten  Wurzel  X^  bestimmte  endliche 

Werthe  von /x,  r,  p i;,  6  aus  den  Formeln  (96)  angehören;  so  besteht  jedesmal  wenigstens 

ein  particuläres  Integral  in  der  Gestalt  (58),  das  dritte  nämlich  der  in  der  (95)  enthaltenen,  und 
nur  die  beiden  übrigen  vermögen  in  anderer  Form  au&utreten.  Indem  namehtlich  die  zur  Bestimmung 


-/K. 
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TOD  /4,  V,  p  .....i;,  6  dienenden  Gleichungen  (94)  IBr  X=X,  =  X^  verwandelt  werden  in  die 
folgenden : 

D  =  D  +  Cv  =  0 

•     >*     »^  m 

Ä  =  Ä+  Ce  =  0 

•        «         1* 

L  —  Snui,^;  —  ma,/l,  =  L  +  Cr}  —  3nui,^;  —  ma,  A,,  =  0, 

von  welciien  die  erste  gewölmlich  widerspreciiend  ist,  da  nur  ausnahmsweise  der  Werth  X^  sowohl 
A^  als  auch  B  verschwinden  macht;  so  gibt  es  unter  solchen  Umstanden  in  der  Regel  gar  kein 
fi,  v^  p i;,  6  und  man  ist  genöthigt«  es  bei  der  Substitution: 

y 

zu  belassen.  Ihr  entspricht  dann  eine  transformirte  Gleichung  in  j,  deren  CoeiBcienten  nach  geschehener 
Division  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  x  beziehlich  3m — 1,  2iti — 1,  iti,  0  solche  Factoren 
beätzen,  was  zu  den  Repartitionszahlen :  m,  m— -,  m — -  fährt.  Demgemass  lasst  sieh  das  allge- 
meine Integral  in  folgender  Gestalt  wiedergeben : 

y  =       C,  ir^  •"       *^        j,  +  C,  e^  *"  j,  + 

+-  C,  e^  ^*^    *^  *^    '^      «,, 

^llwo  /i|  den  der  binomischen  Gleichung: 

\  A'fi'  +  Ä  =  0  (98) 

^«nüge  leistenden  Werth  andeutet,  «,  eine  Function  erster  Classe,  )«  und  j,  aber  annoch  zur  zweiten 
blasse  gehörige  solche  bezeichnen. 

Eine  Ausnahme  hievon  findet  Statt,  wenn  die  binomische  (98)  verschwindende  gleiche  Wur- 
zln hat,  d.  h.  wenn  ffir  dasselbe  X=X^  jxl  gleicher  Zeit  A=A  =  B  =  0  wird.  Eine  Ruckkehr 
^iir  alten  normalen  Form  (95)  ist,  wie  gewöhnlich  unter  solchen  Umständen,  zu  gewahren,   denn  die 
«rste  der  Gleichungen  (97)  hört  auf,  eine  widersprechende  zu  sein,  und  verwandelt  sich  vielmehr  in 

«ine  identische.  Die  darauffolgenden  dienen  dann  offenbar  zur  Bestimmung  von  /x,  r,  p rj, 

Qid  namentlich  gibt  die  zweite,  die  nach  ji  quadratisch  ist,  zwei  in  der  Regel  von  einander  verschie- 
dene Werthe  dieser  Grössen ,  die  /l^  und  /x,  heissen  mögen. 


\ 
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Die  Normalform  (95)  des  allgemeiiien  Integrales  tritt  also  abermals  als  geltend  aof,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  man  in  ihr  A,  durch  X^  zu  ersetzen  haben  wird.  Zu  bemerken  ist  noek«  daas 
man  den  Werth  des  letzten  der  gesuchten  Coeflicienten,  nämlich  6,  nun  nicht  mehr  aus  dem  Systeme 
der  Gleichungen  (97),  die  zur  Bestimmung  der  übrigen  dienen,  abzuleiten  im  Stande  sei,  sieh  viel- 
mehr genothigt  sehe,  das  folgende  im  letzten  GleichungscoeflScienten  enthaltene  mit  dem  Factor  x* 
verbundene  Glied  verschwinden  zu  lassen,  um  eine  Gleichung  zu  erhalten,  die  zur  Ermittlung  von  0 
dient,  d.  h.  man  ist  genothigt  den  Formeln  (97)  noch  die  folgende  hinzuzusetzen: 

(«9)  M  +  CO  —  3ni6, A*  —  iw6,y\  —  3(2m— 1)  a^X^p,  —  (m—  1)  a,/i  =  0. 

Es  übt  diess  auf  die  Gestalt  der  transformirten  Gleichung,  die  aus  der  Substitution: 


^/(J;+;fc+;S.+  -+54)-. 


y 

hervorgeht,  einen  gewissen  Einfluss  aus,  den  man  sogleich  als  die  natfirliche  Folge  der  vorhandraeo 

Umstände  erkennt  Ihre  CoeSicienten  werden  nämlich  sämmtlich  durch  o^*  theilbar  und  biethen  besieh- 

lieh  2m—  1,  m  — 1,  0,  0  Factoren  x  mit  den  Bepartitionszahlen  m,  m—  1,  0,  die  auf  drei  parti- 

culäre  Integrale  in  der  Form  e         hindeuten,  deren  9  beziehlich  die  Nenner  x^,  j^%  x^  besitzen, 

was  auch  vollkommen  richtig  ist,  und  das  Hiezukonunen  der  neuen  zur  Bestimmung  des  6  dienenden 

Gleichung  erklärt. 

Gelegentlich  hat  man  ja^^^/jl^  als  speciellen  Fall,  in  welehem  die  sonst  zur  Bestimmung  des 

V 7;,  0  dienenden  Gleichungen  (97),  wegen  dem  verschwindenden  C,  ihre  Dienste,  in  der 

1  v- 

Regel  wenigstens,  und  so  lange  versagen,  als  D  =  D+Ca'\---  B"u*  +  a^u*  von  Null  verschieden 

u-       X        X  2   A  ■' 

ist.  Man  begnügt  sich  dann  wieder  mit  der  einfacheren  Substitution: 

erhält  eine  Transformirte  in  },  deren  Goefficienten  beziehlich  3m— 3,  2m  — 3,  m— 1,  0  Factoren 

3              3 
X  enthalten,  mit  den  Bepartitionszahlen:  m^  m ,- m .  Es  tritt  daher  unter  den  Bedingungen: 

C  =  C  =  0 
die  folgende  neue  Forni  des  allgemeinen  Int^rales  auf: 

\\  und  —  Vi  sind  die  Iwiden  Wurzeln  der  biuomisehen  Gleichung: 


\ 
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).  und  h  der  zweiten,  «,  aber  der  ersten  Klasse  angehorige  Functionen. 

Im  Fälle  gleicher  Wurzeln  der  letzterwähnten  binomischen  Gleichung,  denen  man  begegnet, 
wenn  zofiUlig  11  =  0  wird,  sieht  man  sich  abermals  zur  rationalen  Urform  zuräckgefuhrt,  nor  mit 
dem  Unterschiede,  dass  in  derselben  jetzt  \  durch  A^  und  /x,  durch  /i^  zu  ersetzen  kommt  Die  Giei- 

diongen  (97)  und  die  (99)  fahren  fort  r,  p, 17  zu  bestimmen,  nur  zur  Bestimmung  des  letzten 

derselben,  von  Q  nämlich,  hat  man  abermals  eine  neue  Gleichung  hinzuzuffigen,  die  aus  dem  der 
Nulle  gleich  gesetzten,  mit  dem  Factor  acr**^'  verbundenen  Gliede  des  letzten  Coefficienten  der  Trans- 
formirten  (93)  hervorgeht,  was  abermals  seinen  Grund  in  der,  gemäss  den  obwaltenden  Umständen, 
nothwendigen  Form  des  allgemeinen  Integrales  seinen  Grund  findet 

Es  ist  nicht  nothwendig  diese  Untersuchung  auf  dem  betretenen  Wege  fortzusetzen,  denn 
man  sieht  klar,  dass,  wenn  die  zur  Bestimmung  von  X  dienende  Gleichung  4  =  0  zwei  gleiche  Wur- 
zeln hat,  die  folgenden  Coeflficienten /x,  r,  höchstens  doppelwerthig ,  durch  eine  quadratische 

Gldehung  bestimmt  werden  können.  So  oft  femer  eine  solche  quadratische  Gleichung  gleiche,  nicht  ver- 
schwindende Wurzeln  besitzt,  muss  die  rationale  Urform  einer  irrationalen,  mit  Quadratwurzeln  versc- 
halen Platz  machen.  Gleiche  Nnllwurzeln  der  binomischen  Gleichungen  verwandeln  diese  irrationalen 
in  die  rationale  Urform  wieder  zurück. 

Unterwerfen  wir  jetzt  den  an  Unterabtheilungen  reicheren  Fall:  A;  =  A;,  =  A,,  =  >1,  der 
Gleichung  ^=0  der  Erörterung.  Man  hat  hier  auch  ^  =  ^'=^"  =  0.  Gewöhnlich  wird  dann  für 
ein  solches  X  das  Polynom  B  nicht  verschwinden,  die  zweite  der  Gleichungen  (94)  also  euien  Wider- 
sprach enthalten.  Die  Form  (58)  wird  somit  gar  keinem  particulären  Integrale  zukommen  und  man 
"Wird  sich  mit  der  Substitution: 

"^      i  (100) 

I)egnägen  mässen.  Die  ihr  entsprechende  transformirte  Gleichung  in  z  wird  dann  beziehlich  Factoren 
^  in  ihren  Coefficienten  3iti — 1,  2m,  m,  0  an  der  Zahl  aufweisen,  mit  der  dreien  Coefficientenpaaren 

gemeinschaftlichen  Repartitionszahl  m ,  woraus  die  neue  irrationale  Form  des  allgemeinen  Inte- 

gr^ales  hervorgeht: 

,  -  c.  ^"•■^'■•*' ,  +  c.  y?*+'-*'  ■,  +  c. ^*^'-*' ... 

Mm.  ^  /i,  und  ju,  sind  die  drei  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a,/x»  +  ^  =  0,  (101) 

^^  ^  },  und  ),  aber  der  zweiten  Klasse  angehorige  Functionen.  Verschwinden  die  drei  Werthe  von  /i  in 
•^^Ige  von: 

^  =  0, 

10 
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so  geht  die  zweite  der  Gleichungen  (94)  aus  einer  widersprechenden  in  eine  identische  dber.  Die  nor- 
male Form  (95)  hört  daher  auf  unzulässig  zu  sein.  Da  indess  die  darauffolgende  dritte,  nämlich: 

nur  einen  einzigen  Werth  von  p,  zu  den  drei  gleichen  X  liefert  und  dasselbe  auch  von  der  darauf- 
folgenden vierten,  fünften  u.  s.  w.  in  Bezug  auf  r,  p, gesagt  werden  kann;  so  ergibt  sich 

auch  offenbar  nur  ein  einziges  particuläres  Integral  in  der  normalen  Form.  Um  über  die  Beschaffenheit 
der  beiden  übrigen  Aufschluss  zu  erhalten,  ist  es  erspriesslich,  abermals  auszugehen  von  der  einfachen 
Substitution  (100).  Die  ihr  entsprechende  Transformirte,  die  aus  der  allgemeinen  (93)  durch  ffullsetzen 

von  /i,  r,  p hervorgeht,  biethet,  wie  leicht  einzusehen,  die  Gradzahlen  der  Coeffiicienten : 

3w,  2m+l,  m+1,  2  und  mit  ihnen  die  Repartitionszahlen  m  — -,  m — -,  m — 1   dar,    woraus 

2  2  J'<fdx 

wir   drei    particuläre  Integrale    dieser   transformirten   Gleichung   in    der   Form    e  erschliessen« 

deren  (p  beziehlich  die  Divisoren:  x"*"»,  a:*"^,  a:""*  tragen,  woraus  dann  wieder  ein  allgemeines 
Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  in  der' folgenden  neuen,  nicht  mehr  cubischen,  sondern 
nur  Quadratwurzeln  beherbergenden  Form  hervorgeht: 

/i,  und  — /i^  sind  hier  die  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a./x«  +  y  =  0, 

),  und  ü,  Functionen  der  zweiten,  «,  aber  eine  bereits  der  ersten  Classe  angehorige. 

Gleichwie  nun  die  drei  verschwindenden  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung  (101)  einen 
Übergang  zweier  verschiedener  Irrationalformen  mit  dritten  und  zweiten  Wurzeln  in  einander  bewirkt 
haben,  eben  so  vermitteln  die  zwei  für  ^  =  0  gelegentlich  in  Null  fibergehenden  Wurzeln  der  letzten 
binomischen  Gleichung  einen  ähnlichen  Übergang  in  eine  neue,  ebenfalls  Cubikwurzeln  enthaltende  Irra- 
tionalform. Unter  der  Voraussetzung  nämlich,  dass  ^  =  ^'=^"  =  jB  =  JB'  =  0  wird  für  ein  und  das- 
selbe A,  weist  die  der  einfachen  Substitution: 

(!(»)  y  =  e^^    .  a 

entsprechende  transformirte  Gleichung  Coefficienten  aus,  die  beziehlich  dem  Grade:  3m,  2m-|-l,  m4-2,  2 

2 
angehören,  und  denen,  die  dreien  Coefficientenpaaren  gemeinschaftliche  Repartitionszahl  m ent- 

o 

spricht,  woraus  wir  auf  die  neue  Gestalt  des  y  schliessen: 

y  =  C.  c^  *"  j,  +  C,  e«'  ^  ».  +  C,  e^  *^  a,- 

Hier  bezeichnen  /tj,  /x,  und  /t,  die  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

a,p'  +  f  =  oi 

if>  )>  •  i,  aber  in  der  Regel  noch  zur  zweiten  Ciasse  gehörige  FunrMoneit. 
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♦ 

Endlich  können  auch  hier  noch  gleiche  Nullwerthe  von  /i  auftauchen,  wenn  zufSllig  zu  glei- 
cher Z«t:  ^=^'=^"=Ä=JB'=C'=0  wird.  Die  Gradzahlen  der,  der  einfachen  Substitution 
(102)  angehörigen  transformirten  Gleichung  gehen  dann  aber  in:  3m,  2m +  1,  2m +2,  3  und  biethen 
die  gemeinsame  ganze  Repartitionszahl  m —  1,  zum  Zeichen,  dass  sich  die  irrationalen  Formen  in  ratio- 
nale umgestellt  haben.  Die  allgemeine  Substitution  (58)  und  die  ihr  entsprechende  allgemeine  Trans- 
formirte  (93)  treten  daher  wieder  in  ihre  Rechte  ein,  und  es  wird  von  den  zur  Bestimmung  von 

X,  /i,  V dienenden  Gleichungen  (94)  die  erste  eine  dreifache  Wurzel  X  bekommen,  die  zweite 

and  dritte  wird  identisch  erfOllt  sein,  die  vierte  aber  übergehen  in  die  nach  /i  dem  dritten  Grade 
angehorige: 

D  =  D  =f  +  i^/i  +  ^  fM"  +  «./^*  =  ö.  (108) 

man  wird  sohin  drei,  in  der  Regel  von  einander  verschiedene,  ihr  Genüge  leistende  Werthe  gewinnen, 
die  sich  mit  /i^ ,  /i,  und  /x.  bezeichnen  lassen,  und  deren  jedem  ein  einziges  System  von  Wcrthen  der 

folgenden  Coefflcienten  1; ,  p  angehören  wird.  Wir  sehen  uns  also  zu  der  normalen  Urform  des 

allgemeinen  Integrales  (95)  zuräckgefahrt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  in  derselben  A«  sowohl, 

wie  auch  A,  durch  A,  zu  ersetzen  kommt,  und  dass  zur  Bestimmung  der  A,  /i,  r 6  nicht 

die  m  ersten  Anfangsglieder  des  letzten  Coeflficienten  der  Transformirten  (9^^  sondern  vielmehr  solche 
m+2  an  der  Zahl  concurriren,  eine  Wahrnehmung,  deren  Grundursache  auf  dem  unmittelbar  frfiher 
betretenen  Wege  eingesehen  werden  kann. 

Es  ist  wieder  nicht  nöthig,  die  Untersuchung  in  der  geübten  Weise,  beziehlich  der  mit 
IS  p  bezeichneten  Grossen  fortzusetzen ,  denn ,  was  sich  über  die  bald  rationalen ,  bald  irra- 
tionalen Werthe  von  /x,  die  den  verschiedenen  möglichen  X  entsprechen,  sagen  Hess,  das  gilt  offenbar 
auch  von  den  bald  rational,  bald  irrational  ausfallenden  v ,  je  nach  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der 
eubischen  Gleichung  (103)  in  /x.  Dass  bei  Differentialgleichungen  von  höheren  Ordnungen  die  verschie- 
denen vorkommenden  Fälle  in  grösserer  Anzahl  und  die  ins  allgemeine  Integral  eingehenden  Irrational- 
formen  in  grosserer  Mannigfaltigkeit  vorhanden  sein  können ,  ist  nicht  schwer  einzusehen.  Ihre  Erkennt- 
Qiss  biethet  aber  bei  dem  gleichförmigen  Gange  der  Untersuchung  keine  wesentliche  Schwierigkeit 

Der  gegenwartige  Paragraph  hat  bisher ,  wie  man  sieht ,  sich  nur  die  Aufgabe  gestellt ,  die 

Befreiung  zu  erwirken  eines  in  der  Form  e         gedachten  particulären  Integrales  von  einem  exponen- 

'iellen  Factor,  wie  der  (56)  insofeme  als  derselbe  noch  rational  erscheint,  oder,  was  dasselbe  ist,  als 

diesem  particulären  Integrale  noch  eine  ganze  Repartitionszahl  zukommt.  Weisen  gebrochene  Reparti- 

tionszahlen  auf  Irrationalgrössen  hin ;  so  ist  es  in  den  meisten  Fällen  räthlich,  aus  ähnlichen  Gründen, 

Mrie  die  im  vorhergehenden  Paragraph  für  analoge  Fälle  beigebrachten,  zuvörderst  die  Verwandlung  in 

rationale  Formen  vermittelst  einer  passenden  Substitution  zu  bewirken,  deren  Art  und  Weise  der  S.  5 

lehren  wird,  weil  man  es  sonst  mit  irrationalen  Gleichungen  zu  thun  bekommt,  denen  sich  unsere 

Integrationsmethoden ,  wenigstens  nicht  mit  Leichtigkeit  anschmiegen.  Es  hat  ja  mit  den  gewöhnlichen 

algebraisohen  Gleichungen  ungefähr  dieselbe  Bewandtniss.   Die  für  dieselben  bestehenden  Auflösungs- 

10  * 
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methoden  boren  im  Grunde  nicht  anf  gUtig  zu  sein,  wenn  diese  Gleichungen  irrational  werden,  und 
doch  ist  es  meist  zweckdienlicher,  durch  das  Verfahren  des  Potenzirens  sie  von  den  in  ihnen  enthal- 
tenen Wurzelgrossen  zu  befreien. 

S.  4. 
Das  Differeoziren  nnd  lotegriren  der  partiknl&ren  Integrale  in  der  Differentialgleichong  selbst. 

Liouvi liebhat  im  Journal  de  tecole  Polytecfmigue  tarne  XIIL  page  163  eine  Dif- 
ferentialgleichung der  zweiten  Ordnung  dadurch  integrirt,  dass  er  von  den  zwei  partikularen  Inte- 
gralen derselben  DifTerentialqnotienten  von  allgemeiner  Ordnungszahl  nimmt,  und  die  neue  Gleichung 
bildet,  der  diese  Genüge  leisten.  Da  nun  Liouville's  Verfahren  sehr  geeignet  ist,  von  dem  even- 
tuellen Nutzen  dieser  Transformationsweise  wenigstens  einen  vorlaufigen  Begriff  zu  geben;  so  wird 
ilire  kurze  Anffihrung  an  dem  gegenwärtigen  Orte  erspriesslich  sein.    Die  Differentialgleichung  ist  die 

folgende : 

(104)  («,  ar*  +  6,  X  +  cj  y"  -h  (a,  x  +  b,)  j/  +  a.  y  =  0. 

Liouville  fuhrt  eine  neue  abhängige  Veränderliche  ein  vermittelst  der  Substitution: 

(105)  y  =  ^-^  =  «-^, 

und  differenzirt  sodann  das  Gleichungspolynom  ji  -  mal  Glied  für  Glied  nach  der  bekannten  allgemeineji 
Formel  für  die  Differentiation  eines  Produktes.  Das  Resultat  ist  die  folgende  neue  Gleichung  in  %: 

(106)  [ö.a?'  +  6.a?  +  c,]  «"  +  [(2a,/x+a.)  x  +  b,jx  +  b,]  «'  +  [a./x  (/i— 1)  +  «./i  +  «o]  «  =  0, 

welche  genau  dieselbe  Form  hat,  wie  jene  in  y^  und  um  den  einen  neu  eingeführten  Parameter  /i 
mehr  besitzt.  Dieser  lässt  sich  daher  nach  Belieben,  also  auch  so  wählen,  dass: 

(107)  a.  /*  Ox  —  1)  +  «i  /i  +  «•  =  0 

wird.  Bezeichnen  wir  die  zwei  dieser  Gleichung  zukommenden  Wurzeln  mit  ju.  und /i,,  so  wird  eine 
jede  von  ihnen,  anstatt  /x  gesetzt«  das  letzte,  mit  dem  Faktor  «  verbundene  Glied  der  Gleichung 
verschwinden  machen ,  und  man  ¥ard  haben : 

(108)  [a.x'  +  6.x  +  cj  a"  +  [(2a,/i,  +  a,)  ar  +  6./i.  +  6j  ä'  =  0, 

(109)  [a,x'  +  b^x  +  cj  «"  +  [(2a,/i,  +  aj  x  +  b,/i,  +  6.]  ä'  =  0. 

Jede  von  ihnen  biethet  als  eines  der  particulären  Integrale  eine  Constante,  wahrend  das 

andere  eine  Function  von  x  ist    Die  Constanten  seien  A^  und  ^1, ,  die  anderen  B^  %^  und  B,  s, ,  so 

wird  man  y  nach  Belieben  entweder  gleich  -; — -^  oder  gleich  -- — ;r^  annehmen  können ,  sohin  das 

dx'^*  dx~^* 

folgende  aligemeine  Integral  erhalten: 
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Es  eneheint  also  durch  dieses  Verfohren  auf  zwei  verschiedene  Arten  jedesmal  eines  der  zwei  parti- 
dliren  Integrale  beseitigt,  wodurch  das  andere  berechenbar  gemacht  wird.  Jedermann  wird  nun  leicht 
hieran  die  Vermuthung  Imupfen,  dass  durch  den  Kunstgriff  des  Differenzirens  und  Integrirens  auch  bei 
kiherei  Gleichungen,  entweder  die  Beseitigung  eines  particulären  Integrales  erzweclct,  oder  irgend 
eine  »dere  Wirkung,  z.  B.  Verwandlung  in  eine  geschlossene  Form,  vielleicht  bewericstelligt  zu 
woden  TwrmSchte.  Wir  finden  uns  daher  veranlasst,  das  Differenziren  und  Int^riren  in  der  Gleichung 
seihet  einer  allgeprineren  und  aufmeriffiameren  Discussion  zu  unterwerfen.  Das  vorgelegte  einfache, 
sdim,  wie  gesagt,  von  Lionville  erkiesene,  sorgsam  durchgerechnete  Beispiel  soll  uns  hiezu  den  Weg 
bduMB.  Denn  w«m  wir  uns  hier  über  die  Bedeutung  der  einzelnen  Rechnungsmomente  und  ihren  Bin- 
I188  auf  die  Beschaffenhdt  der  genugenden  Werthe  genaue  Rechenschaft  zu  geben  vermögen;  so  kSnnen 
wir  mit  Grund  hoffen,  dass  uns  dasselbe  auch  allgemein  bei  einer  beliebig  gestalteten  Gleichung 
gdingen  werde. 

Der  Klarheit  wegen  statuiren  wir  zuvorderst  den  einfachsten  möglichen  Fall,  dass  die  alge- 
braische Gleichung  (107)  in  jj,  eine  oder  auch  zwei  ganze  positive  Wurzeln  besitze.  Die  gemachte 
Substitution  (105)  fahrt  in  diesem  Falle  anstatt  der  abhängigen  Veränderlichen  y  ein  /x^  Integral 
eines  Differentialausdruckes,  wie  %dx^ ,  ein,  ein  analytisches  Gebilde,  von  dem  wir  wissen,  dass  es 
vieldeutig  sei,  insofeme  als  ihm  eine  algebraische  Function  vom  Grade  jul  —  1  mit  willkürlichen  Coef- 
ficienten  hinzugefugt  werden  kann.  Die  durch  die  in  ,Rede  stehende  Substitution  zunächst  erhaltene 
Differentialgleichung,  d.  h.  die: 

(a,x*  +  b,x  +  c;) f^'\dxV^'^  +  (a,x  +  b;)f^  'zdx^-^'  +  a^f\dx^  =  0  (111) 

wird  daher,  wenn  man  sich  den  allgemeinen  Werth  von  »,  der  ihr  Genüge  leistet,  gegeben  denkt, 
nicht  in  jeder  Bedeutung  von  /*  %dx^^  d.  h.  nicht  für  beliebige  Werthe  der  constanten  Coefficienten 
des  oberwähnten  algebraischen  Polynomes,  sondern  nur  für  gewisse  solche  erfüllt  sein,  weil  sonst  die 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mehr  als  zwei  verschiedene  particuläre  Integrale  zulassen 
Qiosste.    Man  ist  also  genothigt,  sich  ein  ähnliches  algebraisches  Polynom  vom  Grade   /£ — 1   mit 
bestimmten  Coefficienten  auch  als  Bestandtheil  des  Gleichungspolynomes  zu  denken.  Dieses  verschwin- 
det aber  in  Folge  der  zunächst  darauf  eingeleiteten  ju- maligen  Differentiation  von  selbst,  ein  Umstand, 
4er  uns  der  ferneren  Berücksichtigung  der  Vieldeutigkeit  des  Symbolesy*  %dxi^  fiberhebt.  Es  ist  also 
^e   trantformirte  Gleichung  (106)  in  »  aus  der  (104)  im  y  in  aller  Strenge  für  ganze  und  positive 
folgerichtig  abgeleitet;  und  hat  die  Algebraische  (107)  eine  solche  ganze,  positive  Wurzel  /i«,  so  gilt 
^ese  Folgerichtigkeit  auch  von  der  Differentialgleichung  (108).    Sie  gestattet  ihrer  einfachen  Form 
^Kregtm  eine  unmittelbare  Integration,  und  gibt: 


(1») 


\ 
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allwo  O  und  H  die  willkürlichen  Integrationsconstanten  bedeuten.    Hieraus  geht  nun  ein  zweftheiliger 
Werth  von  y  hervor,  nämlich: 

in  welchem  H  zwar  ohne  allem  Zweifei  eine  willkürliche  Constante  darstellt,  dassdbe  Jedoch  von  den 
60 9  Gl*  Gt  "'  G^  offenbar  nicht  behauptet  werden  kann,  weil  die  Gleichung  (104)  in  y  nidit 
mehr  als  zwei  von  einander  verschiedene  particulare  Integrale  zu  besitzen  vermag.  Um  nun  die  Wertbe 
dieser  Constanten  zu  erhalten,  und  überhaupt  über  das  Verhalten  des  ersten  B^ptandtheiles  von  y 
grundlichen  Aufschluss  zu  gewinnen,  lassen  wir  für  einen  Augenblick  das  willknrlidie  H  verschwin- 
den, und  substituiren  den  in  Gestalt  eines  geschlossenen  algebraischen  Polynomes  darnach  erscheinen- 
den Werth  von  y  in  (104) ,  der  er  Genäge  leisten  soll ,  gewinnen  als  Substitutionsresultat  abermals 
ein  geschlossenes  algebraisches  Polynom  vom  Grade  /i,  und  setzen  seine  sammüiehen  Coeffieienten, 
/i  + 1  an  der  Zahl ,  jeden  ffir  sich  der  Nulle  gleich ;  so  gelangen  wir  zum  folgenden  Systeme  von 
Gleichungen: 

Go[a,/^t  Oi— 0  +  a,/i,  +  «o]  =  0 

öi  [«,(/£ -l)0ti,--2)+a,Oi,-l)+aJ  +Go[^  /^i  (/it-  0  +  *t  /i.     ]  =  0 
(114)  G.[a,0u-2)(/u,--3)+a,Oi,-2)+aJ+G,[6,(fc -1)(^^^  .  c. /i.  (/x,-!)  =0 

G.  [«.0^i-3)(/i,-4)+a,(/i -3)+flo] +G,[6,(/i,-2)(/i,-3)+6.(/^ 


«r[a.O.-^)0-^-i)  +  «i(/ii-^)  +  «o]  +  Otv-i[*,0i-r+l)  dl—r)  +  b,Qji,-r+i)]  + 
+  Gr^,  .  c.  (/i,  -  r  +  2)  (/u,  -  r  +  1)  =  0. 

Gj,-.  [2a,  +  2a,  +  ««]  +  <»\a-.  [ö*.  +  36.]  +  G.^^,  .  12  .  c,  =  0 
G^,,  [  a,  +  aj  +  ö^-.  [2b,  +  26 J  +  G^_. .    6  .  c,  =  0 

«a      [  öo]  +  üj.-.  [  6 J  +  G',_,  .    2  .  c,  =  0. 

Die  erste  von  ihnen  ist  identisch,  was  auch  G^  bedeuten  mag,  wegen  des  verschwindenden 
Factors,  der  ihm  anhängt    Sie  lässt  sohin  diese   Constante  willkürlich.    Die  folgenden  geben  in  der 

Regel  der  Reihe  nach  für  (?,,  G,,  G,,  G^  dem  willkürlichen  G^  proportionale  Ausdrucke. 

Wir  stehen  also  hier  abermals  vor  einer  Differentialgleichung,  die  ein  particuläres  Integral  in  geschlos- 
sener Form  besitzt,  wenn  eine  gewisse  Function  der  in  ihr  erscheinenden  constanten  Parameter, 
nämlich  die  durch  Auflösung  der  (107)  gezogene: 


eine  ganze,  positive,  übrigens  aber  ganz  beliebige  Zahl  darstellt  Dieselbe  Eigenschaft  haben  wir  auch 
im  zweiten  Abschnitte  dieses  Werkes  an  den  alldort  behandelten  Differentialgleichungen  wahrgenommen, 
deren  Coefiieienten  die  Gradzahl  Eins  nach  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  nicht  fiberschreiten, 
nar  mit  dem  Unterschiede,  dass  es  alldort  auch  mehrere  geschlossene  particuläre  Integrale  geben 
konnte,  wenn  nur  (fir  jedes  derselben  die  einzige  Bedingungsgleichung  des  geschlossenen  Vorhanden- 
seins erffiUt  war,  die  dann  stets  besagte,  dass  eine  Function  der  constanten  Parameter  eine  ganze 
positive  Zahl  darstelle;  hingegen  die  Existenz  eines  geschlossenen  ersten  particulären  Integrales  zwar 
aueh  nur  von  der  Erffillung  einer  einzigen  solchen  Bedingungsgleichung  abhängig  ist,  die  eines  zweiten 
jedoch  das  Stattfinden  zweier  Bedingungen  erheischt,  wie  wir  allsogleich  sehen  werden.  Es  kann  näm- 
lich die  zur  Bestimmung  von  fi  dienende  (107)  auch  ganze  und  positive,  aber  gleiche  Wurzeln 
besitzen.  Man  wurde  jedoch  irren,  wenn  man  glaubte,  dass  nun  jeder  von  ihnen  ein  geschlossenes 
particuläres  Integral  vom  Grade  /x  angehörig  sei,  dass  man  folglich  zweien  verschiedenen  solchen  in 
diesem  Falle  begegne,  denn  die  Gleichungen  (114)  sind  offenbar  ihrer  Gestalt  nach  gar  nicht  geeignet, 

zu  einem  einzigen  jli  Doppelwerthe  für   G^,  C,, G„   zu  liefern.    Der  wiederholten  Wurzel /i 

entspricht  daher  zwar  ein  geschlossenes  Integral,  aber  nur  ein  einziges.  Noch  mehr,  es  können  jl£, 
und  /e,  ungleiche,  jedoch  ganze  und  positive  Zahlen  gelegenUich  vorstellen,  ohne  dass  mehr  als  einer  von 
ihnen,  und  zwar  namentlich  der  kleineren  ein  geschlossenes  Integral  angehört  In  derThat,  nehmen  wir  an, 
/i,  sei  die  grössere  der  beiden  ganzen  positiven  Zahlen  /x«  und  ju^«  so  wird  ihr  kein  Genüge  leistendes 
algebraisches  Polynom  vom  Grade  /x,  entsprechen,  es  sei  denn,  dass  eine  neue  Bedingung  zwischen 
den  constanten  Parametern  der  Differentialgleichung  besteht.    Hievon  überzeugt  man  sich  aus  dem  Baue 

der  Gleichungen  (114),  in  welchen  die  der  Reihe  nach  zu  bestimmenden  Gf.,  &,,  6,,  Coeffl- 

denten  tragen,  die  Functionen  von  fx  sind,  und  die  aus  einander  dadurch  hervorgehen,  dass  man  diese 
Grosse  jedesmal  beim  Übergang  zum  nächstfolgenden  dieser  Coefficienten  um  die  Einheit  verringert.  Da 
nun  der  Voraussetzung  nach  /x,  und  fi^  beide  ganz  sind,  so  wird  durch  solch'  eine  successive  Verrin 
gemng  /t,  endlich  in  p.^  verwandelt,  und  da  diess  ebenfalls  eine  Wurzel  der  (107)  ist,  so  geht  der  Coef 
ficient  von  G^^-^^^  iß  deijenigen  Gleichung,  aus  welcher  eben  dieses  G^^^^^  zu  bestimmen  wäre,  in 
die  Nulle  über.  Diese  wird  daher  entweder  identisch,  wenn  die  übrigen  in  ihr  vorkommenden  Glieder 
far  sich  Null  geben,  also  wenn  nebst  den  Bedingungen  der  ganzen  und  positiven  Beschaffenheit  von  /l^ 
und  /x,  noch  eine  dritte  erfüllt  ist  Zwei  willkürliche  Constanten,  6,  nämlich  und  G„^^^^^  und  mit 
ihnen  im  Zusanunenhange  auch  zwei  geschlossene  particuläre  Integrale  sind  hievon  die  Folge.  Oder  sie 
liefert  ffir  G^^^^^  einen  unendlichen  Werth,  welches  letztere  der  gewöhnliche  Fall  ist.  Dem  lässt 
sich  nun  freilich  entgehen  dadurch,  dass  man  G^  verschwinden  macht,  wo  dann  G»  ^^  durch  seine 
Gleichung  nicht  bestimmt  ist,  allein  es  zieht  diess  das  Verschwinden  von  &^,  6,,  ...  G^  ^„  ^^  nn- 
mittelbar  nach  sich,  und  man  bekommt  zwar  far  die  übrigen  Coefficienten,  von  &a,-u,4.i  angefan- 
gen, Werthe,  sie  gehören  aber  nicht  zu  einem  Polynome  vom  Grade /x,,  sondern  vielmehr  zu  einem 
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vom  Grade  /i^ ,  also  zii  dem  der  kleineren  Wurzel  p,^  entspreehenden  partienlaren  Integrale.    Und 
diess  ist  also  offenbar  das  einzige  in  der  Regel  in  geschlossener  Form  erscheinende. 

Da  nun  das  der  grosseren  Wurzel  fi^  entsprechende  particuläre  Integral  offenbar  kein  ge- 
schlossenes algebraisches  Polynom  ist,  so  fragt  sich,  in  welcher  Form  dasselbe  vorhanden  sei?  üb 
hierüber  Aufschlnss  zu  erhalten,  wollen  wir  die  Differentialgleichung  von  dem  dnen,  der  Ueinereii 
Wurzel  /i^  entsprechenden,  stets  vorhandenen  particuliren  Integrale: 

(116)  y.  =  Go^^'  +  G,xP'-*  +  G.xl^'-  +   +  G^, 

befreien,  indem  wir  in  dieselbe  nach  der  bekannten  Methode  der  Variation  der  Constanten  eine  neue 
abhängige  Veränderliche  u  einfuhren  vermittelst  der  Substitution : 

y  =  ytfwlx. 

Die  daraus  hervorgehende  Gleichung  in  u  ist  die  folgende : 

(116)  (a^x^  +  6,x  +  cj  y,  .  M'  +  [2  («,x'  +  6,x  +  c.)  y\  +  (a,x  +  6J  yj  u  =  0. 

Sie  liefert  integrirt : 

(117)  u  =  —  e  *^  «t^'  +  M+c, 

yi 

Wir  gelangen  sohin  zum  folgenden  allgemeinen  Werthe  von  y : 


fdx 


(118)  v  =  y.  +  y 

mit  dessen  Hilfe  sich  alle  die  frfiher  besprochenen,  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  (114)  darbie- 
thenden  Erscheinungen  ganz  ungezwungen  erklären  lassen.  Er  besteht  nämlich,  wie  man  deht,  wo» 
zwei  Theilen:  der  erste  nämlich  y^  ist  das  geschlossene  Polynom  vom  Grade  /z^,  der  zweite  hingegen 
repräsentirt,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  eine  Function,  die,  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  in 
eine  Reihe  verwandelt,  ein  Anfangsglied  mit  der  fi^^  Potenz  von  x  biethet  Zeriegt  man  nämlidi 
behufs  der  ausfuhrlicheren  Berechnung  dieses  zweiten  Bestandtheiles  den  Bruch: 

atX  +  6, 
«.a?'  +  Kx  +  c, 

in  Partialbruche,  multiplizirt  sodann  mit  ite,  integrirt,  und  fahrt  das  gewonnene  Resultat  in  die  vor- 
liegende Gleichung  ein;  so  erhält  man: 

(119)  y  =  yi  +  *y*yV  ^*  ■"  ^^^  ^"^  ~  ^^  ^' 
x  —  ct  und  x  —  ß  sind  die  beiden  Wurzelfactoren  der  Gleichung: 

a^x^  +  b^x  +  c,  =.  0, 
die  Exponenten  A  und  B  fliessen  aus  den  Formeln: 
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und  Ä  stellt  eine  willkfirliche  Constante  vor.  Es  ^It  nim  in  die  Angen,  dass  die  Function  unter  dem 
tategralzeidien,  vermittdst  der  Division  des  Zählers  durch  den  Nenner  in.  eine  nach  absteigenden 
Potttizen  von  x  geordnete  Reihe  umgestaltet,  ein  Anfangsglied  mit  der  (A  +  B  —  2ji^y^^  Potenz  von 
X  darbiethen  werde,  und  da  Irraft  der  (120): 

A  +  B  —  2/i,  =  —  a,  -  2}i, 

ist,  da  femer,  gemäss  der  Eigenschaft  der  ganzen  Zahlen  /i^  und  /i«,  Wurzeln  der  Algebraischen 
(107)  vorzustellen,  1 — a»=fCi+/i»  besteht,  wir  also: 

A  -h  B  —  2fi,  =  jii,  —  fi,  —  i 

haben;  so  ist  es  klar,  dass  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende,  in  gewissem  Sinne  der  Gradzahl 
ß^ — ßi^  —  1  angehorige  Function,  mit  dx  multiplizirt  und  integrirt,  eine  andere,  ^ähnlich  nach  abstei- 
genden Potenzen  geordnete  Function  liefern  werde,  der  die  positive  Gradzahl  jit—fit  zukommt,  und 
die,  mit  dem  Factor  y^  multiplizirt ,  eme  unendliche  Reihe  liefern  wird  mit  dem  Anfangsgliede  jKxP«. 
Es  ist  aber  auch  femer  klar,  dass,  eben  weil  ju«— /ti  ganz  und  positiv  oder  Null  ist,  unter  dem  In- 
tcigralzdchen  jedesmal  ein  Glied,  wie  —  vorflndig  sein  werde,  das,  mit  da?  multiplizirt,  und  der  In- 

X 

tegration  unterworfen,  einen  logx,,  und  demgemäss  einen  Bestandtheil,  wie  Cy^logx^  des  zweiten 
particulären  Integrales  liefern  wird,  welcher  offenbar  die  Annahme,  dass  ein  geschlossenes  algebrai- 
sches Polynom  vom  Grade  /i,  der  Differentialgleichung  Genüge  leistet,  unstatthaft  machen  muss,  und 
zu  den  früher  erwähnten  unendlichen  Coefficientenwerthen,  der  Natur  des  Logarithmus  nach,  die  un- 
mittelbare Veranlassung  gibt.  Dass  erst  der  Werth  des  Coeincienten  O^^^^^  unendlich  wird,  und 
nicht  die  der  Vorangehenden,  rührt  daher,  weil  auch  dem  Logarithmus  im  Werthe  des  in  der  (119) 
enthaltene  Integrales  ein  ganzes  algebraisches  Polynom  vom  Grade  /x,  —fit  vorangeht  Wir  gelangen 
so  zo  dem  Schlüsse,  dass  die  Liouville'sche  Gleichung  (104)  unter  der  Bedmgung,  dass  eine 
gewisse  Funetion  der  in  ihr  enthaltenen  constanten  Parameter,  d.  h.  eine  der  Wurzebi  der  (107)  oder 
beide  positive  ganze  Zahlen  sind,  mindestens  ein  particuläres  Integral  in  der  Form  eines  geschlossenen 
algebraischen  Polynoms  besitze,  daher  es  auch  kommt,  dass  dasselbe  durch  Differenziren  in  eine  Con- 
stante verwandelt  und  so  beseitigt  werden  kann ;  zur  Existenz  eines  zweiten  solchen  jedoch  nicht  bloss 
die  ganze  und  positive  Beschaffenheit  der  beiden  Wurzeln,  sondern  noch  uberdiess  das  Stattfinden 
einer  ferneren  Bedingungsgleichung  vonnothen  seL  Weil  aber  u,  wie  aus  seinem  Werthe  (117)  ersicht- 
lich, eine  gebrochene,  aber  doch  geschlossene  algebraische  Function  darstellt;  so  wird  man,  den  Begriff 
der  geschlossenen  Form  erweiternd,  und  auch  auf  solche  analytische  Gebilde  ausdehnend,  welche  un- 
bestimmte Integralzeichen  beherbergen,  wenn  nur  die  darunter  stehende  algebraische  Function  geschlos- 
sen ist«  auch  das  zweite  particuläre  Integral  fär  ein  geschlossenes  erklären  können  und  zwar  völlig 
bedingungslos,  so  zwar,  dass  die  Existenz  zweier  geschlossener  particulärer  Integrale  im  engeren  Sinne  - 
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des  Wortes  von  dem  Erfolltsein  dreier  Beding^gsgleichiingen ,  im  weiteren  Sinne  hingegen  von  dem 
Stattfinden  einer  einzigen  Solehen  abhängig  ist 

Unsere  speciellen  Untersuchongen  hatten  alao,  wie  man  sieht,  zo  einem  IntegratiMisyerfiihreB 
geführt«  welches  in  etwas  von  dem  Liouvill ersehen  abweicht  und  die  Integration  durch  Differential- 
quotienten mit  allgemeiner  Ordnungszahl  zu  umgehen  geeignet,  und  doch  sehr  weit  davon  entfernt  ist, 
dieselbe  überflüssig  zu  machen.  Die  Verbindung  nämlich  dieser  zwei  verschiedenen  Arten  der  Betrach- 
tung erleichtert  die  Verwandlung  anscheinend  sehr  verschiedener  Functionsformen  in  einander,  wie  wir 
später  sehen  werden.  Zur  näheren  Bezeichnung  der  keineswegs  auf  ganze  und  positive  Wurzeln  der 
(107)  beschränkten  Wirksamkeit  des  hier  berührten  Verfahrens  dienen  folgende  Bemertcnngen:  Auch 
bei  beliebiger  Beschaffenheit  des  p,  ist  es  gestattet,  ein  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordnetes, 
mit  einem  Gliede,  G^x^  anfangendes,  aber  nicht  abbrechendes,  sondern  unendliches  Polynom  ab 
partikuläres  Integral  der  (104)  vorauszusetzen.  Die  Gleichungen  (114)  gelten  auch  dann  noch,  mit 
Ausnahme  der  letzten  von  ihnen,  die  wegzufallen  haben,  weil  sie  die  Voraussetzung  eines  ganzen 

fi  bereits  enthalten,    und  fuhren  in  Betreff   der  daraus  gezogenen  Werthe    von  &, ,   &,,    

zu  keinem  Widerspruche,  so  dass  also  im  Aligemeinen  einem  jeden  der  beiden  p,  eine  solche 
unendliche  Reihe  als  Genfige  leistender  Werth  entspricht  Einer  einzigen  Ausnahme  hievon  begeg- 
nen wir  in  dem  Falle,  wenn  der  Unterschied  der  beiden  Wurzeln  jx^  und  fi^  eine  ganze  Zahl  ist, 
wo  sich  dann  ähnliche  Erscheinungen  von  unendlichen  CoeSicientenwerthen ,  wie  beim  Vorhand^- 
sein  ganzer  positiver  /x,  und  p,^  ergeben,  die  auch  denselben  Grund  haben  und  dem  Erscheinen 
eines  «Logarithmus  im  zweiten  particulären  Integrale  ihr  Dasein  verdanken,  wovon  man  sich  auf  die 
eben  gefibte  Weise  aus  den  Formein  (115),  (119)  und  (120)  überzeugen  kann.  Eine  fernere,  sehr 
wesentliche  Bemerkung  ist  die ,  dass  sich  dieser  Behandlung  zwar  auch  andere  Differentialgleichungen 
unterwerfen  lassen,  insoferne  als  man  ihnen  ein  particuläres  Integral  in  Form  einer  absteigend  geord- 
neten unendlichen  Reihe  voraussetzen  kann,  wenn  nur  Abialle  um  die  Einheit  in  den  Gradzahlen  bei 
den  Coefficienten  vorfindig  sind,  die  auf  die  Zulässigkeit  solcher  Formen  hindeuten,  geschlossene  alge- 
braische Polynome  jedoch  als  Genüge  leistende  Werthe  besitzen  unter  den  Differentialgleichungen  der 
zweiten  Ordnung  nur  die  in  aller  Strenge  unter  der  Form  (J04)  enthaltenen,  mit  Coefficienten,  denen 
beziehlich  die  Gradzahlen  2,1,0  angehören,  die  jedoch  gelegentlich  auch  in  1 ,  i ,  0  und  0,1,0 
fibergehen  können,  und  es  genfigt  hier  nicht,  nurAbfälle  um  die  Einheit  in  den  Gradzahlen  zu  besitzen, 
weil  z.  B.  schon  bei  einer  Gleichung  mit  Coefficienten  mit  den  Gradzahlen  3 ,  2 ,  1  die  ähnlich  einge- 
leiteten, mit  der  Voraussetzung  eines  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordneten  und  geschlossenen 
y  anfangenden  Rechnungen  zu  widersprechenden  Werthen  der  Coefficienten  zu  fahren  vermögen;  denn 
man  kömmt,  wie  leicht  einzusehen,  zu  ähnlichen  Gleichungen,  wie  die  (114),  erhält  aber  um  ßne 
mehr,  und  hat  doch  nicht  mehr  Grössen,  durch  deren  schickliche  Wahl  ihnen  Genüge  geleistet 
werden  kann. 

Nachdem  wir  nun  gezeigt  haben,  dass  in  der  Gleichung  (104)  der  erste  Bestandthdl  des 
Werthes  von  y,  der  für  ganze  und  positive  fi  ein  ganzes  und  geschlossenes  algebraisches  Polyaon, 
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far  alle  anderen  hingegen  eine  unendliche  Reihe  darstellt,  für  sieh  der  Differentialgleiehang  Genüge 
leistet;  so  nnterliegt  es  wohl  gar  keinem  Zweifel,  dass  man  dasselbe  auch  von  dem  zweiten  Theile. 
ond  zwar  fBr  beliebige  jlc  behaupten  könne,  wenn  gleich  die  Rechnungen,  die  zu  dieser  Form  geführt 
haben,  nur  unter  der  beschrankenden  Voraussetzung,  dass /x  eine  ganze  positive  Zahl  sei,  durchge- 
fiihrt  worden  sind.  Man  kann  sich  hievon  auch  a  posteriori  durch  unmittelbare  Substitution  von : 


=/ 


dxy-^\e   *^  ii,x»-+-^jr-|-r. 


in  die  Differentialgleichung  (104)  überzeugen,  und  kann  hiebei,  um  weitläufigen  Rechnungsentwicklun- 
gen auszuweichen,  allenfalls,  wie  folgt,  verfahren:  Man  setze: 

SO  wird: 

y  =f    'dx^^\l,         y'  ^ßdxKl,         y"  =  f    W-\/. 

also  das  Substitutionsresultat  in  die  (104),  das  für  einen* Augenblick  P  heissen  mag: 

P  =  (a,x'  +  6,x  +  cjy*^  \tel*-*./  +  (a,x  +  h,)f^dx^J  +  a,fdx'^\  I. 

Nun  hat  man  aber,    vermöge   einer  bekannten  Formel,  die  zur  Differentiation  eines  Produktes  nach 
beliebigem  Index  dienlich  ist: 

/     ite:^-\(a,x»+6.a:+c,)/  =  (a,x«+6,aH^,)/'^  W'*-\/~(|i— l)(2a,x+6jy'W .  I  + 

r  dx^  ia,x  +  6.)  .  /  =  (a,x  +  b,)f^dx^.  I  —  fx  .  a,  f  ^^'dx^^\  I 

f'^dx^,(ji—i)  (2a,x+b,).l=  (ji—  1)  (2a,x  +  b.)  f^dxl\  I—2(ji-i)  jia,  f^'^dxl'^-^  I 
/     dx^^\a^.i  =««/*    dx^^'.l. 

Die  Addition  dieser  vier  Gleichungen  liefert  zunächst: 

f     dx^''  («,  X«  +  6,  x  +  c.)  I  +  f^dx^  (a.  X  +  6.)  /  +  /  W  (jx-i)  (2/i.x  +  6.)  /  = 

=  P  —  [«./i  (^-0  +  fl.yi  +  a.'\f^'dx^'' .  /, 
und  da,  wie  leicht  einzusehen: 

f^  W-(a,x«  +  6.x  +  c.)  /  =f^dx}^  [(2a,  (1  -ju)-a,)  x  +  6.  (i_;,)_6,]  | 

und 

a,  ju  (/Lc  —  1)  +  öl  /x  +  «o  =  0 
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besteht;  so  hat  man,  wie  zu  erwarten  stand,  und  zwar,  was  auch  immer  die  durdi  /i  vorgestellte 
Wurzel  der  algebraischen  Gleichung  für  eine  Beschaffenheit  haben  mag,  nadidem  das  Substitutiongver- 
fahren  in  dieser  Beziehung  gar  nichts  Bestimmtes  voraussetzt: 

P  =  0, 

und  hiemit  wäre  die  Liouville'sche  Integrationsmethode  allgemein  gerechtfertigt,  wenn  sie  überhaupt 
einer  solchen  Rechtfertigung  bedürfte.  Auch  erscheint  es  fiberflussig,  zur  Differentialgleichung  X104), 
die  wir  für  ganze  und  positive  Wurzeln  /x  der  Algebraischen  (107)  der  Integration  nach  Liouville 
unterworfen  haben,  zurückzukehren,  und  dieselbe  noch  überdiess  dem  ähnlichen  Verfohren  für  ganze 
negative  oder  auch  gebrochene  /x ,  sorgsam  eine  Gleichung  aus  der  anderen  streng  wissenschaftlich 
ableitend,  zu  unterziehen.  Wir  thun  diess  aber  dennoch,  weil  sich  auf  diesem  Wege  neue  Formen  des 
allgemeinen  Integrales  und  überhaupt  eine  gründlichere  Einsicht  in  die  innere  Natur  dieser  Sorte  von 
Differentialgleichungen  gewinnen  lassen. 

Wir  fassen  also  das  der  algebraischen  Gleichung  (107)  Genüge  leistende  /x  als  n^;ative 
ganze  Zahl  auf.  Dem  zufolge  findet  die  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  «  in  die  (104)  nicht 
mehr  vermittelst  der  vieldeutigen  Substitution  (105),  sondern  vielmehr  vermittelst  der  folgenden  Statt, 
der  nur  eine  einzige  bestimmte  Bedeutung  entspricht: 

Die  Transformirte  erscheint  zunächst  in  folgender  Form: 
(122)  («.^'  +  ft.ar  +  c.)  «.^^>  +  (a^a?  +  6,)  »»*+*>  +  a.  »^l^^  =  0, 

und  da  bei  bestimmtem  und  eindeutigem  » ,  wie  schon  gesagt,  auch  s^^-  bestimmt  und  eindeutig  isU  so 
wird  sich  dasselbe  auch  von  dem  Gleichungspolynom  sagen  lassen.  Um  indess  dieses  auf  die  Ordnungs- 
zahl zwei  herabzubringen,  ist  eine  /x- malige  Integration  nothwendig,  in  deren  Gefolge  bekanntlich  ein 
geschlossenes  algebraisches  Polynom  vom  Grade  /x — 1  mit  willkürlichen  CoeSicienten  erscheint.  Die 
auf  diesem  Wege  aus  der  Vorliegenden  folgerichtig  abgeleitete,  transformirte  Gleichung  in  »  ist  daher: 

(1«3)    L.  J  L  -»  ^ 

=  Z)o   +  AX  +  Z).X'   + +    öa-i^^   ^ 

und  man  kann  überzeugt  sein,  dass  der  ihr  Genüge  leistende  Werth  von  %  mindestens  für  gewisse, 

annoch  zu  bestimmende  D^,  D^,  D^, D^^^  auch  die  vorhergehende  (122)  erfüllen,  sohin  zu 

einem  richtigen  Werthe  von  y  führen  werde.  Nun  ist  aber  die  (123)  eine  complete  Gleichung,  deren 
Integral ,  wie  bekannt ,  aus  jenem  der  reducirten : 

(124)  («.ar«4-6.a?  +  c,)  »"  +  [(— 2«,/x  +  aJx  — 6,;x  +  6,]  »'  +  [«,/x(/x+ 1)  — a^/x  +  a^]  «  =  0, 

und  aus  einer  besonderen  Auflösung  der  completen  zusammengesetzt  ist.  Ersteres  kennen  Wir  bereits  aus 
den  eben  durchgeführten  Untersuchungen,  und  wissen^  dass  es  in  der  Formel  (112)  enthalten  gedacht 
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werdeo  ktaae.  Letztere  iai  bei  (Heiebongra ,  die  in  die  vorliegende  Form  der  (123)  ftllen,  in  d^r 
Rc^^l  leicht  zo  bestimmen  und  es  ist  namentlieh: 

»  =  Bo  4-  B,x  +  B,a?*  + +  B^^,x^'\  (l»5) 

eine  solche  besondere  Auflösung  bei  allen  die  Gestalt: 

(a.x*  +  b.x  +  c)  »'  +  (Q,x  +  bj  »'  +  a„»  =  Z)o  +  />»a:  +  ZJ.x»  + +  I>^-,xP-*  (186) 

tragenden  Gleichungen.  Hievon  gewinnt  man  durch  Substitution  des  angestellten  Werthes  von  »  die 
?oUe  Überzeugung.  Sie  verwandelt  den  ersten  Theil  in  ein,  dem  zweiten  Theile  ähnliches,  geschlosse- 
nes Polynom  vom  Grade  ji — i  mit  eben  so  willkfirlichen  Goefficient^.  Die  zwischen  ihnen  bestehen- 
dea  Relationen,  durch  Gleichstellung  der  einzelnen  Glieder  gewonnen,  sind: 

n  -in  -I  (!*'') 

J)r     =[a. +  a,r  +  a,r(r-  1)]  Br  +  [bi  (r+l)  +  b,(r4-l)r]ll,+,+c,(r+2)(r+l)llr4. 

A      =[«0  +  2a,+  2a,]  B,  +  [3b,  +  6b.]  B,  +  12c,B, 
A     =[a. +  a,]  B.'  +  [2b,  +  2b.]  Ä,  +    6C.Ä. 

Do     =    a^Bo  +      b,  B,  +    2c,  B,, 

Sie  zeigen  auf  das  klarste,  dass  die  Willkuiüchkeit  sich  von  den  D  gelaunten  Goefficienten  auf  die  mit 
B  bezdchneten  in  der  Regel  unmittelbar  übertrage.  Eine  Ausnahme  hievon  biethen  nur  diejenigen  Fälle, 
wo  einer  der  zur  ersten  Vertikalreihe  der  zweiten  Theile  der  vorliegenden  Gleichungen  gehörigen 
Coeffieient^  irgend  eines  der  zu  bestimmenden  B  in  die  Nulle  übergeht.  Allein  gerade  ein  solcher 
Fall  ist  der  gegenwärtige:  Da  nämlich  die  zu  behandelnde  Gleichung  eben  die  (123)  ist,  und  zwar 
fSr  ein  jlc,  das  der  Algebraischen: 

a^jx  (/i  +  1)  --  «i/i  +  «•  =  0 

Genfige  leistet,  so  haben  wir,  die  (123)  mit  der  (126)  Glied  fOr  Glied  vergleichend: 

a,  =  a,  ,  b,  =  6,  ,  c,  =  c, 

fli  =  —  2ii,/x  +  «»  .  6i  =  —  6,/i  +  6t 

tto  =  a^/i  (/i+-  i)  —  a,jX  +  ao  =»  0 

anzunehmen.  Dem  zufolge  hört  die  letzte  der  Relationen  (127)  auf,  B«  zu  liefem,\sie  gibt  vielmehr  B« 
und  zwar  zum  zweiten  Male,  nachdem  auch  die  unmittelbar  vorangehende  zur  Bestimmung  von  B, 
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dient,  und  hieraus  geht  eine  unzulässige  Relationsgleiehung  zwischen  den  mit  D  bezeiehaeCen  Coeffi- 
cienten  hervor,  unzulässig  darum,  weil  dieselben  willkürlich  sind,  somit  keine  zwischen  ihnen  beste- 
hende Bedingung  vertragen.  Also  gerade  in  diesem  Falle  ist  der  Ausdruck  (125)  keine  besondere  Auf- 
lösung unserer  completen  Differentialgleichung,  nämlich  der: 

(188)  [a.x'  +  b,x +  €,']%' +l(-2a,jx+a,)X'--b,ii+b,'^^  +Z>j,., xf^-. 

Es  hindert  uns  jedoch  nichts,  mit  Auslassung  des  unbrauchbar  gewordenen  Coefficienten  B^  nicht  mehr 
die  Substitution  (125),  sondern  vielmehr  die  folgende: 

(129)  »  =  B,x  ^  B.x'  +  B.x*  -{- +  fip-^xl*-* 

durchzuführen,  und  nachzusehen,  inwieferne  hiedurch  der  erste  Theil  der  (128)  dem  zweiten  genähert, 
wenn  nicht  gleichgestellt  zu  werden  vermöge.  Wir  entwickeln  also  dieses  Substitutionsresoltat 
nach  absteigenden   Potenzen  von  x  und   äquipariren    die  beiderseits  vorhandenen  Coefficienten  von 

x^"^,  x^'*, x;  gelangen  hiedurch  zu  Gleichungen,  die  aus  den  (127)  hervorgehen,  durch 

Nullsetzen  von  a«  mit  Ausschluss  der  letzten  von  ihnen,  die  wegzufallen  hat  Man  sidit  hieraus,  dass 
der  eingeführte  Ausdruck  dem  ersten  Theile  der  Gleichung  (128)  einen  Werth  ertheile,  der  dem 
zweiten  identisch  gleichen  wfirde ,  wenn  er  nicht  mit  der  willkürlichen  Constante  D^ ,  sondern  viel- 
mehr mit  der  bestimmten  solchen  jr  =  b,  Ä^  +  2c,  Ä,  =  (—  6,/i  -|-  ft^)  iB,  +  2c,  ß,  anfinge ,  mit  an- 
deren Worten:  es  ist  der  Ausdruck  (129)  zwar  keine  besondere  Auflösung  der  completen  Differen- 
tialgleichung (128),  wohl  aber  der  ähnlichen: 

(laO)  [a,x'  +  6,x  +  c.]  «"  +  [(-2a,/x-l-a.)x— 6,/x  +  6j«'=^  +  Z),x  +  Z>,ar«+  . . .  +D^^,x^'\ 

Da  nun  aber  die  (128)  auch  so  geschrieben  werden  kann: 

(**^)  [a,x«+6,x4-c,]ar+[(— 2a,/x+a.)x-6,/£+6,]»'=(l>«-^)+^+l>.^  .  ^D^^^xl'-'; 

so  kann  mit  Rücksicht  auf  die  lineare  Form  behauptet  werden,  dass  der  allgemeine  Werth  von  % 
zusammengesetzt  sei  aus  zwei  Theilen,  einem  nämlich,  der,  in  den  ersten  Theil  der  Gleichung  sub- 
stituirt,  demselben  den  Werth  D^--g  verleiht,  d.  h.  dem  allgemeinen  Integrale  der: 

(1»)  [a,x«  +  6,x  +  c,]  %"  +  [(—  2a,fi  +  «.)  x  —  6,/x  +  b^^  =  D.  —  g, 

und  der  bekannten  besonderen  Auflösung  (129),  die  der  (130)  entspricht  Das  ersterwähnte  allgemeine 
Integral  hat  nun  seinerseits  wieder  zwei  Bestandtheile.  Hievon  ist  nun  der  erste  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Reducirten : 

(188)  [a,a?*  +  6,x  +  c,]  %"  +  [(-  2a, yx  +  «.)  x  -  6,/x  +  6.]  «'  =  0, 

welches  durch  folgende  Formel  gegeben  ist: 


(1S4)  »  =  ö  +  H  fi 


dx.e  ^         o.«>+»,»+c. 


Transforinaiionslehre.  87 

der  zweite  llber  eine  besondere  Auflösung  der  Completen ,  die  so  aussieht : 


\ 


«=(/>.      g)      dX    e    ^  «.x«  +  6^+c  ''^      /: e? ^J  a.af«  +  M+e.  _ /jp^   (135) 

Wir  verstehen  hier  unter  £  eine  willkürliche  Constante,  die  D^—g  nämlich,  unter  2  aber  den 
variablen  Factor  dieser  besonderen  Auflosung.  Das  Aggregat  aller  dieser  verschiedenen  Bestandtheile 
von  «,  sohin  der  allgemeine  Werth  dieser  Grösse,  welcher  der  (128)  Genfige  leistet,  ist  also  folgender: 

dxe  ^        fl.x'+ft««+^  4.  Ka.    (136) 

Aas  ihm  geht  endlich  der  allgemeine  Werth  von  y  hervor : 

Die   direkte  Substitution  hat   mis  gelehrt,  dass  der  erste  Theil  dieses  zv^igliedrigen  Werthes  fär  die 
K^en  aus  der  Gleichung: 

a^fi  (/x .+  0  —  «i/^  +  «•  =  0 

Kezogenen]^Werthe  von  /£,  was  auch  ihre  sonstige  Beschaffenheit  sein  mag,  ffir  sich  die  Differential- 
gleichung erfülle.  Dasselbe  gilt  daher  auch  von  dem  zweiten  Theile,  wovon  man  sich  allenfalls  auch 
€M  posteriori  durch  direkte  Substitution  überzeugen  kann,  so  dass,  zufolge  der  Doppelwerthigkeit  von 
ßi^  jeder  dieser  beiden  Bestandtheile  eigentlich  der  Repräsentant  ist  von  zwei  verschiedenen  particu- 
lären  Integralen,  die  zu  Zweien  beliebig  gruppirt,  oder  einzeln  der,  dem  früher  Gesagten  nach,  eben- 
falls Genüge  leistenden,  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordneten,  in  der  Regel  unendlichen, 
gel^entlich  aber  in  einen  geschlossenen  Ausdruck  übergehenden  Reihe,  die  in  der  (137)  vorkömmt, 
zugesetzt,  jedesmal  das  allgemeine  Integral  darstellen.  Diese  Fülle  dem  Anscheine  nach  sehr  verschie- 
€len  gestalteter  Formen  wird  geeignet  sein,  gelegentlich  die  noth wendige  Verwandlung  derselben  in 
«inander  zu  erleichtern,  und  stellt  sich  demnach  als  ein  Vortheil  heraus,  den  man  durch  Differentia- 
tion der  particulären  Integrale  in  der  Differentialgleichung  selbst  erreicht. 

Es  wird  nicht  nothwendig  sein,  den  anscheinend  vielleicht  schon  bis  zur  Peinlichkeit  vor- 
sichtigen Gang  der  gegenwärtigen  Untersuchungen  mit  einigen  Worten  der  Entschuldigung  %u  begleiten ; 
^lie  erzielten  Resultate,  und  die  damit  gewonnene  Einsicht  in  die  innere  Natur  der  in  Rede  stehenden 
Differentialgleichungen  rechtfertigen  ihn  zur  Genüge.  Der  mathematische  Forscher  ist  bekanntlich  auch 
auf  dem  Gebiethe  der  algebraischen  Gleichungen  zu  ähnlichen  Vorsichten  verpflichtet,  wenn  die  von 
ihm  eingeleiteten  Transformationen  die  Anzahl  der  Genüge  leistenden  Werthe  entweder  vergrössern 
<Hier  verringern.  Geschieht  namentlich  das  erstere  durch  Potenziren  der  Gleichung,  so  hat  er  die  da- 
durch eingeführten  neuen  Wurzeln  sorgsam  von  den  anderen  alten,  der  ursprünglichen  Gleichung 
Genüge  leistenden  Wertben  zu  sondern.  Geschieht  hingegen  das  andere  dureb  Radikation ,  so  ist  es 
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ohne  besondere  Rechtfertigung  nicht  gestattet,  die  erhaltenen  WurzelgrSssen  nur  in  einer  einzigen 
ihrer  Bedeutungen  zu  nehmen.  Ähnliche  Vorsichten  nun  sind  offenbar  auch  auf  dem  Felde  der  lineareo 
Differentialgleichungen  zu  beobachten,  so  oft  durch  die  vorgenommenen  Transformationen  entweder  die 
Ordnungszahl  erhöht,  und  hiemit  neue  particuläre  Integrale  eingeführt  werden,  oder  so  oft  diese  Ord- 
nungszahlen auf  irgend  eine  Weise  herab  gesetzt,  und  hiemit  einige  der  Genüge  leistenden  Wertbe 
beseitigt  werden.  Das  eine  und  das  andere  geschah  gegenwärtig,  und  es  erscheinen  die  erwähnten 
Vorsichten  hier  um  so  nothwendiger  und  um  so  mehr  im  Geiste  einer  Transformationslehre  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen,  als  das  Integriren  derselben  praktisch  aufgefasst  eigentlich  ein 
Discutiren  der  Eigenschaften  des  Integrales  ist,  die  bei  den  zu  diesem  Zwecke  eingeleiteten  Reehnungs- 
entwicklungen  allmälig  und  Schritt  für  Schritt  zu  Tage  kommen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  fühlen  wir  uns  im  Stande,  das  Differenziren  nach  einem  belie- 
bigen Index  allgemein  bei  Differentialgleichungen  von  unbestimmter  Ordnungszahl  zum  Gegenstande 
unserer  Untersuchungen  zu  machen.  Wir  fangen  bei  einer  Differentialgleichung  der  n^»  Ordnung  an : 

(138)  X^y^^^  +  X^,y^^^^  + +  -X,y  +  X„y  =  0, 

bei  welcher  wir  aber  zuerst  denselben  Coefficientenbau ,  der  auch  in  der  Lionville^schen  (104) 
ersichtlich  ist,  voraussetzen,  CoefTicienten  nämlich,  die  ihrer  Gradzahl  nach  mit  dem  Index  des  Diffe- 
rentialquotienten, zu  dem  sie  gehören,  ubereinstinmien ,  d.  h.  wir  werden  zuvorderst  die  Gleichung: 

(189)  (a„x»4-6„ar'^*  +  c„a:«-«+  . . .  .)y'^^ +  ia^,oi^' +  b^,af^^  +  c^,af^+    . .  .)y^--*^4- 

einer  solchen  Transformation  unterwerfen,  verwandeln  sie  also  mittelst  der  Substitution  (105)  zuvör- 
derst in: 
(140)  X„«^»-»*^  +  X^,«^"-f^-*^  +  +  X,«^-^+*'  +  X.%^-^^  =  0 

sodann  aber  durch  jic-maliges  Differenziren  des  Gleichungspolynoms  nach  der  bekannten  Formel  in: 
(141) 

Hier  entstehen  nun  zunächst  zwei  Fragen:  erstens,  hat  man  die  vorliegende  Gleichung  als 
aus  der  (140)  richtig  abgeleitet  anzusehen?  und  zweitens,  in  welchem  Zusammenhange  stehen  die 
Werthe  von  %  mit  jenen  von  y  ?  Ist  nun  /x  eine  ganze  positive  Zahl,  so  kann  offenbar  die  erste  dieser 
beiden  Fragen  bejahend  beantwortet  werden,  und  auch  die  zweite  wird  unschwer  erledigt.  Hätte  man 
nämlich  das  allgemeine  Integral  der  letzten  Gleichung  in  %  unter  der  Form: 

(14«)  «  =  C«,  +  C,55,  + +  Cn%n^ 

so  wurde  sich  daraus  offenbar  das  allgemeine  Integral  der  (138)  ergeben,  nämlich: 


Transformationslehrc.  ^9 

y=  C,f^%,dx^  4-  C./^dxl"  +  +  C^ß%^dx\  (143) 

ba  jedoeh  der  zweite  Theil  dieser  Gleicliung  seiner  Natur  nach  den  Zusatz  einer  mit  /x  Constanten 
versehenen  ganzen  algebraischen  Function,  wie: 

B.^-B.x^'  B,x'  +  +  B^^.x}'-' 

verträgt,  und  in  Folge  dessen  mit  constanten  CoeSIcIenten  n  4-/i  an  der  Zahl  ausgerüstet  ist^  anderer- 
seits aber  die  Gleichung  (13S)  nicht  n+zc«  sondern  nur  n  particuläre  Integrale  haben  kann;  so  bleibt 
noch  übrig,  die  Werthe  der  überschüssigen  ji  Constanten  auf  dem  direkten  Substitutionswege  und 
Falls  dieser  sich  umgehen  lässt,  durch  andere  Betrachtungen  zu  ermitteln.  Etwas  anders  verhält  sich 
die  Sache,  wenn  ß  zwar  ganz  ist,  aber  negativ.  Wir  wollen  diesen  Fall  dadurch  anschaulich  machen« 
dass  wir  in  den  Gleichungen  (105),  (140)  und  (141)  — /£  anstatt /x  schreiben.  Hiedurch  verwandeln 
sie  sich  in: 

2^  =  5^  =  •^'^  (144) 

X„z^^^^^  +  X^,»(i^+«-*5  +  ^  X.a^I'+o  +  x,z^r  =  0  (145) 

und  man  sieht,  dass  durch  die  Einffihrung  der  neuen  Veränderlichen  %  zunächst  der  Gleichung  (145) 
neue  particuläre  Integrale  jlc  an  der  Zahl  zugewachsen  sind,  diejenigen  nämlich,  welche  «^H-)  =  o 
machen  nnd  in  der  einzigen  Formel  enthalten  sind: 

z  =  B,  +  B,x  +  B,x'  +  +  B^^,x^'\  (147) 

Femer  bemerkt  man,  dass,  weil  die  (146)  aus  der  (145)  durch  /xmaliges  Integriren  hervorgegangen 
ist,  ihr  zweiter  Theil  auch  nicht  Null  sein  dürfe,  sondern  gleich  einem  Polynome,  wie: 

Z>.  +  Z>,x  +  Z>,x*  +  +  D^^.x^-' 

ausfalle.  Uie  ans  der  (l45>  auf  dem  betretenen  Wege  richtig  Abgeleitete  heisst  also  im  Grunde: 

^n«"  +  [-  jJiXn  +  X,..]  «"-')  +  [(-/)  x;  -  /ix;_,  +  x^,]  «->  + + 

=  D,^D,x  +  Z>.x«  +  +  D^^,x)^\ 

und  es  besteht,  wie  wir  wissen,  ihr  allgemeines  Integral  aus  zwei  Theilen,  dem  allgemeinen  Integrale 
nämlich  der  Reducirten  (146),  welches  wir  abermals  als  in  der  Formel  (142)  enthalten  vorauszusetzen 
berechtigt  sind,  und  einer  besonderen  Auflösung  der  completen  Gleichung,  welche  letztere  wieder 
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durch  die  Formel  (147)  gegeben  ist.  Hlevon  überzeugt  man  sich  durch  die  directe  Substitution  dieses 
Weiihes  von  %  in  den  ersten  Theil  der  completen  Gleichung,  durch  welche  derselbe  offenbar  verwan- 
delt wird  in  ein  algebraisches  Polynom  vom  Grade  /x — 1,  welches  dem  im  zweiten  Theile  beflndlidieii, 
mit  derselben  Gradzahl  versehenen  Glied  für  Glied  gleichgestellt  werden  kann,  woraus  sich  Beziehungs- 

gleichungen  zwischen  den  Constanten  B^^  B^,  JB       und  den  17«,  J9^,  IJ»^^  ergeben, 

die  jedoch  so  gestaltet  sind,  dass  sie  die  ersteren  vollkommen  willkuhrlich  lassen,  wenn  es  die  anderen 
sind ;  es  erscheint  nämlich  mittelst  derselben  B  ^  gerade  so,  wie  in  den  Formeln  (127),  als  Function 
der  einzigen  J9^., ,  ferner  B^^^  als  D^^^  und  />»..,  enthaltender  Ausdruck  u.  s.  w.  und  nur,  wenn 
einer  oder  mehrere  der  EndcoeSicienten  in  der  reducirten  Gleichung  der  Nulle  gleich  ausfallen  sollte, 
hört  die  Willkuhrlichkeit  der  Constanten  auf.  Sehen  wir  also  ab  von  diesem  Falle,  so  sieht  der  voll- 
ständige Werth  von  s,  der  der  Completen  (148)  Genüge  leistet,  so  aus: 

(149)      »  =  C,%,  +  €,%,+  +  Cn%n  +  B,  +  B,x  +  B.x*  + +  fi^.,»*^-  , 

und  es  geht  aus  ihm  folgender  allgemeine  Werth  von  y  hervor: 

Es  war  also  behufs  der  Auffindung  von  y  unnütz,  das  vollständige  Integral  der  completen 
Gleichung  in  «  zu  ermitteln,  jenes  der  reducirten  reicht  vollkommen  zu  diesem  Zwecke  hin.  Und  wenn 
nun  auch  diese  Berechtigung,  mit  dem  Integrale  der  Reducirten  zu  operiren,  hier  nur  ffir  ganze  positive  und 
negative  fx  nachgewiesen  ist ;  so  ist  sie  desshalb  noch  keineswegs  auf  solche  ganze  Werthe  beschrankt, 
sondern  lässt  sich  meistentheils  durch  den  öfter  betretenen  Weg  der  Schlussfolgerung  auch  auf  allge* 
meine,  eine  noch  unbestimmt  gelassene  Buchstabengrösse  in  sieh  schliessende  /x  ausdehnen,  (&r  deren 
verschiedene  Werthe  der  genannte  Differentiationsindex  gelegentlich  auch  ganz  zu  werden  vermag. 

Diese  Schlussfolgerungen  gelten  allgemein  und  nehmen  noch  gar  keine  Rucksicht  auf  die 
besondere  Wahl  des  Differentiationsindex  yi.  Ihre  Richtigkeit  ist  aber,  wenigstens  noch  einstweilen 
gebunden  an  die  Bedingung,  dass  die  ganze  Function  (147)  vom  Grade  /x — 1  wirklich  eine  besondere 
Auflösung  der  Completen  (148)  ist,  ein  Umstand,  von  dessen  Stattfinden  man  sich  daher  in  jedem 
vorkommenden  Falle  erst  sorgsam  zu  äberzeugen  haben  wird. 

Wir  wollen  jetzt  zu  einer  besonderen  Voraussetzung  in  Betreff  der  Beschaffenheit  von  /i 
äbergeheu,  und  finden  uns  durch  die  gelungene  Integration  der  Li ouvill ersehen  Gleichung  veranlasst, 
durch  Differenziren  oder  Integriren  der  particulären  Integrale  nach  dem  Index  /x  wo  möglich  die  Ver- 
wandlung eines  derselben  in  eine  Constante,  und  sofortige  Beseitigung  auch  in  der  (141)  anzustreben. 
Um  diess  zu  erzielen,  ist  es  nothwendig,  dass  man  fx  eine  der  Wurzeln  sein  lasse  der  algebrai- 
schen Gleichung: 

(151)  (ij)  -X?'  +  („^i)^"V  +  +  /iX;  +  jf.  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist,  clor: 


«„^  Qi—i)...  (n  —  n-^  1)  +  «„_,ju  (ß—  0         (;i— M  +  2)  -h  +  a,fi  +  «.  =  0.    (15«) 

Die  Differentialgleichung  verwandelt  sieh  dem  zufolge  und  unter  der  hinzutretenden  Voraussetzung, 
dass  es  wirklich  eine  ganze  und  positive  Wurzel  der  Art  gäbe  (denn  nur  für  solche  Differentiations- 
Indices  ist  die  (141)  aus  der  (140)  richtig  abgeleitet)  in: 


und  es  leistet  ihr  offenbar  eine  willkuhrliche  Constante  Genüge.  Sie  heisse  G^;  so  kann  man  in  der 
Integralform  (142)  C„=^Go,  ^„=i  annehmen,  und  es  erscheint  der  allgemeine,  mit  n  Constanten 
versehene,  ihr  Genüge  leistende  Werth  unter  folgender  Gestalt: 

»  =  C,»,  +  C.«.  + 4-  C„.,«^,  +  O,. 

Das  hieraus  hervorgehende  y  aber  ist  gegeben  durch  die  Formel: 

y  =  C,/\dx}^  +  C,f\dx)^  +  +  C^,f\^,dxl^  + 

G.xl'  +  G.xl"''  +  G,x^''  +  +  G^,  ^*''*^ 

und  die  darin  enthaltenen  n+/x  Constanten,  von  welchen  offenbar  nur  eine  Anzahl  von  n  derselben 
willkuhrlich  sein  kann,  weil  eben  n  die  Ordnungszahl  der  Gleichung  in  y  ist,  die  übrigen  aber  bestimmte 
Werthe  erhalten  müssen,  zwingen  uns,  zur  Ermittlung  dieser  Werthe  eine  Substitution  in  die  genannte 
Gleichung  vorzunehmen.  Wir  führen  aber  nicht  die  des  ganzen  Ausdruckes  für  jf,  sondern  nur  die  seines 
letzten  Bestandtheiles,  der  eine  ganze  algebraische  Function  vom  Grade  jx  darstellt,  durch  ein  Verfahren, 
in  irelchem  die  Anfirage  enthalten  ist,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  der  (139)  eine  geschlossene 
algebraische  und  ganze  Function  von  x  als  Genüge  leistender  Werth  angehöre.  Wir  setzen  also: 

y  =  Gox!^  +  G.xJ'-  +  0,xl-'  +  +  <?,  ^jgg^ 

in  die  (139),  sehen  hiedurch  ihren  ersten  Theil  auch  in  ein  geschlossenes  algebraisches  Polynom  vom 

Grade  jx  übergehen ,  und  machen  die  CoeSicienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x  je  für  sich  der  Nulle 

gleich;   so  gelangen  wir  zu  einem  Systeme  von  /x+i    Gleichungen,   die  mit  Hilfe  der  folgenden 

Annahmen: 

Ä  =  a^jx(ji—i)  ...  (jji—n+i)  +  a^,ii(ji—\).,,Qi—n+2)+ +a,fiQi—i)  +  a,fi  +  a. 

B  =  b„fi  (yi~l)         (ju— /4+l)4-6,^.»/x(/x— 0    . .  (/i~n+2)+ +b,ji(ji—i)  +  b,ji 


C  =  c«/xOu-l)  . .    (;i— n+l)  +  c^,;xOi~-l)    .    (jx—n+2)+ +c^/x-l) 


(156) 


und  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,  B,   C,  daq'enige  bedeute,  was  aus  il,  B,  C,  

jt-t  ji-t  jj.-t  jj.     |i.     ^ 

wird,  wenn   man  in  denselben  u  m  /x— 1  verwandelt,  und  allgemein   ^4,  0,  C,   ...   beziehlich 

r       r       r 
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aus    Ä^  B,   C,    henrergehen  durch  Verwandlung  von   u  in  r,    in  sehr  einfacher  Gestalt 

y.     y,      y, 

erscheinen,  nämlich: 
0=AG,  +  BG, 

a-i  a 

o=iiG.  +  BG,  +  ca„ 

ji.-»  ii-i  p 


(IW) 


r         »^  r+i       •  r+t      ' 


0  =  ia,+a,)  C.  +  (26,4-26.)  G,..+  (6c,+6c,)  C,  + +  (n. . .  i . h^+n. . . 2A^.)  <?^.„.. 

0  =  «o«j.  +  *oGp-,  +2c,C,  +  6rf,G^«,+ +(n-l)  . . .  i.h^,G^^_,+n  ...  1.ä„G^^, 

und  wir  erwarten  von  ihnen  die  Bestimmung  von  G^,  G,,  G^.  Die  erste  wird  identisch,  weil, 

der  zu  Grunde  gelegten  Annahme  nach,  /x  eine   Wurzel  der  Gleichung  Ä  =  0  ist;   lässt  also    Cr. 

willkfihrlich.    Die  folgenden  erscheinen  der  Reihe  nach  geeignet  ffir  Cg,   (5,,  G»    dem  wUI- 

kührlichen  G^  proportionale  Werthe  zu  liefern,  so  lange  wenigstens,  als  keiner  der  zur  ersten  Ver- 
ticalreihe  gehörigen   Coefficienten ,   nämlich  A^  A,   A, ,  a.  +  öo»   «o    verschwindet. 

p-i    |i.-t  r 

Diess  verhält  sich  auch  wirklich  so,  wenn  die  Gleichung  A  =  0  nur  eine  einzige  ganze  positive 
Vt^urzel  besitzt,  hat  sie  hingegen  deren  mehrere,  so  entspricht  nur  einer  v<hi  ihnen,  und  zwar  der 
numerisch  kleinsten  ein  System  brauchbarer  W^erthe  von  6^,  &,,  ...  G^.  In  der  That,  man  gebe 
für  einen  Augenblick  der  ^  =  0  nur  zwei  ganze  positive  Wurzeln;  sie  seien:  u  die  grässere^'tad  r 
die  kleinere,  so  hat  man  offenbar  identisch  A  =  0  wnA  A^=0.    Es  erhält  daher  der  Coefficient  G».^ 

|i.  r  f* 

in  der  Gleichung,  aus  welcher  er  bestimmt  werden  sollte,  die  Nulle  zum  Factor,  fällt  also  w^.  Die 

übrigen  darin  vorkonunenden  Glieder  erscheinen  in  Gestalt  eines  Produktes. wie  CTCto,  allwo  U  eme 

Function  der  in  der  (139)  enthaltenen  constanten  Parameter  ist.  Da  nnn  in  der  Regel  U  nidit  gleich 

Null  ist,  so  ist  man  genöthigt,  um  einem  Widerspruche  zu  entgehen,   G^  =  0  zu  machen,  was  dann 

aber  auch  das  Verschwinden  von   G.,   G,,  ...   Gp-r^-i»  unmittelbar  nach  sich  zieht  G^^  bleibt 

dann  zwar  willkührlich  und  ffir  Cr^-r+i^  •••   Gu,  werden  demselben  proportionale  Ausdrucke  aus  den 

folgenden  Gleichungen  zwar  gewonnen,  sie  gehören  aber  offenbar  nicht  mehr  zu  einem  Polynome  vom 

Grade  ju,  sondern  nur  zu  einem  vom  Grade  r,  also  nicht  zur  grösseren,  sondern  zur  kleineren  der 

beiden  ganzen  und  positiven  Wurzeln  der  ^  =  0.  Ähnliches  geschieht  bei  dem  Vorhandensein  gleicher 

Werthe  von  /x,  von  denen  nur  einer  sich  ein  geschlossenes  Polynom  von  der  angedeuteten  Form 

zueignet. 

Ausnahmsweise  kann  es  sich  indess  ereignen,  dass  die  Relation  zwischen  den  constanten 

Parametern  ü'=0  identisch  erfüllt  ist.  Die  sonst  zur  Bestimmung  der  G^^r  dienliche  der  Gleichungen 

(157).  nämlich  die: 

A  G^^  +  UGo  =  0 

ist  dann  für  jedes  G^  und  &,^_,  erfüllt,  und  die  darauffolgenden  liefern  für  die  übrigen  €k>effieienten 
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fi^p-r+t»  •  •  •  ö|i  zweitheilige  Werthe,  so  zwar,  dass  der  erste  Theil  dem  ^o»  ^^^  zweite  dem  G^.r 
proportional  ausfällt.  Das  mit  diesen  Coefficienten  versehene  algebraische  Polynom  zerfallt  also  gleich- 
fiills  in  zwei  Theile,  der  eine  mit  der  willkohrlichen  Constante  6«,  der  andere  mit  G^^n  der  erste 
ist  vom  Grade  jlc,  der  andere  vom  Grade  r.  Man  hat  also  in  diesem  AusnahmsfaUe  zwei  versdiiedene 
geschlossene  algebraische  Polynome,  die  je  ffir  sich  der  Differentialgleichung  Genüge  leisten. 

Von  ihnen  geht  «Ines  und  zwar  das  der  Gradzahl  nach  niedrigere  alsogleich  verloren,  sobald 
zu  den  zwei  ganzen  und  positiven  Wurzeln  r  noch  eine  dritte  s  hinzutritt,  die  kleiner  ist  als  die 
beiden  ersteren.  Diejenige  der  Gleichungen  (157)  nämlich,  die  zur  Bestimmung  von  dr^^  sonst  dient, 
uDd  unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  nämlich  jx  und  r  ganz  und  £^=0  die  Gestalt: 

AG.^  +  VG^^r+  WG,  =  0 
annimmt,  versagt  jetzt,  wegen  ^  =  0,  diesen  Dienst  und  verwandelt  sich  in: 

8 

VG^^r  +  WG,  =  0, 
iiad  hiemit  ist  im  Allgemeinen  zwischen  G^^  und  G^  eine  Relation  gegeben,  die  die  Willkührlichkeit 
von  G^^r  aufhebt,  und  ein  Zusammenschmelzen  der  beiden  den  Gradzahlen  /x  und  r  angehorigen  parti- 
e«liren  Integrale  in  ein  einziges  vom  Grade  ji  bewirkt;  dafür  bleibt  aber  G^^  willkfihrlich  und  tritt 
als  Mue,  zu  einem  Polynome  vom  Grade  «,  das  für  sich  der  Differentialgleichung  Genüge  leistet, 
gehörige  integrationsconstante  auf,  so  dass  also  bei  dem  Vorhandensein  dreier  ganzer  positiver  Wur- 
zeln der  Ä=0  und  dem  Bestehen  der  Relationsgleichung    17=0  nur  der  grössten   und  kleinsten 

p- 
derselben  geschlossene  algebraische  Polynome  als  particuläre  Integrale  angehören,  und  die  17=0  ein 

verlassliches  Kennzeichen  des  Vorhandenseins  zweier  solcher  ist. 

Ausnahmsweise  können  zwischen  den  Parametern  der  Differentialgleichung  auch  die  drei  Rela- 
tkmen  U=0^  F=0,  W=0  erfüllt  sein.  Es  bleiben  dann  G^  sowohl,  wie  G^^^r  ^^^  öji-i  will- 
Irährlich  und  gehören  als  Constante  zu  drei  verschiedenen  geschlossenen  particulären  Integralen,  deren 
Existenz ,  wie  man  sieht,  an  sechs  Bedingungen  geknüpft  ist ,  nämlich  ji ,  r  und  s  ganz  und  positiv  und 
nebst  dem  U=  V=  W=Q. 

Es  ist  nicht  schwer  diese  Betrachtungen  fortzusetzen,  und  man  kommt  namentlich  auf  dem 
1)etretenen  Wege  sehr  bald  zu  dem  Schlüsse,  dass  das  Vorhandensein  von  vier  geschlossenen  Int^^Ien 
abhänge  von  zehn  Bedingungen;  das  Vorhandensein  von  fünf  solchen  geknüpft  sei  an  Bedingungen  fünfzehn 
an  der  Zahl  u.  s.  w.,  so  dass  also  einer  jeden  der  ganzen  positiven  Wurzeln  von  -4  =  0,  wie  viel 
ihrer  auch  immer  sein  mögen,  mindestens  Ein  geschlossenes  particuläres  Integral  entsprechen  kann,  da 
die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  Gleichungen  jener  der  constanten  Parameter  der  Differentialgleichung  nicht 
aberschreitet.  Die  einzige  Ausnahme  hievon  machen  die  gleichen  Wurzeln  /x,  denen  nach  den  Angaben 
der  Analysis  niemals  eben  so  viele  geschlossene  Werthe  von  y  angehören,  sondern  immer  nur  ein  einziger 
solcher.  Die  Analysis  unterlässt  ihre  Angabe  nicht  darum ,  weil  sie  nicht  existiren ,  sondern  im  Gegen- 
thdle,  so  oft  es  mehrere  geschlossene  Polynome  gibt  von  ungleicher  Gradzahl,  existiren  auch  mehrere 
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verschiedene  ^leichgradige ,  gewonnen  z.  B.  durch  Addition  and  Subtraction  der  ersteren;  sondern  sie 
seheint  vielmehr  diess  dämm  zu  thnn,  um  der  Allgemeinheit  in  ihren  Aussagen  treu  zu  bleiben. 

Wären  demnach  auch  zwei  solche  geschlossene  Werthe  beide  vom  Grade  /£  vorhanden,  so 
kann  man  aus  ihnen  durch  Multiplication  mit  bestimmten  Constanten  und  Addition  auch  zwei  andere 
bilden ,  die  in  der  Regel  die  Gradzahlen  fx  und  fi  —  1  aufweisen  werden.  Von  diesen  also  werden  unsere 
Rechnungen  sprechen  im  vorkommenden  Falle,  und  geben  sie  ja  irgend  einmal  gleiche  /i,  so  wird  diess 
ein  sicheres  Zeichen  sein ,  dass  nur  einem  einzigen  von  ihnen  ein  geschlossener  algebraischer  Ausdrude 
angehöre ,  die  übrigen  aber  zwar  auch  die  Gradzahl  fi  tragen ,  wegen  eines  in  ihnen  enthaltenen  Loga- 
rithmus jedoch  die  Form  eines  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordneten  Polynomes  anzunehmen 
nicht  im  Stande  seien. 

Auch  ist  nicht  zu  übersehen ,  dass  hier  von  geschlossenen  Formen  im  alierengsten  Sinne  des 
Wortes  d.  h.  von  geschlossenen  algebraischen  ganzen  Polynomen  die  Rede  sei,  und  erweitert  man 
diesen  Begriff,  indem  man  ihn  auch  auf  Ausdrucke  mit  einem  oder  mehreren  unbestimmten  Integral- 
zeichen bezieht,  unter  welchen  sich  lauter  algebraische  ganze  oder  gebrochene  geschlossene  Formen 
befinden,  so  können  theilweise  diese  Bedingungen  auch  wegfallen,  wie  wir  in  dem  kurz  zuvor  zur 
Sprache  gebrachten  einfacheren  Beispiele  gesehen  haben. 

Zur  klareren  Einsicht  dient  hier  die  Bemerkung,  dass  sich  all*  die  verschiedenen  Bedin- 
gungsgleichungen in  einem  speciellen  Falle  mit  Leichtigkeit  angeben  lassen,  in  dem  nämlich,  wo  die 

ganzen  und  positiven  Wurzeln  p,  mit  den  natürlichen  Zahlen  0,   1,  2,  3 zusammenfallen. 

So  ist  z.  B.  die: 

«0    =    0 

die  einzige  Bedingungsgleichung  des  Vorhandenseins  einer  Wurzel  Null  sowohl ,  wie  auch  eines  parti- 
culären  Integrales  der  (139)  vom  Grade  Null,  d.  h.  einer  Constante.  Sollen  zwei  Genflge  leistende 
Werthe  vorbanden  sein  mit  den  Gradzahlen  0  und  1 ,  d.  h.  soll  y^=^G^-\'G^x  fiBr  beliebige  G^  und 
G^  entsprechen;  so  müssen  die  drei  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sein: 

«0  =  0,  «^  =  0  ,  6,  =  0. 

Von  ihnen  begränden  die  zwei  ersten  die  Existenz  der  ganzen  Wurzeln  0  und  1 ,  die  dritte  aber  tritt 
an  die  Stelle  der  17=0.  Soll  es  drei  geschlossene  algebraische  Integrale  geben  mit  den  Gradzahlen 
0 ,  i ,  2 ,  so  bestehen  die  sechs  Bedingungen : 

«0  =  «,  =  «,  =  0 

6,  =  6,  =  c,  =  0. 

Die  drei  ersteren  begründen  die  Existenz  der  ganzen  Wurzeln  0,  i,  2;  die  drei  letzten  hing^^en 
spielen  die  Rolle  der  U=  F=  Fr=0.  u.  s.  w. 

Von  diesen  auf  die  ganze  und  positive  Beschaffenheit  einer  oder  mehrerer  Wurzeln  der 
^  =0  fussenden  Betrachtungen  ist  der  Übergang  zum  allgemeinen  Fall,  d.  h.  zu  einer  beliebigen  Be- 
schaffenheit  von  /i,  nicht  schwer.  Das  geschlossene  Polynom  (iöö),  das  wir  in  die  (139)  substituirten. 


kann  auch  verwandelt  werden  in  eine  nach  ahsteigenden  Potenzen  von  x  geordnete  unendliche 
Reihe  vom  Grade  /x ,  d.  h.  mit  einem  Anfangsgliede  G^  x^ ,  unter  a  eine  Wurzel  der  A  =  0 
▼erstanden.  Das  Snbstitulionsresultat  geht  dann  auch  in  eine  unendliche  Reihe  über,  aber  die  Glei- 
chungen (157)  zur  Bestimmung  von  G^,   G,, hören  nicht  auf  fortzubestehen,   mit  Ausnahme 

der  letzten,  die  darum  wegfallen,  weil  in  ihnen  die  nicht  mehr  statthabende  Voraussetzung  eines 
ganzen  /i  enthalten  ist.  Bei  der  Bestimmung  der  unendlich  vielen  Coefficienten  stössl  man  aber  auf 
keinerlei  Widerspruch  und  sieht  sich  daher  berechtigt  zum  Schlüsse,  dass  einer  jeden  Differentialglei- 
chung von  der  Form  (139)  n  particulare  Integrale,  oder  \ielmehr,  richtiger  gesprochen,  so  viele,  als 
die  Gleichung  il  =  0  Wurzeln  hat,   in  Form  von  unendlichen  Reihen  entsprechen,  die  nach  absteigen- 

u 

den  Potenzen  von  x  geordnet  sind,  und  alle  die  Eigenschaft  besitzen,  abzubrechen,  wenn  die  ihnen 
angehSrige  Gradzahl  p,  einen  ganzen  positiven  Werth  bekommt;  und  diess  ist  es,  was  uns  die  Ana- 
lysis  durch  Darlegung  der  Umstände,  unter  welchen  der  letzte  Coefficient  der  (146)  in  die  Nulle  äbergeht, 
eigentlich  mittheilt 

Die  Berechtigung,  den  zweiten  Theil  der  Gleichung  (148)  zu  ersetzen  durch  die  Nulle, 
fallt  aber  weg,  wenn  das  in  der  (147)  enthaltene  algebraische  Polynom  aufhört  eine  besondere  Auflö- 
sung dieser  Gleichung  zu  sein,  und  diess  geschieht  jedesmal  dann,  wenn  nach  geschehener  Substitution 
dieses  Polynomes,  und  Aequiparation  der  Coefficienten  beiderseits,  für  eine  oder  mehrere  der  Con- 

slanten  B^^  JB^,  J^a-t   ^^^^  unendliche  Werthe  ergeben.  Diesem  Falle   begegnet  man  aber 

gerade  dann,  wenn  man  den  Differentiationsindex  so  wählt,  dass  das  mit  dem  Factor  %  verbundene 
Glied  der  Gleichung  (146)  verschwindet,  d.  h.  wenn  man  ihn  eine  der  Wurzeln  sein  lässt  der  alge- 
braischen Gleichung: 

(-/)  ^^' -^  {;rA)  ^n-^" -^ -M'.  +  ^.  =  0, 

oder  was  dasselbe  ist: 
(-irön;i(/i+0       (/i+n^l)  +  (~l)"-X-./i(/i+l)  .      (/x+n— 2)+ ~a,ju4-a«  =  0,    ( 

deren  jedesmal  so  viele  sind,  als  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (138)  particulare  Integrale  besitzt, 
die  der  ersten  Functionsklasse  angehören,  denen  somit  ein  repartirter  Abfiill  um  die  Einheit  in  der 
Gradzahl  in  den  letzten  Coefficienten  angehört  Und  namentlich  ist  es  die  Constante  B^^  welche  bei  der 
Substitution  den  Coefficienten  Null  bekommt  und  so  aus  dem  Resultate  herausfallt,  wonach  man  in  der 
bekannten,  etwas  uneigentlieh^  Weise  von  einem  unendlichen  Werthe  derselben  spricht  Im  Grunde 
aber  verhalt  sich  die  Sache  so:  die  Substitution  des  Polynomes: 

Ä.x  +  Ä.x'  +  -^B^^^x^-^  ( 

welches  eben  das  (147)  ohne  den  B^  ist,  in  den  ersten  Theil  der  (148)  gibt  demselben  einen 
Werth,  wie; 

^  +  Z>,a:  +  D,x'  +  +  D^,,x^-\  ( 


(161) 
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allwo  />,,  O,, -Da-i  eben  so  willkuhrlich  sind,  wie  die  JS^,  if,, B^^^;  g  aber  eine 

bestimmte  Constante  bedeutet.  Man  kann  also  sagen,  dass  das  eben  vorliegende  Polynom  (159)  eine 
besondere  Auflösung  der  Differentialgleichung  (i48)  in  %  sein  würde,  wenn  ihr  zweiter  Theil  der  (160) 
Mrare,  da  er  es  aber  nicht  ist,  und  vielmehr  den  abweichenden  Werth: 

{D,  —  g^  +  g  +  D,x  +  D,x'  +  +  l>^_^a::^- 

besitzt,  so  wird  man  sagen  können:  Das  allgemeine  Integral  der  Completen  (148)  besteht  aus  der 
(jj  —  i)  theiligen  besonderen  Auflösung  (159)  und  dem  allgemeinen  Integrale  der  Gleichung: 

welches  seinerseits  wieder  aus  zwei  Theilen  zusammengesetzt  ist,  nämlicli  dem  allgemeinen  Integrale 
der  Reducirten: 

x„«^"^  +  [-  /*A'„  +  x^,]  «("-^  +  [(-/)  a;  -  /iX;..  +  x^,]  «("-^  + + 

(169) 

+  [(,~^,)  xr'  +  {,~^2)  -^- '  + -  M".  +  -«.]«'  =  "• 

das,  wie  man  sieht,  auch  eine  willkuhrliche  Constante  als  Bestandtheil  in  sieh  schliessen,  somit  in  der 
Gestalt: 

«  =  Co  +  C,%,  +  C,»,  + +  C^i»,-. 

erscheinen  wird,  und  einer  besonderen  Auflösung  der  (161),  die  anstatt  «  gesetzt  dem  ersten  Theile 
den  willkuhrlich  constanten  Werth  D^  —  g  ertheilt,  sohin  diesen  letzteren  als  Factor  enthält,  und  dess- 
halb  mit  G2.  bezeichnet  werden  kann,  unter  G  eine  willkuhrliche  Constante,  etwa  die  D^  —  g  selbst, 
und  unter  (2  eine  Function  von  x  verstanden.  Das  allgemeine  Integral  also  unserer  Gleichung  in  »« 
nämlich  der  (148),  ist  in  diesem  Falle: 

^  =€,%,  +  €,%,+ +  C,,^,%nr-.-^Ga+C,  +  B,x  +  B,x'+,. +B^^,x^'\ 

und  hieraus  folgt  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  in  jf: 

Hätten  wir  hingegen,  anstatt  so,  wie  hier  angedeutet,  zu  rechnen,  geradenwegs  die  Reducirte  (162)« 
so  wie  im  Falle  eines  positiven  Werthes  von  /jl  inXl50»  dessen  Mher  Erwähnung  geschah,  zu 
Grunde  gelegt;  so  würden  wir  erhalten  haben: 

Z   =    C,Z,    +     C».    + +    C^i»;,-.    +    C., 

und  es  wäre  jetzt  daraus : 
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ab  zwar  nur  (n— O-theiliger,  gleichwohl  aber  doch  der  (139)  Genüge  leistender  Werth  hervor- 
gegtügen. 

Begnügt  man  sich  also  mit  einem  onvollstandigent  nur  n—  1  Constante  enthaltenden  Inte- 
grale, welches  übrigens  durch  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  und  vermittelst  der  Integra- 
tion einer  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  immer  vervollständigt  werden  kann;  so  ist  man 
lach  berechtigt,  anstatt  der  Completen  (148),  nur  mit  der  einfacheren  Reducirten  (162)  zu  rechnen. 
Aber  wir  ziehen  aus  unseren  Untersuchungen  noch  eine,  nicht  uninteressante  Folgerung:  Die  allge- 
neine  Int^ation  nämlich  der  vorgelegten  Differentialgleichung  in  y  ist  als  vollendet  anzusehen,  wenn 
es  gelungen  ist,  kein  eigentliches  Integral,  sondern  nur  eine  besondere  Auflösung  Gdl  der  (161)  zu 
ermitteln,  ohne  einer  anderen  Constante  als  der  D^ — g  selbst,  jedoch  mit  noch  unbestimmtem  ju; 
denn  man  vrird  in  einem  so  gestalteten  Ausdrucke  anstatt  ju  der  Reihe  nach  alle  n  Wurzeln  der  Alge- 
braischen (158)  substituiren ,  denselben  auf  diese  Weise  in  <2i,  <2,,  <2g, 2«  verwandeln,  den 

constanten  Factor  G  zugleich  in  &,,  &, ,  G,,  G^  umsetzen,  und  dem  gemäss  einen  n-thei- 

ligen  Werth  von  y  aufstellen,  der  aussieht,  wie  folgt: 


d^^a,  .  ,,  dJ^.a.  .  ^,  iß*«a.  ,  ,  ^,  d^^^a, 


G. -x£^  +  G.-:z;:^  +  G.:7i^*+  +  «^ 
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and  ohne  Zweifel  das  gesuchte  allgemeine  Integral  darstellt,  wenigstens  so  lange,  als  wirklich  n  von 
einander  verschiedene  Werthe  von  jjl  vorhanden  sind. 

Die  bisherigen  Ergebnisse  dieses  Paragraphes  durften  genügen,  um  zu  zeigen,  dass  das 
Iliffer^iziren  und  Integriren  der  particulären  Integrale  in  der  Gleichung  selbst  im  Allgemeinen  einzu- 
leiten sei,  und  welche  Vorsichten  man  dabei  zu  beobachten  habe.  Ob  man  dabei  den  beabsichtigten 
Zweck  erreicht,  hängt  von  der  Natur  desselben  und  von  den  obwaltenden  Umständen  ab.  Einstweilen 
liaben  wir  gesehen,  dass  man  durch  diese  Transformationsweise,  wenn  gewisse  Bedingungen  erfüllt 
sind,  die  Ermittlung  eines  oder  mehrerer  geschlossener  particulärer  Integrale,  oder  die  Beseitigung 
flerselben,  oder  auch  endlich  die  Verwandlung  unähnlich  gestalteter  analytischer  Ausdrücke  in  einan- 
€ier  (Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  in  bestimmte  Integrale  und  umgekehrt)  beab- 
sichtigen könne,  und  es  ist  nicht  nur  bei  Differentialgleichungen  von  dem  Baue  der  (139),  sondern 
sach  bei  allen  anderen,  deren  Coeffiicienten  ganze  algebraische  Functionen  von  x  sind,  unschwer,  den 
Srfolg  und  die  Bedingungen  desselben  im  Voraus  zu  beurtheilen. 

Für  das  erste  ist  es  klar,  dass  man  dort,  wo  keine  repartirten  Abfalle  um  die  Einheit  in 
4er  GradzaU  bei  den  letzten  Coefficienten  bemerkbar  sind,  vergebens  nach  geschlossenen  algebraischen 
Formen  und  überhaupt  nach  Functionen  der  ersten  Klasse  frage.  Wir  wissen  aber  auch  andererseits, 
dass  sich  jedes  particuläre  Integral  vermittelst  einer  vorgängigen  Transformation  anderer  Art,  die  die 
Befreiung  von  einem  exponentiellen  Factor  bezweckt,  zur  ersten  Klasse  herunterbringen  lasse,  womit 
dann  auch  dieser  nothwendige  Ab&U  um  die  Einheit  in  der  GradzabI  wenigstens  bei  einem,  nämlich 
dem  letzten  Coeffidentenpaare,  wenn  nicht  bei  mehreren  verknäpft  ist  Es  wird  diess  auf  so  viele  ver- 
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sehiedene  Arten  erzielt,  als  der  zweiten  Klasse  angehorige  partieuläre  Integrale  vorhanden  sind,  und 
Man  kann  immerhin  fragen,  ob  nicht  eines  derselben  ein  Produkt  sei  aus  einem  exponentiellen  Factor 
zweiter  Klasse  und  einem  der  ersten  Klasse  angehorigen,  geschlossenen  algebraischen  Polynome.  Hat 
man  also  das  Letztere  von  dem  erstgenannten  Factor  befreit ,  so  ergibt  sich  offenbar  jedesmal  eine 
transformirte  Gleichung,  die  in  der  Form: 

(166)  J  L  j 

+  +  [a,x^  +  b,x^-'  +  e,x^''  + ]  y  =  0, 

allwo  jedoch  gelegentlich  auch  einige  der  mit  a ,  6 ,  c  bezeichneten  Anfangscoefficienten  in  die  Nulle 
fibergehen,  und  so  Ansteigungen  anstatt  der  gleichmässigen  Ablalle  bewirken  können.  Nur  bei  dem 
letzten  Coeflficientenpaare  ist  der  Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  ein  nothwendiger,  also  a^  und 
a^  von  der  Nulle  verschieden.  Ffihrt  man  nun  in  diese  Gleichungen  für  einen  Augenblick  eine  neue 
abhängige  Veränderliche  ein  vermittelst  der  Substitution : 

wodurch  sie  in: 

[a„a:»^+6^x"+'"-*+c^af»+'-»+ ]ti^*^^+[a^,x"^'^*+6^,ap"^-+c«..x"+'^ ]ttC»+r..)^ 

+  +  [a.x''  +  b^x^'  +  c^xT'*  + ]  u'^'  =  0, 

fibergeht,  so  liegt  und  zwar  in  aller  Vollständigkeit  die  F*orm  (139)  wieder  vor,  nur  mit  dem  Zu- 
sätze, dass  hier  unmittelbar  r  geschlossene,  algebraische,  partieuläre  Integride,  diejenigen  nämlich, 

die  -T—-  =  0  machen ,  und  in  der  Formel : 
dx^ 

B,  +  B,x  +  B,x*  + +  Br,,x^'' 

enthalten  sind,  in  die  Augen  fallen,  mit  den  Gradzahlen  0,  1,  2 r—i.   Ihnen  entsprechen 

bereits  erfüllte  Bedingungsgleichungen: 

i+2  +  3H-   +.=-^^^ 

an  der  Zahl,  erffiUt  durch  das  Verschwinden  sämmtlicher  r  Hinterglieder.  Soll  es  nun  nebst  ihnen 
noch  einen  geschlossenen  ganzen  algebraischen  Werth  von  u  geben,  der  dann  offenbar  auch  einen 
solchen  von  y  zur  Folge  haben  wird,  so  müssen  nach  den  Ergebnissen  unserer  Untersuchungen  r-|-  i 
neue  Bedingungsgleichungen  hinzutreten,  von  denen  wenigstens  die  erste  nichts  anderes  besagt,  als, 
dass  eine  gewisse  Function  der  in  der  (166)  enthaltenen  constanten  Parameter,  die  zugleich  die  Grad- 
zabl  des  Polynoms  ausdrfickt,  eine  ganze  positive  Zahl  sein  müsse.  Es  ist  also  die  Existenz  eines 
geschlossenen  y  an  die  Erfüllung  von  r+1  Bedingungsgleichungen  geknüpft.  Liegt  daher  namentlich 
eine  Differentialgleichung  vor,  mit  lauter  CoefHcienten  vom  Grade  Ebis,  so  hängt  auch  die  geschlos- 
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Beschaffenheit  eines  jeden  ihrer  partieulären  Integrale  nur  von  einer  einzigen  Bedingung  ab.  Hat 
man  eine  Differentialgleichung  mit  lauter  quadratischen  Coefficienten ,  so  gehSren  zum  geschlossenen 
Vorhandensein  eines  jeden  derselben  zwei  Bedingungen,  und  hat  man  allgemein  Coefficienten  vom 
Grade  m,  so  müssen  m  Bedingungen  erffillt  sein,  auf  dass  auch  nur  ein  einziger  der  Genfige  leisten- 
den Werthe  in  ein  geschlossenes  algebraisches  Polynom  übergehe.  Wir  werden  auf  diese  Ergebnisse 
bei  der  Auseinandersetzung  der  Integrationsmethoden  im  folgenden  Abschnitte  und  auf  einem  anderen 
Wege  znrudrkommen. 

§.  5. 

fiinffihniDg  einer  leoen  anabh&ngigen  Ver&nderliehen« 

Dass  die  Einfuhrung  einer  neuen  Veränderlichen  in  der  gesammten  Integralrechnung  über- 
haupt mancherlei  Nutzen  gewähre,  irrationale  in  rationale  Formen  verwandle,  transscendente  in  alge- 
liraiselie  umsetze  u.  s.  w.^  weiss  jedermann ,  dass  sie  auch  speciell  bei  der  Integration  der  linearen 
Differentialgleichungen  nicht  unerspriessliche  Dienste  leiste,  haben  wir  an  mehreren  Orten  gesehen.  Siebe 
S.  105 — 112  des  I.  Bandes.  Gleichwohl  wäre,  der  ihr  zukommenden  Wichtigkeit  ungeachtet,  darüber  in 
der  Transformationslehre  sehr  wenig  zu  sagen,  weil  sie  in  der  Ausübung,  wenn  man  von  längeren 
Rechnungen  in  complicirteren  Fällen  absieht,  keine  Schwierigkeiten  biethet,  wenn  sich  nicht  einerseits 
g^ewisse  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Verwendbarkeit  oder  NichtVerwendbarkeit  dieser  Transfer- 
mationsweise  in  verschiedenen  Fällen  daran  schlössen,  andererseits  aber  die  Kenntniss  der  Entwick- 
lungsweise  gewisser  allgemeiner  Formeln  zu  diesem  Geschäfte  nothwendig  wäre,  die  aimoch  in  der 
Infiniteaimalanalysis  wtenig  J)ekannt  sind.  Erstere  Bemerkungen  in  Anwendung  auf  einfachepe  Fälle  soll 
^Beser  Paragraph  bringen,  die  Entwicklung  der  allgemeinen»  auf  die  Ordnungszahl  n  der  Gleichung 
liezugUdien  Formen  ist  einem  späteren  vorbdialten. 

Wir  nehmen  an,  der  Rechner  findet  aus  irgend  einem  Grunde  für  gut,  die  unabhängige 
Veränderliche  x  einer  Differentialgleichong  durch  eine  andere  x  zu  ersetzen,  die  mit  der  ersteren  durch 
Jrgend  eine  Gleichung,  eine  höhere  Algebraische  können  wir  annehmen,  da  es  sich  um  Differential- 
Sleiehungen  mit  algebraischen  Coefficienten  handelt: 

9  (X,  r)  =  0  (1(17) 

^verknüpft  ist;  so  hat  er  zu  erwägen,  dass  der  Differentialgleichung  zufolge  der  Werth  von  j^,  der  ihr 

tienfige  leistet,  ursprünglich  eine  Function  von  x  sei,  etwa  2^  =  1/7(0;),  dass  sich  aber  dieser  durch 

"^e  SiAstitntion  des  aus  der  vorliegenden  (167)  für  x  hervorgehenden  Werthes  offenbar  verwandle  in 

>cine  Punetion  von  r,  etwa  y  =  y(x)  und  dass  endlich  dieser  letzterwähnte,  durch  die  Wiederein* 

fihnuig  des  aus  (167)  hervorgehenden  Werthes  von  r  verwandelt  werden  müsse  in  y  =  ^(a?).   Man 

kann  daher,  wenn  man  will,  y  als  eine  Function  von  x  betrachten,  welche  x  nur  insoferne  in  sich 

^«nthalt,  als  diese  Veränderliche  in  x  enthalten  ist  auf  die  durch  die  ((67)  angedeutete  Weise.   Dieser 

AnsehftiraDg  gemäss  ergibt  sich : 

13  • 
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y'       =    ^     =   *^  * 

dx   '      dx  dx 

^  dx'        dl'  dx'  '^  dt  dx' 

(168)  V-   =^  =^  *!+.,  ^*  ^  +  f^^ 

^  dx'        dt*  dx^^      dx'  dx  dx'^  dt  dx" 


dx'        dt'  dx'  """      &•  dx'  dx'  "*"      &•  iteite»  "*"      dx'     dx'        dx  dx' 


Die  allgemeine,  für  den  Differentiationsexponenten  n  geltende  Formel  bringt  ein  spaterer  Paragraph, 
und  es  dienen  air  diese  Gleichnngen  dazu,  die  nach  x  genommenen  Differentialqnotienten  in  solche  nach 

r  umzuwandeln,  während  die  Coefficienten  entweder  Functionen  von  x  geblieben  sind,  oder,  wenn 

dt     iPt 

sich  die  (167)  nicht  bequem  nach  r  auflösen  lässt,  sogar  noch  als  Functionen  von  x,  -3-,  -j-r 

dx    dx 

erscheinen.    Da  aber  die  (167),  mehrere  Male  nach  x  unter  der  Voraussetzung,  dass  r  eine  Function 
von  X  sei ,  der  Differentiation  unterworfen ,  zu  folgendem  Systeme  von  Gleichungen  (fihrt : 

dx        dl  dx 

dx*  "^      dxdt  dx  "^  dt*  dx*  "^  dt  dx* 

«Py  d*9   <fc  d*9   dt*       d*9  A^         £2_^  .   3^*^+^^  =  o 

«te»  "^      dx*dx  dx  dxdt*  dx*  ^  dx*  dx»  ^      dxdt  dx*  ^      dt*  dx  dae*  '^  dt  dx» 

^     ^  dx*  ^      dx*dt  dx  ^      dx*dt*  dx*    ^       dxdf  dx*  ^   dt*  dx*  ^      dx*dt  dx*    ^ 

<P9    dt   d*t  d*<i,  dt*  d*t  d'o   d*t  d'<!,  d*x* 

^       dxdt*  dx  dx*^      dx*  dx*  dx*^      dxdt  dx*  ^      dt*  dx*  ^ 

,    ,  d*a  dt  d*t    ,   da  d*t 
_i_  4  — z; 1 — z.  —  =  0 

^      dt*  dxdx*^  dt  dx* 


so  besitzt  man  eine  Reihe  von  Formeln,  die  genfigt,  nm  aus  den  DifferentialgleichnngsooefTieienten 

X,  — , ,  ...  zu  eliminiren,  wonach  sie  als  bloss  t  enthaltende  Ausdrficke  dastehen,  man  somit 

dx    dx* 
statt  einer  Gleichung  zwischen  v  und  x  eine  andere  zwischen  y  und  t  erhalten  hat  Führt  man  die 

erste  Hälfte  dieser  Rechnnngsoperationen,  die  Einführung  der  Werthe  nämlich  aus  den  Gleichungen  (168) 

durch  bei  den  folgenden  Differentialgleichungen  der  zweiten,  dritten  und  vierten  Ordnung: 

X,y"  +  X,y'  +  X,y  =  0 

(170)  -x.y"'  +  Jf.y"  +  X.y'  +  X.y  ==  0 

X,y"^  +  X,y"  +  A.y"  +  X.y-  +  X.y  =  0, 


so  Ferwandeln  sie  sich  in : 


Transfornationslehre.  |01 


-.^.•^M--S--.  |]|+  — 


ud  wenn  sich  uberdiess  die  (167)  nach  x  bequem  aoflosen  lässt,  somit  -~,  — —   als   Ponc- 

ax    äx 

tienen  von  x  ohne  Schwierigkeit  ermittelt  werden  können,  so  biethen  sie  auch  Coefficienten ,  die  reine 
Pmnetionen  der  Veränderlichen  x  sind,  anstatt  welcher  man  nnr  noch  vermittelst  der  (167)  die 
andere  x  einzuführen  haben  wird.  Lasst  sich  nun  diese  Gleichung  auch  nach  x  ohne  Muhe  auflosen  ^ 
und  gibt  sie  fSr  diese  Veränderliche  etwa  gar  einen  rationalen  Werth,  so  gelingt  die  beabsichtigte 
Binffihning  ohne  alle  Schwierigkeit  und  kann  von  einer  rationalen  Form  der  Coefficienten  abermals  zu 
einer  solchen  fShren.  Es  ist  diess  aber  offenbar  nnr  ein  seltener  Fall,  deijenige  nämlich,  wo  zwischen 
a?  and  r  eine  Gleichung  besteht,  wie  die  folgende: 

a  +  bx  +  ex  +  dxx  =  0, 

^reiche  sowohl  x  durch  r,  als  auch  r  durch  x  rational  auszudrücken  gestattet,  und  der  wohl  höchst 
selten  vorkommen  durfte.  Ist  man  hingegen  entweder  von  einer  irrationalen  Differentialgleichung  aus- 
seegangen,  oder  erscheint  der  Werth  von  x  in  Function  von  x  irrational;  so  ist  auch  die  transformirte 
Oeiehong,  zu  der  man  gelangt,  eine  irrationale,  kann  jedoch  gelegentlich  eine  Division  durch  einen 
mirationalen  Factor  zulassen  und  dadurch  wieder  rational  werden,  muss  diess  jedoch  nicht  noth- 
'Wendigerweise.  * 

Ein  zweiter  günstigerer  Fall  ist , der,  wo  die  Gleichung  (167)  sich  wohl  nach  x,  aber 
Glicht  nach  r  rational  auflosen  lasst  Man  hat  sieh  dann  behufs  der  ganzlichen  Elimination  von  x  ans 
4ai  Differentialgleichungen  (171)  an  die  Formeln  (169)  zu  wenden,  in  welchen  wir,  um  sie  zum 
€Sebni«elie  geschmeidiger  zu  machen: 

dx       -'        dl        ^"       <te»       ^'       dxdx       ^''        dt«        •" 
«nd  allgemein: 

setxai  werdra.  8ie  TenniBdebi  rieh  Uedveti  in: 


(17«) 
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dt 

¥  +   9.  ^  =  0 

,    dt  dt*  d't 

9"  +29:  ^  +  9..  ^.  +  9.^  =  0 

„    *  .    **    .  «'J*    .    »  ,  ''*i    .    „       dt  d't    ,         d^t 

r  +  39"  ^  +  39:,  ^  +  9,,,  ^  +  39:  -  +  39..  ^  _  +  9.  _  =  0 

dt  rfx*  rfr*  &*  «Tr  dt   (Tx 

9"  +  49:"  ^  +  69:  :^.  +  49:..  ;^.  +  9.  ^.  +  «9:  x:.  +  «29: .,-  tt.  + 


^»  dar»  "'■  ^'  dar*  ■*"    ^"  dx*^  "'"    ^"  dar  dar»  "*"  ^'  d»» 


de 

Die  erste  von  ihnen  liefert  einen  Wertli  für  -;-,    der   ans  i  und  x   rational   zusammengesetzt  ist, 

dx 

nämlich: 

dx  o* 

(173)  ^■ 

d*t 
diesen  substituiren  wir  in  die  zweite  und  ziehen  sodann  aus  ihr  einen  ähnlichen  Werth  von  -r-r: 

dx* 

^  =  -  -^  [9"  9:  -  29:9*9.  +  9..9']- 

(174)  ^' 

d*)c 
Mit  ihrer  Hilfe  gibt  die  dritte  jetzt  einen  Ausdruck  für  -r-r : 

dx 

£  =  -  ^  [9'"  9-  -  39;' 9' 9-  +  39:.  9' 9*  -  9.«  9' 9.  -  39"  9: 9*  + 
(iw)  ^-  ... 

+  39"9„9'9,*  4-  69; 9' 9;  —  99:9,, 9' 9,  +  39:9] 

dmin  die  vierte  auf  dieselbe  Weise :  ^ 

^  =  -^[9"'9*  -  49:"9'9*  +  ß9"9'9.\r  49:..9'9'  +  9"9'9,*  -  49'"9:9' + 
+  49'" 9,  9' 9»-  69: 9"  9,*+  249:'9;9'9»  —  I89:'9„9'''9r  +  129:,  9"  9' 9^  — 
—  S6^'„q,:<p'0:  +  249;,9„9'9,'  -  69,„9Y9'  +  i69".9:9^9*—  *09."9"9V.  + 
(17»)  +  3ö"9„9*  +  *29"9;9*  —  369"  9:9,,  9' 9*  +  i89"9*9'9.'  —  249!  9' 9*  + 

+  729l9„9'9,'  -  609;9,*9'V  +  159*  9^ 

u.  s.  w.  Diese  Werthe  (173),  (174),  (175),  (176)  der  Differentialquotienten  Icann  man  jetzt  in  die 
Gleichungen  (171)  substituiren,  deren  Coefficienten  sich  hiedurch  als  rationale  Functionen  von  ar  und 
t  darstellen  werden,  wenn  ursprünglich  X,,  X^,  X^,  X,,  X^  rational  warnn,  und  im  «ntgegen- 
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gesetzten  Falle  dieselbe  ursprfingliche  IrrationalgrSsse  annoch  enthalten  werden.  Die  Substitations- 
resultate  sind: 

-X.9'9'  -0  -  [3X  (9" 9'  --  29:9' 9.  +  9-9')  +  -X.9'9,']  9'©,.  ^  + 

+  [x,  (9"'9»  -  39;'9'9f  +  39: 9' 9,'  -  9".  9*9.  -  89"  9!  9,*  + 
+  39"9„9'9;  +  69!  9' 9*  —  99;  9„  9*9,  +  39,",  9')  + 
+  X,  (9" 9.«  -  29; 9' 9,  +  9„9')  9,«  +  X.9'9,*]  ^  +  x,9:y  =  0 

X» .  9' 9?  •  ^  -  [6Jf.  (9" 9'  -  29: 9' 9.  +  9-9'*)  +  ■X.9'9']  9'9'  •  §  + 

+  [x,  (49"'9'9»  - 129:9'9,»  + 129;,9'9,'  -  *9."9V. + 39'"9»  -  249"9;9'9f  + 

+  i89"9„9'9,'  +  369!  9*' 9,'  -  489:9,,  9' 9,  +  «59,',  9')  +  ( 

: ;     +  3X.  (9« 9;  -  29: 9' 9,  +  9„9')  9' 9,»  +  X.9'9»]  9.  -^  - 

—  [X^  (9'"  9,«  —  49:' 9' 9.*  +  69:9*9,*  -  49;„9'V  +  9,r9'9*  - 

—  4<?"'9;9,*  +  49"'9„9'9,»  —  69;' 9"  9*  +  249',' 9;  9' 9,*  — 

—  i89:'9„9'9r  +  i29;,9'9'9,»  -  z^^'.,^'.^'^^  +  249;,9„9Vr  - 

—  69,„9"9'9,'  +  169„,9:9'9,»  —  109,„9„9'9,  +  3<p"q>„9*  + 
+  i29"9;9,»  —  369"9:9„9'9,»  +  i89"9,'9'9,'  --  249^9' 9,»  + 
+  729:9,,  9' 9,'  —  809:9,' 9*9,  +  »59,",  9'*)  + 

+  X.  (9'"  9,»  -  39:' 9' 9!  +  39:,  9' 9*  -  9,,,  9*9.  -  39"  9: 9,*  + 
+  39"9„9'9,'  +  69^9' 9,*  —  99:9,,  9*9,  +  39,*  9'*)  9,*  + 

+  X,  (9" 9,'  -  29: 9' 9,  +  9„  9')  9,»  +  X.  9' 9']^+  -^.9.'  y  =  "' 

and  es  bleibt  nur  noch  übrig,  aus  ihnen  vermittelst  der  (167)  die  Veränderliche  x  herauszuschaffen,  was 
gemäss  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  x  rational  durch  r  ausgedrückt  werden  kann,  ohne  Schwie- 
rigkeit angeht,  auch  jedesmal  zu  rationalen  Formen  führt,  wenn  ursprünglich  nur  solche  in  den  Coef- 
fleienten  vorhanden  waren  und  oft  auch  dann  noch  rationale  Resultate  liefert,  wenn  die  CoeflTicienten 
ursprünglich  nur  solche  Irrationalgrössen  enthielten,  die  sich  vermittelst  der  (167)  auch  rational  durch 
X  und  t  ausdrücken  lassen,  in  welchem  Falle  daher  die  Befireiung  von  Inrationalgrfissen  eine  Folge 
der  ausgeführten  Transformation  ist. 
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ffieraus  ergibt  sich  schon  zum  Theil  der  Nutzen  der  Einfuhrung  einer  neuen  Variablen,  den 
wir  hier  nicht  erschöpfend  darzustellen,  sondern  nur  durch  Aufzählung  der  Hauptfalle,  in  welehei 
diese  Transformationsweise  erspriessliche  Dienste  leistet,  in  ein  helleres  Licht  zu  setzen  beabsichtigen. 

Anwendbar  ist  dieses  Verfahren  jedesmal ,  so  oft  die  vorgelegte  Differentialgleidiung  Coelfi- 
cienten  besitzt,  die  eine  Wurzelgrösse  von  der  Art  deijenigen  einschliesscn,  die  auch  in  einem  gewohn- 
lichen Differentialausdrucke,  der  der  Integration  zu  unterwerfen  ist,  wenn  sie  darin  vorkommt,  das 
Rationalmachen  zulässt  und  zwar  eben  zur  Rationalmachung  der  Differentialgleichung  selbst  vermittelst 
derselben  Substitution,  aLso  namentlich:  « 

aj  Wenn  die  CoeSicienten  aus  x  und  der  Wurzelgrosse  ( .  )    rational  zusammenge- 

\ax-t-o/ 

setzt  sind,  die  Einfuhrung  einer  neuen  Veränderlichen  und  hiemit  verbundene  Rationalmachung  gelingt 
dann  hier,  so  wie  bei  dem  gewöhnlichen  Integriren  durch  die  Substitution: 

SO  dass  jetzt  die  bereits  von  Brächen  befireit  gedachte  (167)  in  die  folgende  übergeht: 

(179)  9  (ar,  x)  =  x  [i—ax^]  +  c  —  bx^  =  0. 

Hier  ist  der  specielle  Fall  a==0,  6  =  1,  in  welchem  die  wegzuschaffende  Irrationalgrosse  einfacher 
Weise  \/ x  +  c  ist,  mit  inbegriffen;  ihm  entspricht  die  Substitutionsgleichung: 

(180)  9  (ar,  r)  =  ac  +  c  —  r*  =  0. 

bj  Wenn  sich  in  den  Coefficienten  eine  Quadratwurzel  Ober  einem  quadratischen  Ausdruck 
befindet,  rational  aber  sonst  auf  beliebige  Weise  mit  x  verknüpft,  etwa  die  ^  x^  +  ax-^-b.  Hier  hilft 
bekanntlich  die  Substitution: 

r  —  X  =  V^'  +  öx  +  6, 

die  der  (167)  folgende  Gestalt  ertheilt: 

(181)  9  (Xy  r)  =  X  [a  +  2r]  +  *  —  r»  =  0, 
oder  auch  die  andere: 

xr  -H  v^  =  V^*  +  ox  +-  6, 
in  Folge  deren  die  (167)  so  aussieht: 
(18«)  9  (X,  r)  =  X  [1  —  r']  +  a  —  2r  v^6"=  ü, 

oder,  falls  der  quadratische  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen^  bereils  in  einfache  Factoren  zerlegt, 
in  der  Form  (x  — a)  (x — 6)  vorkäme,  die  folgende  dritte: 


(x  —  a)  r  =  V(^  —  a)  (x  —  6) , 
der  die  folgende  Gestalt  der  (167)  angehört: 
(188)  9  {x,  r)  =  X  [l  —  r*]  —  6  +  ar*  =  0. 
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ey  Wenn  die  GldehungseoeCBdenten  zwei  in  densdben  geeond^  orecheinende  Quadratwur- 
leln,  wie  ^x+a  und  V^  +  *  enthalten.  Hier  wird  man  die  Befireinng  von  lieideB  zugleich  dnrdi 
eine  und  dieselbe  Snbatitution  bewerkstelligen,  namlieh: 

/ a  —  b 

woraus : 

ix 
folgt  Die  rational  gemachte  Substitutionsgleichung  ist  in  diesem  Falle: 

9  (X,  r)  =  X  +  — r*  -      ^^^^      =  0.  (184) 

Auch  wenn  die  beiden  Irrationalgrossen  die  etwas  complicirtere  Form : 


\   x+  e  \   X  + 


besitzen  sollten,  ISsst  sich  noch  derselbe  Zweck  erreichen  durch  zwei  auf  einander  folgende  Substi- 
tutionen. Man  bemerkt  nämlich,  dass: 


.  /flc+  a        X  f ,    .    a  —  e  . 


sei,  wenn  man: 

a 


u  = 


X  +  c 
s^in  lässt,  und  dass  auf  dieselbe  Weise: 


VW.-V'^.Vl^^'' 


^^^«rde.  Blan  hat  sohin  anstatt  der  beiden  gegebenen  Wurzelgrössen  ein  Paar  andere  erhalten,  deren 

V^^rwandlung  in  rationale  Formen  dureh  die  einzige  eben  besprochene  Substitution  gelingt,  kömmt  also, 

^^^e  gesagt,  durch  zwei  aufeinander  folgende  Substitutionen  zum  Ziele.  Man  kann  sie  jedoch  auch,  wenn 

'^^«n  will,  in  eine  einzige  zusammenziehen  und  erhalt,  so  man  diess  thut,  die  folgende  Substitutions- 

S'S.^iehung: 

^  (X ,  r)  =  (x+c)  [l6  (b—cy  r*  +  8  (6— c)  (2c— 6— a) r*  +  (6—«)"]  —  16  {a—c)  (b  - c)*  x'  =  0.     (185) 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  sämmtlichen,  9ub  aj,  b)  und  ej  angeführten  Sub- 

^^ätutionsweisen  nicht  die  einzigen,  sondern  nur  die  einfachsten  sind,  durch  die  der  beabsichtigte  Zweck 

^^T  Rationalmachung  erreicht  wird,  und  dass  man  in  den  sämmtlichen  Formeln:  (179),  (ISO),  (181), 

C^  62),  (183),  (184),  (185)  die  neu  eingeführte  Veränderliche  r  auch  durch  eme  jede  rationale  Function 

^^rselben  zu  ersetzen  berechtigt  sei,  wenn  man  sich  hievon  eine  erspriessliche  Nebenwirkung  verspricht 

^^  Hauptzweck  des  Rationahnachens  der  Gleichung  ist  inmier  errei<^t 
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Mehr  Falle  als  die  aa^ezählCen  lassen  sich  hier,  so  wie  bei  dem  gewShnUdieii  Integrations- 
gesdiaft  im  Allgcmemen  nicht  a&gebrä,  und  num  sidit,  dass  hier,  wie  dort,  das  Rationalmadira 
durch  schickliche  Emfährung  einer  nenen  Veränderlichen  nur  in  wenigen  Falloi  gelinge.  Um  ein  ein^ 
faches  Beispiel  zu  haben,  nehme  man  die  Differentialgleichung: 

X  .  y"  +  ry\  \/x*  +  a«  —  (»•  —  a«)  y  =  0. 
Hier  ist  gemäss  dem  Gesagten  die  Substitution  angezeigt: 


^  und  man  hat  daher: 

(186)  <p  ^  2xt  +  a^  —  t^  =  0, 

da  aber  in  diesen,  so  wie  in  allen  anderen  hier  aufgezahlten  Fallen  die  Function  q>  nach  x  vom  ersten 
Grade  ist,  sohin  ihre,  nach  dieser  Variablen  genonmienen  Differentialquotienten  vom  zweiten  ange- 
fangen jedesmal  verschwinden;  so  wird  es  zweckdienlich  sein,  den  Formeln  (177)  die  unter  solchen 
Umständen  geltende  einfachere  Gestalt  zu  erfheilen  dadurch,  dass  man  alle  Glieder  als  verschwindend 
auslasst,  in  denen  ein  9  erscheint,  das  oben  mit  mehr  als  einem  Striche  versehen  ist  Sie  werden 
hiedurch : 

A.9'9, .  ^  -  [-X.  (-  29:9' 9.  +  9„9')  +  X,9'9;]  ^  +  X.  9f  ,y  =  0 

^•9' 9'   d^  -  l^^*  (~  ^^'>'9'  +  9" 9')  +  -X.9'9']  9'9<  ^  + 

+  [x,  (39:.  9*9*  —  9,,,  9*9,  +  69!  9' 9*  -  99:9,,  9*9,  +  39*9')  + 
+  A.  (-  29;  9'  9,  +  9„  9')  9;  +  X,  9'  9,»]  ^  +  X,  9,'  y  =  0 

^»9'9'-^-  [6-^»  (     29. 9' 9.  +  9.-9')  +  -X.9'9j  9'9<  ■  ^  + 
087)  -1-  [X»  (129:,  9' 9,'  —  49,,,  9*  9,  +  869^9' 9*  —  489:9„9V  +  »5©*  9'*)  + 

+  3X,  (-  29; 9' 9,  +  9„9')  9' 9*+  X,9'9»J  9 -^  - 

—  [x,  (-  49;„9*9f  +  9,,.9'V'  —  369'„9;9''9f  +  249,',  9,,  9' 9,'  + 

+  169,„9:9'9,*  -  109,,,  9„  9*9.  —  249:9' 9,*+  729!9„9'9,'  — 
-  6O9;  9: 9'9,  +  1 59"  9'*)  + 
+  X,  (39;,  9*9*  —  9,,,  9*9,  +  69;'9'9*  —  99:9,,  9' 9,  +  39,',  9')  9»  -+- 

+  Ä.  (-  29;  9'  9,  +  9.,  9')  9»  +  X,  9'  9,*]  ^  +  x^  9; .  y  =  0. 
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Nur  Hisiehen  wir  in  die  erste  von  ihnen  die  folgenden ,  hier  giltigen  Substitutionen : 


0'  =  2r,        9,  =  2(ar  — r),        9!  =  2,        9,  =  —  2,        \/x^  +  a»  =  r  —  x; 

80  ist  das  Resultat  eine  Gleichung  mit  ratioBal  aus  x  und  r  zusammengefügten  Coefficienten.  In  dieser 

r«  — «• 
schreiben  wir  endlich:  x  =  — - —  und  gelangen  so  zur  gesuchten  rationalen  Gleichung    zwischen 

y  und  r: 

8r*(r»— a«)(r»+a«)^  +  [l6a«r*(r«-a«)  +  4rr»(r«+««)«]  ^  —  [r*— 6rV+a*]  («•+!•)» y  =  0. 

Anwendbar  ist  femer  die  in  Rede  stehende  Transformationsweise,  wenn  zwar  eine  rationale 
Dilfiereiitialgleichung  vorliegt,  vielleicht  sogar  mit  ganzen  Repartitionszahlen ,  wenn  aber  die  gewissen 
gruppenweise  vorkommenden  n^ativen  Bruche  fSr  den  in  der  Formenlehre  stets  mit  k  bezeichneten 
Exponenten  auf  IrrationalgrSssen  in  den  partieularen  Integralen  hinweisen,  die  man  behufs  der  leieh- 
leren  Berechnung  aus  ihnen  herauszuschaffen  wünscht.  Sind  nun  diese  Irrationalgrössen  keine  anderen, 
als  die  kurz  zuvor  zur  Sprache  gebrachten,  so  gelingt  die  Befreiung  von  denselben  durch  die  eben 
besprochenen  Substitutionen.  Um  auch  diess  in  einem  sehr  einfachen  Beispiele  zu  sehen,  betrachte  man 
die  Gleichung: 

2  (X  +  a)  (a:  +  6)  .  y"  +  (a  —  6)  .  y'  +  2  (X  +  a)«  y  =  0.  (188) 

Sieht  man  die  den  beiden  Factoren  des  ersten  Coefficienten  entsprechenden  Werthe  von  k^ 

3                                                            1 
so  sind  sie  ft  = für  den  Factor  x  +  a  und  Ac= für  den  anderen,  nämlich  x+b.  Ersterer 

dentet  auf  eine  Irrationalgrosse  ^ x  +  a  in  zwei  partieularen  Integralen,  letzterer  verräth  das  Vor- 

Iiandensein  von     r      ,  ,    in  eben  denselben.  Diess  in  Verbindung  mit  dem  Umstände,  dass  die  Diffe- 
\  x  +  b 

r»tialgleichung  nur  der  zweiten  Ordnung  angehört,  also  nur  Irrationalgrössen  beherbergen  kann,  die 
sns  der  Auflösung  einer  Gleichung  des  zweiten  Grades  hervorgehen,  d.  h.  mit  nur  Einer  Wurzelgrosse, 
liberzeugt  uns  von  der  Existenz  des 
nai  machende  Substitution  ist  daher: 


liberzeugt  uns  von  der  Existenz  des  einzigen  irrationalen  Elementes  %  /  ^-JLL^  ini  Integrale.  Die  ratio- 


,  _  X  +  a 
^    ~  x  +  b' 
folglich : 

I9  =  X  (!•  -  1)  +  r«6  -  a  =  0,  (189) 

imd  wirklieh  fuhrt  sie  zu  der  transformirten  Gleichung  zwischen  y  und  r:  Tl^) 

t  (r«-  OV  0  +  2  (r*+  0  (r«-l)«  •  ^  +  4  (a-6)'  r* .  y  =  0, 

in  welcher  keinerlei  Spuren  von  Irrationalgrössen  mehr  bemerkbar  sind.  Diese  wäre  nun  nach  den  Vor- 
schriften der  früheren  Paragraphe  einer  ferneren  Behandlung  zu  unterwerfen.  Diesen  zufolge  gewahrt 
man ,  zuvorderst  die  Gradzahlen  der  Coefficienten  ins  Auge  fassend ,  die  9 ,  8 ,  5  sind ,  einen  auf  das 
Paar  entfallenden  Abfall  von  zwei  Einheiten,  der  uns  jedenfalls  überzeugt,  dass  die  Genüge  leistenden 
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Wertbe  in  Bezug  auf  eben  diese  Gradzahlen  bereits  der  ersten  Ponctionsklasse  angefaSrig  seien,  osd 
sogar  vermuthen  iässt,  dass  beide  particuiären  Integrale,  in  der  Form  e  gedacht,  ^  vom  Grade 
—  2  besitzen.  Nicht  so  verhält  sich  die  Sache  in  Rficksicht  anf  den  Factorenban  der  Coefiident^,  die 
der  Reibe  nach  sowohl  Faelorm  r — I ,  als  aneh  r+1  besitzen,  4,  8,  0  an  d«r  Zahl,  and  UedirA 
zwri  Integrale  knnd  geben ,  die  beide  in  der  Form : 


y 

erscheinen,  und  sohin  der  Befreiung  von  dem  ihnen  anhangenden  eiq^nentiellen  Factor  bedürftig  sind, 
um  in  jeder  Beziehung  zur  ersten  Klasse  herabgebracbt  zu  werden.  Ber  Mnltiplüaitor  t  des  ersten 
Coeffieient^  konunt  hier  nicht  in  Betradit,  und  braueht  im  Nenner  von  ^  nicM  voransgesetzl  n 
werden,  weil  er  zunächst  zu  einem  Bestandtheile,  wie  klogt  A(&&  Exponenten  der  BzponenlieUen  Ver^ 
anlassung  gibt,  sodann  aber  einen  algebraischen  Factor  r*  von  %  begrändet,  der  anf  die  iOasse,  u 
der  %  gehSrt,  kdnen  Binfluss  nimmt  Von  dem  BnMdie  .  t  \%  ^^^  lassen  sich  zwei  aggregaUve 
Bestandtheile  ablSsen,  nämlich  die: 

1 — ^-—  •        und 1 — ^- — , 

welchen  die  exponentiellen  Factoren  beider  particulärer  Integrale  entsprechen : 

von  welchen  die  Befreiung  derselben  zu  bewerkstelligen  ist  Gemäss  den  Vorschriften  nun  des  S.  3 
befreien  wir  zuVSrderst  vom  ersten  dieser  Factoren  vermittelst  der  hiezu  dienliche  Substitution: 

der  man,  um  den  Coefileienten ,  so  wie  es  sein  muss,  nach  aufeteigenden  Potenzen  von  t+1  zu  ord- 
nen, die  andere  diesem  Zwecke  entsprechende: 

r  +  i  =  5       oder       r  =  —  i  +  £ 

vorangehen  lassen  wird,  wodurch  sich  aus  der  Gleichung  (190)  zwischen  y  und  t  die  folgende 
zwischen  y  und  £  ergibt: 

[-  16  +  48£  -  565«  +  32^  -     9£*  +  5*]  5*  "^T  + 

(191)                                    +    [-  32  +  80£  -  88£«  +  Ö2r  -  16£*  +  25»]  ^  .   ^    + 

+  Mji-by\—     1+    5«  —  lOÄ*  +  iOg?  —     55*+  4*]      .  y  =  0, 
während  die  oberwähnte  Substitutionsgleichung  Jet;et  in  die  ähnliche: 


Traosformationslehre.  1()9 

ibergehL  Hierauf  passen  ganz  die  Formeln  (71),  (72),  (73),  (76)  u.  s.  w.  des  S.  3,  in  denen  die 
vorliegenden  enthalten  sind  als  specieUer  Fall  nnd  xwar: 

a  =  0,  m  =  2,  x  =  £ 

S,  =  —  16  +  48£  —  Ö6r  +  325*  _    9£*  +       5* 

S,  =  —  325  +  805*  —  885'  +  525*  — 16£*  +  25* 

aP,  =  4  [—  1  +6£  —  lOr  +  lOr  —    55*  +       £•]  (a  -  6)* 

JL  =  —  16  A*  —    kia  —  hy 
^  =        48 A»  —  B2X  +  20  (a  —  6)» 
I»  =        48  A*  —  32  A  +  20  (a  —  &)•  —  32  Xji 
ma^  A  =  —  32  A 

und  trifil  man  endlich  eine  solche  Wahl  von  a?  und  ;i,  dass  die  der  oberwfihnten  Substitution  entspre- 
chende transformirte  Gleichung  durch  £'  theilbar  wird,  ihre  C!oefficienten  also  nach  wirklich  durch- 
gefShrter  Division  2,  0,  0  solche  Factoren  ausweisen,  wodurch  dann  die  beabsichtigte  Befreiung  eines 
der  partieuliren  Integrale  von  seinem  exponentiellen  Factor  erlangt  ist,  d.  h.  zieht  man  X  und  /i  aus 
den  fileiehungen: 

4  =  0,  jB  — fiia,A  =  0, 

*  I* 

welche  die  Doppelwerthe  liefern: 

A  =  ±  i  (a  -  6)  V=T,  ;x  =  T  ^  (a  -  6)  V=^; 

so  gelangt  man  zn  den  zwei  der  einen  und  anderen  Bedeutung  dieser  Doppelwerthe  entsprechenden 
transformirten  Gleichungen  zwischen  £  und  «,  so  wie  zwischen  £  und  j): 

[_  16  +  48£  -  56£*  +  32f  —  9£*  +  5*]  5"  •  "^  + 

I—  325  +    80r  —  88£»  +  525*  —  16£*  +  2^  +  1  d» 

+  (—  16  +  64£  —  1045*  +  88^  —  4l£*  +  iO£*  —    f)  («  — *)  \F^J  ^  ^*^^ 

f      I  (+  8  -  32£  +  49r  -  35£»  +  11^  -  ff)  («  -  *)'  1 

I  +  j  (  -    8£  +  JOS"  —  18p  +    »£•-«•)(<■-»)    V-  « J 
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[-  16  +  485  -  Ser  +  32£»  -  9£*  +  £*]  .  £«    ^.-  + 

r  -  32£  +    80£»  —  88«*  +  52£*  -  !«£•  +  2r  1  * 

(193)      +  , ^  + 

1+  (+  16  —  64fi  +  104r  -  885»  +  415*  —  105»  +    £*)  (a  -  6)  y^—  i  J  « 


+ 


[1  (+  8  -  325  +  49r  -  35£«  +  11£*  -  £*)  (a  -  6)»  +    ~| 
+  -  (  +    85  -  20r  +  18£*  -    7r  +  «•)  (a  --  6)  V^^^^J 


Die  ihnen  Genfige  leistenden  particularen  Integrale  nennen  wir  bezüglich  «, ,  «,  und  ), ,  g, ;  so  wird 
sich  der  allgemeine  Werth  von  y  aufstellen  lassen  in  einer  der  folgenden  zwei  Gestalten: 

wo  aber  keine  der  vier  Functionen  s,,  s,,  j«,  j,  zur  ersten  Klasse  herabgebraeht  ist,  weil  ihnen  nach 
allem  ein  exponentieller  Factor,  wie:     ^ 


/(ÄvÄ)«_/(i^+j^O's 


anhängt,  auf  dessen  Vorhandensein  auch  die  Coefficienten  der  beiden  transformirten  Gleichungen  (192) 

und  (193)  hindeuten,  in  denen  sieh  Factoren  £  —  2  und  zwar  4,  3,  0  an  der  Zahl  nachweisen  lassen. 

Wir  verfahren  also  ähnlich  mit  ihnen,  wte  mit  der  vorgelegten  (190),  d.  h.  wir  beginnen  mit  der 

Substitution : 

£  —  2  =  17,  £  =  ^  +  2, 

die  lediglich  den  Zweck  hat,  die  Coefficienten  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  rj  zu  ordnen.  Es  ist 
nicht  noth wendig,  diess  in  beiden  transformirten  (192)  und  (193)  zu  thun;  es  genügt  vielmehr,  diess 
nur  bei  der  ersten  von  ihnen  durchzufahren,  da  sich  die  andere  von  ihr  im  Zeichen  von  \^ —  1  unter- 
scheidet, und  die  Voraussetzung  festzuhalten,  dass  \l — 1  doppelwerthig  sei  und  einmal  in  seiner  po- 
sitiven, das  andere  Mal  in  seiner  negativen  Bedeutung  genommen  werden  soll.  Das  doppelte  Substitu- 
tionsresultat ist  dann  in  der  einzigen  Formel  enthalten: 

(4  +  81;  +  ^rf  +  r,^7j^.  —  + 
+  [8  +  127;  +  St)'  +  2j;»  +  (a-6)  V=~«  i~  V  -  V  -  V')]  V^  •  i 


dl) 


(196) 


r      I  («  -  *)•   (4  +  ^^V  -  23i;'  +  1317'  +  7*  —  9')  +  I 
[^+  ^  (^  -  6)  V^=^  (-  2i;-  -  31;*  -  17*)  J 


«  =  0. 


Transformations.  lehre.  |  JJ 

Hier  ist  nur  noch  fibrig,  die  Befreiung  von  dem  in  %  annoeli  vorhandenen  Factor  zu  bewerk- 
stelligen vermittelst  der  Substitution  : 

%  =  e^  ^^*   '^     i/.  (197) 

Die  Gleichungen,   zu  welchen  sie  fahrt,  sind  abermals  in  denen  des  S.  3  enthalten,   und  man  hat 
Damentlieh :  , 

S,  =  »7  +  12i;*  +  217*  +  (a  -  6)  y^^^i  (-  i;«  ^  2i;»  —  i^*) 
f.  =       J  («  -  *)•  (4  +  *6^  -  23i;'  +  1317»  +    V"  -  V")  + 

+  i  (a  ~  6)  V- 1  (-    2^*  -  3i;*  -  17*) 
^  =  4A»  +  (a  —  &)•  =  0,  ^  =  8;i'  +  8A  +  4  (a  —  6)» 

B  -  fiia,A  =  8A'  +  4  (a  —  fr)*  +  sXu  =  0, 

und  hieraus  für  X  und  /x  abermals  die  Doppelwerthe: 

A  =  ±  ^  (a  -  6)  V=n  ,       /x  =  ±  ^  (a  -  6)  V^. 

Flasst  man  nun  specieU  die  (192)  ins  Auge,  deren  Integrale  %^  und  s,  sind,  und  lasst  zu  gleicher 
Zeit  in  den  vorliegenden  (198)  die  oJ)eren  Zeichen  gelten;  so  gewinnt  man  die  Transformirte : 

<4+8iH^'H^>V  ^  +  [87;+12i7*+^i;*+2i7*+(a-6^  ^~i[i+i2ff+i2rf'+iff-'j^  .  ^  =o, 

^r,  wie  man  sieht,  eine  wilUcuhrliche  Constante  u=fl.  Genüge  leistet.  Folglich  entspricht  der  (192) 
ein  particulares  Integral: 

^oA  hierans  gebt  wieder  ein  particulärer  Werfh  von  y  Iiervor,  gezogen  aus  der  (194)  fär  C,— 0; 

r« 


(198) 


,.  =  fl./^"-'^^/^* 


Geht  man  hingegen  von  der  anderen  Differentialgleiehmig  (193)  zwischen  £  und  )  aus ,  und  lässt  zu 
gleicher  Zeit  in  den  Werthen  (198)  die  unteren  Zeichen  gelten,  so  gelangt  man  zu  der  Transformir^ 
ten  zwischen  17  und  u: 
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(4+8i;+5i;*-H;*)i7V  ^.  +  [8i7+12i;*+8i;*+2i;*-(a-6)  V=T[4+12i;+12i;*+4i;*]]  .  ^  =0. 

der  abermals  eine  Constante  u=£f,  als  G^üfige  leistender  Werth  angehört,  aus  welcher  man  doreh 
Zuziehung  der  (197)  und  (195)  particuläre  Werthe  ffir  j,  und  y  gewinnt,  nämlich: 

Die  beiden  particulären  Werthe  v^  und  jf,  bietben  endlich  aggregirt  einen  allgemeinea  Ausdruck  für  y, 
nämlich : 

von  welchem  man  durch  Restitutiou  der  alten  Variablen  x  anstatt  der  t  vermittelst  der  (189)  zum 
allgemeinen  Integrale  der  ursprfinglichen  Differentialgleichung  (188)  übergehen  kann,  das  sonach  in 
der  Form: 


erscheinen  wird. 

Anwendbar  ist  endlich  die  Binffihrung  einer  neuen  Veränderlichen  bei  Differentialgleichungen 
mit  gebrochenen  Repartitionszahlen  und  vorzuglich  wenn  dieselben  zwischen  0  und  —  1  li^n.  Be- 
kanntlich gibt  da  weder  die  Form  des  Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl,  noch  die 
eines  bestimmten  Integrales  annehmbare,  zum  ferneren  Rechnen  taugliche  Ausdrficke,  und  will  man  die 
gesuchten  particulären  Integrale  nach  %.  2  zur  etBten  Functionsciasse  herabbiingen ,  so  gelingt  diess 
wohl  immer,  aber  die  transformirte  Gleichung,  die  zur  Berechnung  jener  Functionen  erster  Classe 
dienen  sollte,  ist  irrational,  wodurch  die  Berechnung  zwar  nicht  unmöglich  gemacht,  JedenfiiUs  aber 
sehr  erschwert  wird.  Es  ist  also  bei  einem  solchen  Vorkommen  zweckmässig,  eine  Änderung  der  inde- 
pendenten  Variablen  in  einer  Weise  eintreten  zu  lassen,  dass  sich  hiedurch  die  gebrochenen  Repar- 
titionszahlen in  ganze  verwandeln.  Nun  stelle  man  sich  eine  Differentialgleichung  vor,  die  an  einer 

der  Seiten  des  bdomnten .  normalen  Polygones  einen  Abfall,  yon  r  Einheiten  auf  s  Coefficientenpaare 

r 
biethet,  so  dass  «  >  r  ist  Es  fällt  dann  auf  das  Paar  die  Repartitionszahl ,  und  die  particulären  In- 
tegralen s  an  der  Zahl  zukommende  Form  Ist  nun  m  Allgemeinen,  und,  wenn  in  der  Rechnung  keine 
Einwendung  dagegen  liegt: 

(1»9)  y  =  e^^  ^      «• 

und  wechselt  man  hier  die  unabhängige  Veronderliehe  vermittelst  der  Substitvtion: 

(800)  a?  =  r*; 

so  wird  daraus  eine  Form,  wie: 


Transformationslehre.  H3 

y  =  e^  a, 

Bit  einer  Fandion  von  positiver  Gradzahl  « —  r—i  im  Eiq[K)nenten  der  Ei^onentielle,  *die  somit,  als 
ptrtieiilares  Integ^rai  gedacht,  eine  Ansteigong  von  « —  r — 1  Einheiten  in  dem  zugehörigen  Coefficien- 
teniMUure  der  Differentialgleiehang  zur  Folge  haben  wird,  und  einem  Faetor  (2,  der,  weil  er  aus  «, 

also  einer  Function  erster  Klasse,  durch  eine  algebraische  Substitution  hervorgeht,  ebenfalls  ei^e  Function 

r 
erster  Klasse  darstellt  Hieraus  folgt,  dass  die  durchgeführte  Substitution  (200)  die  Abfälle  von  -  Ein- 
heilen jedesmal  in  Steigungen  verwandeln  wird  von  «  —  r—i  Einheiten  auf  das  Paar,  die  sidi,  weil 
avf  9  Paare  ausgedehnt,  zu  einer  Gesammtsteigung  von  «(«— r— 1)  Einheiten  aggregiren  werden. 
Nor  in  dem  einzigen  Falle,  wo  «=:r+l  ist,  geht  diese  Ansteigung  in  ein  Niveau  über.  Diess  gilt  im 

iOgemeinen.  In  spedellen  Fällen,  wo  von  den  Coefficienten  A;,  /x,  r  in  regelmässiger  Reihen- 

r 
Mge  einige  verschwinden,  oder,  wo  —  ein  einer  Abkürzung  fähiger  Bruch  ist,  werden  sich  andere 

Sabslitntionsweisen  ergeben,  die  die  gebrochenen  Abfälle  verwandeln  in  Ansteigungen  von  minderem 

Zahlenwerthe  und  die  man,  der  geschmeidigeren  Rechnungsformen  wegen,  zu  denen  sie  fuhren,  jedesmal 

vorziehen  wird.  Oberhaupt  biethen  sich  hier  zur  Erreichung  des  einen  Zweckes,  Verwandlung  nämlich 

der  gebrochenen  Repartitionszahlen  in  ganze,  unzählige  Substitutionsarten,  denn  es  ist  zuvörderst  klar, 

dass,  wenn  x=f  eine  rationalmachende  solche  ist,  auch  ar  =  r'',  ar^r**,   ...   dasselbe  leisten 

^werde,  ja  noch  mehr,  wenn  x=r'  es  thut,  so  wird  man  auch: 

X  {Alf  -h  Bx^'  + +  R)  =  A,x^^'  +  Ä.r*-^-*  + -h  S  (801) 

sdireilien  können  und  hiemit  denselben  Zweck  erreichen,  denn  die  vorliegende  Differentialgleichung 

mit  rationalen  Coefficienten  vorausgesetzt,  die  Substitutionsfimction ,  die  wir  mit  9  bezeichnet 

1,  gebärt  nach  x  dem  ersten  Grade  an,  es  sind  also  alle  Bedingungen  erfallt,  unter  welchen  die 

diireh  Transformation  erzielte  Form  abermals  eine  rationale  ist;   zudem  wird  x  durch  eine  Function 

von  X  vom  Grade  «  ersetzt,  wodurch  die  gebrochenen  Ansteigungen  nothwendig  in  ganze  verwandelt 

werden.  Man  konnte  nun  allenfiills  vermittelst  einer  solchen  Substitution,  wie  die  (201),  auch  eine  ge- 

vrisoe  Anzahl  von  bestimmten  oder  annoch  unbestimmt  gelassenen  Parametern  einführen,  um  sie  in  der 

Poige  zu  Irgend  einem  Zwecke  zu  verwenden,  diess  wäre  indess  eine  wahre  Ifassregel  der  Verzweif- 

lug,  anzuwenden  in  Fällen,  wo  man  sich  keinen  Rath  mehr  weiss,  wenn  man  über  den  damit  zu 

^freichenden  Zweck  sich  im  vorhinein  nicht  klar  geworden  ist.   Der  rationelle  Rechner  wird  sich 

jedesmal  sagen:  Wenn  ein  und  dasselbe  Ziel  durch  mehrere  verschiedene  Substitutionen  erreicht  werden 

Icuin,  so  ist  von  ihnen  entweder  die  bequemste  oder  diejenige  den  anderen  vorzuziehen,  die  mehrere 

Zwecke  auf  einmal  erreicht,  z.  B.  alle  Irrationalgrossen  aus  den  particulären  Integralen  w^chaflft, 

^wahrend  sie  zugleich  die  gebrochenen  Repartitionszahlen  in  ganze  verwandelt.  Ober  die  Bequemlichkeit 

einer  Substitution  lässt  sidi  nur  von  Fall  zu  Fall  urtheilen.  Sollen  aber,  wie  zuletzt  erwähnt,  alle 

IrrationalgrSssen,  wo  möglich,  zugleich  herausgeschafft  werden;  so  muss  man  dieselben  durch  eine 

vorgingige  Untersuchung  der  Factoren  des  ersten  Coefficienten  und  der  ihnen  entsprechenden  Ar,  femer 

i5 
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des  Factorenbaues  überhaupt,  des  denselben  umspannenden  Polygones  und  der  sieh  daraus  ergebenden 

Repartitionszahlen  zu  ermitteln  suchen.  Ob  sieh  dann  eine  Substitution  zu  ihrer  Wegsehafihng  aoffmdoi 

lässt  und  welche,  muss  aus  dieser  Untersuchung  hervorgehen.  Beruhren  wir  einige  Falle: 

Eine  beliebfge  Differentialgleichung  ist  gegeben,  darin  vorkommende  RepartitiMiszaUen  riaä 

halbe.  Die  Untersuchung  des  ersten  Coefficienten  hat  einen  Factor  x — a  dargelegt,  dem  ein  k  cot* 

1         3 
spricht,  aus  der  Reihe  negativer  Bruche  — -,  — —,  ...  .  Alan  schliesst  sonach  auf  die  Irrational- 

grosse  V  (x — a),  die  auch  vermuthlich  die  gebrochenen  Repartitionszahlen  veranlasst  Alan  wird  hier 
nicht  zur  Substitution  xs=r*  greifen,  weil  sie  zwar  die  gebrochenen  Repartitionszahlen  in  ganze  m* 
zustellen  geeignet  wäre,  zur  Wegschafiung  der  oberwähnten  Irrationalgrösse  jedoch  nicht  diealiidi 
sein  konnte,  vielmehr  voraussichtlich  zu  zwei  neuen  Pactoren  des  ersten  Coefficienten,  nämlich 
r —  ^  a  und  r+  V^a  Veranlassung  geben  wfirde,  denen  gebrochene  k  mit  dem  Nenner  2  angehören« 
andeutend  die  im  Integrale  offenbar  noch  vorfindige  ^r*  — a.  Die  unter  den  vorausgesetzten  Um- 
ständen zweckmässige  Substitution  wird  hingegen  die  folgende  sein: 

X  =  a  +  r*. 

Hat  man  im  ersten  Differentialgleichungscoefficienten  zwei  Factoren  x — a  und  x — /3,  denen  gebro- 
chene und  negative  k  angehören,  deutend  auf  die  Irrationalgrössen  ^  x  —  a  und  ^x — ß  im  allge- 
meinen Integrale,  so  kann  man  fragen,  ob  diese  letzteren  beisammen  als  Factoren  eines  und  desselben 
Produktes  stehen,  oder  getrennt  Ersteres,  d.  h.  das  Vorkommen  von  ^  (x — a)  (x — ß)  oder 
t  /  ^  ^  wird  sich  auch  in  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  bereits  finden  können, 
jedoch  können  diese  beiden  Formen  zu  gebrochenen  Ansteigungen  oder  Abfällen  keine  Veranlassnng 
geben,  weil  sie  bezuglich  die  ganzen  Gradzahlen  i  und  0  darbiethen.  Letzteres  hingegen  kann  statt- 
finden bei  einer  die  Ordnungszahl  2  übersteigenden  Differentialgleichung  und  verträgt  sieh  auch  sehr 
gut  mit  gebrochenen  Repartitionszahlen.  Hiemach  hätte  man  nun  die  Art  der  Einführung  einer  neuen 
Veränderlichen  zu  bestimmen,  und  man  wird  z.  B.  bei  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit 
ganzen  Ansteigungszahlen,  falls  man  aus  den  Werthen  von  k  auf  das  Vorkommen  von  ^  (x — d)  (x— y8) 
geschlossen  hätte,  die  Substitutionsgleichung  (183)  erkiesen,  welche  in  Folge  des  Umstandes,  dass  x 
kraft  derselben  eine  Function  von  r  ist,  die  dem  Grade  Null  angehört,  eine  Reduction  der  particulären 
Integrale  zur  ersten  iOasse  in  Bezug  auf  die  Gradzahlen  der  Coefficienten  zur  Folge  haben  wird. 
Anders  verhält  es  sich  in  Bezug  auf  den  Factorenbau  und  namentlich  wird  der  Factor  r*  —  i  in  höheren 
Petenzei^  dem  ersten  und  zweiten  GleichungscoefBcienten  zugeschlagen,  was  nachträglich  zur  Transfer- 
mation nöthigen  wird,  die  der  S.  3  lehrt  Hätte  man  hingegen  bei  einer  höheren,  etwa  der  vierten 

Ordnung  angehörigen  Differentialgleichung  dieselben  Factoren  x  —  a  und  x — /8  mit  zugehörigen  gdiro- 

i  3 

ebenen  k^= — -^  -,  ...  und  zugleich  gebrochene  Repartitionszahlen  derselben  Art,  so  könnten 

diese  sehr  gut  dem  gesonderten  Vorkommen  der  Wurzelgrössen  ^x  —  a   und    ^  x — ß  entsprechen 

und  es  wäre  die  Substitutionsgleichung  (184)  vorzuziehen,  die  nun  die  doppelte  Wirkung  des  Heraus- 

f  chaffens  der  genannten  Irrationalgrössen  und  der  Verwandlung  der  gebrochenen  Ansteigungszahlen  in 


ganze  haben  wird.  Es  ist  nicht  schwer  die  Sobstitutionsweise  zu  errathen,  die  in  jedem  speeiellen  Falle 
znm  Ziele  zn  fähren  vermag  und  ihre  Wirlning  im  Voraus  zu  beurtheilen;  eigentliche  Sicherheit  aber 
hat  man  hier  nicht  und  muss  sich ,  falls  man  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  mehr  als 
den  einen  Zweck  ganzer  Repartitionszahlen  auf  einmal  erreichen  will,  mit  der  Wahrscheinlichkeit  des 
Erfolges  begnügen. 

Die  erhaltene  transformirte  Gleichung  zwischen  y  und  r  biethet  in  den  meisten  Fällen  höhere 
GnidzaUen  der  Coefficienten,  erscheint  daher  complicirter  als  die  Gegebene.  Diess  soll  jedoch  den 
Rechner  weder  befremden  noch  abschrecken«  da  sich  grSsstentheils  der  Ursprung  der  neu  hinzugekom- 
menen Faetoren  des  ersten  und  der  folgenden  Coeffidenten  ganz  ohne  Mähe  nachweisen  lasst  Wenn 
z.  B.  allgemein  bei  einer  Differentialgleichung  der  n^»  Ordnung  durch  die  sehr  einfache  Substitution 
x=r*  in  die  Anfangscoefficienten,  auch  wenn  diese  den  Factor  x  gar  nicht  enthielten,  der  Reihe  nach 

Faetoren  r  fiiUen  n — 1,  n  —  2,  2,   1,  0,  0  an  der  Zahl;  so  kann  solches  durchaus  nicht 

Wunder  nehmen  und  liesse  sich  zufolge  der  Betrachtungen,  die  wir  im  S.  1  anstellten,  im  Voraus 
verkänden.  In  der  That,  da  sich  jedesmal  die  particulären  Integrale,  wie  wir  alldort  gesehen  haben, 
80    gruppiren    lassen,    dass    daraus    Genäge    leistende    Werthe    hervorgehen,    die    bezuglich    der 

Ot«,  i«ten^  2<^ n—  l"*«n  Potcuz  vou  X  proportional  sind,  auch  wenn  der  erste  Coefficient  gar 

keinen  Factor  x  enthält,  so  werden  diese  Werthe  offenbar  durch  die  Substitution  x=r*  in  andere« 

bezüglich  der  0^«,  2*«»,  4*^ (2n — 2)*«»  Potenz  von  r  proportionale  verwandelt  Diese  vermag 

die  Gleichung  kik+i)  (k^2) (Ä+n—  0  =  0  nicht  zu  geben,  die  Analysis  sieht  sich  also 

genöthigt,  um  ihre  Angabe  zu  ermöglichen,  die  oberwähnten  Zahlen  der  Faetoren  x  in  die  Coefficienten 
zu  werfen,  und  rechnet  man  die  ihnen  zugehörigen  Werthe  von  Ar,  so  erhält  man,  wie  es  sein  muss^ 

&== — 2,  — 4,    ,  — 2n+2.  Biethen  sich  also  nach  durchgeführter  Transformation  ähnliche 

neue  Faetoren  und  ihnen  entsprechende  k  dar,  so  weiss  man  auch,  woher  sie  kommen,  und  welche 
Bedeutung  man  ihnen  beizulegen  hat. 

Wir  wollen  noch  einige  sehr  einfache  Beispiele  der  Transformation  solcher  Gleichungen 
anführen,  bei  welchen  die  gebrochenen  Repartitionszahlen  in  ganze  zu  verwandeln  sind.  Das  erste  sei: 

(X  — a).y"  +  6«y  =  0. 

Der  eine  Einheit  betragende  Abfall  vom  ersten  auf  den  letzten  Coefficienten  beweist  zur  Genäge  die 
irrationale  Beschaffenheit  des  particulären  Integrales,  wenn  auch  der  dem  Factor  x — a  des  ersten 
Goeffieienten  entsprechende  Werth  von  ifc  =  — 1  darauf  nicht  nothwendig  hindeutet  In  den  Ausnahms- 
zustand  kann  das  Integral  höchstens  gerathen  fär  x=ii,  da  sich  kein  anderer  Factor  des  ersten 
Coefficienten  vorfindet  Alan  wird  daher  am  sichersten  gehen,  wenn  man  die  Einfähmng  einer  neuen 
Veränderlichen  auf  dem  Wege  der  Substitution : 

9  =  x  —  a  —  r'  =  0 
veranstaltet  Hieraus  folgt: 

9'  =  1 ,  9  =  _  2r ,  9;  =  0,  9,  =  —  2 , 
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und  die  erste  der  Gleichungen  (187),  in  der  man,  dem  gegenwärtigen  Falle  entsprechend, 

X,  =  X  —  a,  ^        Xj  =  0,  X^  ==  b* 

setzen  wird,  geht  nach  gehöriger  Herausschafiung  von  x  aber  in:  ' 

eine  uns  sehr  wohl  bekannte  Form,  enthalten  als  specieller  Fall  in  der  (161)  S.  79  des  1.  Bandes, 
die  wir  alldort  der  Int^ration  unterworfen  haben. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  folgende  einfache  Gleichung  der  vierten  Ordnung: 

(«02)  a? .  y"^  ±  6*y  =  0. 

Sie  ist  in  der  (95),  die  wir  S.  57  des  1.  Bandes  besprochen  haben,  als  specieller  Fall  enthalten  und 
gehört  sanmit  der  vorigen  zur  Klasse  deijenigen,  die  der  Integration  durch  bestimmte  Integrale  und 
Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  sich  am  wenigsten  fugen  wollen.  Die  Einffihrung 
einer  neuen  Veränderlichen  dient  also  auch  hier  als  Mittel,  um  fügsamere  Formen  zu  erhalten.  Die  im 
Allgemeinen  angezeigte  Substitution  wäre  wohl  x  =  r^,  entsprechend  dem  Abfalle  von  einer  Einheit 
auf  vier  Coefficientenpaare ;  da  man  indessen  wabminmit,  dass  die  Substitution: 

bereits  die  Herabsetzung  zur  ersten  Klasse  eines  der  particulären  Integrale  zur  Folge  hat,   und  diess 

zwar  auf  vier  verschiedene  Arten ,  nämlich  für  alle  vier  Werthe  von  X ,  die  aus  der  algebraischen 

Gleichung  A*  +  6*  =  o  als  Wurzeln  hervorgehen,  so  dass  also  das  allgemeine  Integral  der  Form 
nach  ist: 

U.X*  U.X*  ^X.x*  *X.x* 

y=C,  c»        »^  +  C.e»        «. +  C,e»        «,  +  C,  e»        «,, 

unter  A,,  A, ,  A, ,  A^  eben  diese  vier  Wurzeln  verstanden,  während  %^^  s,,  «,,  %^  bereits  Func- 
tionen erster  Klasse  sind;  so  sieht  man,  dass  auch  die  folgende  andere  Substitution  die  gewünschte 
Wirkung  habe,  nämlich: 

f  ^. 

X*  =  r  oder  x  =  r*. 

Der  Vortheil,  den  sie  vor  der  früheren  hat,  besteht  darin,  dass  die  erhaltene  transformirte  Gleichui^ 
minder  hohe  CoeSicienten  besitzt,  die  noch  uberdiess  ihrer  Gradzahl  nach  im  Niveau  stehen,  während 
die  frühere  Substitution  zu  Ansteigungen  um  zwei  Einheiten  auf  das  Coefficientenpaar  geführt  hätte. 
Wir  erkiesen  also  die: 

(«03)  9  =  X  -  r^  =  0, 

bekommen  sonach: 

4    1,  4-1  8     -f  40    -\ 

9'  =  i,    ^,  =  _-r*,    9,  =  0,    9,,  =  --r    ,     9^^=^^^    -    ^"^  =  "17'     ' 


tind  nun  aus  der  dritten  der  Gleichungen  (187),  mit  Hilfe  dieser  Werthe,  und  der  dem  vorliegenden 
Fälle  entsprechenden: 

X4  ==  X,  -X,  =  -X,  =  X^  =  0,  X^  =  dt  6*. 

nach  herausgeschafilem  x  die  folgende  Transformirte  zwischen  y  und  i: 

81r»  ^  —  162r*  ^  +  207r  -r?  —  *35  ^  +  256  6V.  y  =  0. 
dr*  dr*  dr*  dr 

Wir  nehmen  in  ihr  die  Pactoren  r*,  :r*,  r,  1,  r*  der  aufeinanderfolgenden  CoeflScienten  wahr,  und 
sind  veranlasst,  die  ihnen  entsprechenden  k  aufzusuchen,  um  zu  entscheiden,  ob  sie  der  ursprunglichen 
Beschaffenheit  der  particulären  Integrale  oder  der  gemachten  Substitution  angehören.  Die  Gleichung  des 
dritten  Grades  in  k  ist: 

81  (*  +  3)  (*+2)  (Ä+O  +  162  (*  +  2)  (Ä+1)  +  207  (*+l)  +  135  =  0, 

oder  was  dasselbe  ist: 

9*»  4-  72Ä»  +  176Ä  +  128  =  0. 

Sie  bietbet  die  Wurzeüi: , , ♦   die  wie  wir  wissen  die  Repräsentanten  sind  einer  in 

3  3  3 
drei  verschiedenen  particulären  Integralen  vorkommenden  dritten  Wurzel  aus  x ,  welche  letztere  augen- 
scheinlich in  der  ursprunglichen  (202)  nicht  enthalten,  sondern  lediglich  durch  die  Substitution  (203) 
eingefShrt  worden  ist  Zur  klareren  Anschauung  biethet  sich  hier  die  Bemerkung,  dass  der  (202),  wie 
leicht  nachgewiesen  werden  kann,  drei  particuläre  Integrale  entsprechen  in  Form  von  unendlichen 
convei^girenden  Reihen,  geordnet  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x,  deren  erstes  mit  einem  dem  x, 
das  zweite  mit  einem  dem  x*  und  das  dritte  mit  einem  dem  x*  proportionalen  Gliede  anfangt,  und 
welche  Anfangsglieder  kraft  der  durchgeführten  Substitution  (203)  in  r  ' ,  r  * ,  r  *  ,  verwandelt 
werden,  so  dass  man  annehmen  kann,  diese  drei  Reihen  seien  eben  die  durch  die  vorliegenden  Werthe 
von  k  angedeuteten  particulären  Integrale.  Der  wirklichen  Integration  wirft  diese  firemde,  lediglich 
dem  SubstitutionsverfiEihren  anheim  fallende  Irrationalgrfisse  kein  Hindemiss  im  Wege. 

Wir  schliessen  hiemit  den  Kreis  der  zur  Erläuterung  der  hier  besprochenen  Transformations- 
weise angeffihrten  Beispiele  und  wenn  wir  auch  keinen  anderen  Nutzen  derselben  zur  Sprache  gebracht 
haben,  als  entweder  den  des  Rationalmachens  einer  Differentialgleichung  mit  irrationalen  CoeSicienten, 
oder  den  des  Rationalmachens  der  particulären  Integrale  in  einer  rationalen  Gleichung,  oder  endlich 
den  der  Verwandlung  gebrochener  Repartitionszahlen  in  ganze ;  so  weiss  doch  jeder  geübte  Analyst 
aas  Erfohrung,  dass  die  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  auch  noch  andere  gar  mannigfaltige 
Zwecke  erreichen  helfe.  Wenn  femer  das  Rationalmachen  der  Gleichung,  oder  der  particulären  Inte- 
grale nur  in  gewissen  speciellen,  nicht  sehr  zahlreichen  Fällen  durch  die  Hilfe  dieser  Transformations- 
weise gelingt,  so  thut  diess  dem  Werthe  derselben  noch  keinen  Eintrag,  wenn  nur  nachgewiesen 
werden  kann,  dass  diese  Fälle  eben  die  einfachsten,  am  häufigsten  vorkommenden  sind,  dass  uberdiess 
hiebe!  die  Veränderung  der  unabhängigen  Variablen  als  das  kürzeste  zum  Ziele  fährende  Mittel  dastehe 
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•Mllkli  d«r  BrMg,  oder  die  Erfolglosigkeit  desselben  ebne  besondere  Mäbe,  scbon  im  vor- 
bNM^  erkftnnt  zu  werden  vermöge,  misslnngene  Schritte  und  getauschte  Erwartungen  daher  nicht  m 
befSrchten  stehen.  Diess  alles  ist  in  der  Tliat  der  Fall. 

Stossen  wir  aber  auf  euie  Differentialgleichung  entweder  mit  irrationalen  CoeSicientett,  oder 
auch  nur  mit  irrationalen  particulären  Integralen ,  auf  die  sich  die  Wirksamkeit  der  eben  auseinander- 
gesetzten Transformationsweise  nicht  erstreckt;  so  folgt  daraus  noch  nicht,  dass  sie  als  unseren  Me- 
thoden absolut  widerstrebend,  oder  auch  nur  keine  Integration  in  geschlossener  Form  zulassend  zu 
betrachten  und  zur  Seite  zu  schieben  sei.  Wir  müssen  vielmehr  darauf  bedacht  sein,  Mittel  zu 
ersinnen,  welche  den  Zweck  des  Rationalmachens  entweder  jedesmal  zu  erreichen,  oder  zu  umgehen 
geeignet  sind  dergestalt,  dass  die  unvermeidliche  Aufstellung  der  Irrationalformen  den  letzten  in  den 
Hintergrund  tretenden  Moment  der  Rechnung  bildet.  Die  Lficken,  welche  der  gegenwartige  Paragraph 
gelassen,  und  die  auszufüllen  uns  noch  obliegt,  entsprechen  den  folgenden  zwei  verschiedenen  denk- 
baren Fällen,  nämlich  erstens  denyenigen,  wo  eine  Differentialgleichung  mit  irrationalen  Coefficienten 
vorliegt  und  zwar  mit  Irrationalgrossen,  die  durch  eine  Vertauschung  der  unabhängigen  Variablen  nicht 
wegzuschaffen  sind,  und  zweitens  denjenigen,  wo  zwar  die  Coefficienten  rational  sind,  ihre  Beschaf- 
fenheit jedoch  und  namentlich  die  gebrochenen  Repartitionszahlen  in  Verbindung  mit  den  chara|(teristi- 
schen  Werthen  des  mit  k  bezeichneten  Eiq[»onenten  auf  die  Anwesenheit  eben  solcher  IrrationalgrSssen. 
in  den  particulären  Integralen  hindeuten. 

Im  ersten  Falle  einer  irrationalen  Gleichung  dient  die  allgemeine  Methode ,  die  der  folgende 
Paragraph  bringen  wird,  und  die,  wenigstens  theoretisch  genommen,  ihren  Zweck  nie  verfehlt.  Sie 
besteht  darin,  dass  man  zu  der  vorgelegten  Gleichung,  deren  Ordnungszahl  n  heissen  mag,  noch  alle 
diejenigen  aufschreibt,  die  dieselbe  Irrationalgrösse ,  jedoch  in  den  verschiedenen  ihr  zukommenden 
analytischen  Bedeutungen   enthalten,  z.  B.  Quadratwurzeln  einmal  mit  dem  Zeichen  +,  ein  andermal 


mit  dem  Zeichen  — ,  vierte  Wurzeln  mit  dem  Zeichen  -|-,  — ,  ^ —  1 ,  —  ^ — i ,  u.  s.  w.,  Bedeu- 
tungen so  viele  an  der  Zahl,  als  der  Grad  der  rationalen  algebraischen  Gleichung,  welche  die  in  Rede 
stehende  Irrationalgrosse  in  ihrer  Vieldeutigkeit  zu  Wurzeln  hat,  Einheiten  enthält,  also  r  an  der  Zahl, 
wenn  die  besagte  Algebraische  vom  H«"  Grade  ist,  dass  man  femer  diejenige  Differentialgleichung 
bildet,  versehen  mit  der  Ordnungszahl  m*,  welche  alle  particulären  Integrale  der  so  aufgeschriebenen 
r  Gleichungen  als  Genüge  leistende  Werthe  in  sich  vereinigt,  und  eben,  wie  sie  abzuleiten  sei,  zeigt 
der  nächstfolgende  Paragraph,  zugleich  die  rationale  Beschaffenheit  ihrer  Coefficienten  nachweisend.  Da 
nun  aber  mit  dieser  Rationalmachung  zugleich  eine  Erhöhung  der  Ordnungszahl  von  n  auf  m  und  zwar 
mit  Hilfe  mehr  oder  weniger  weitläufiger  Rechnungen  verknupjfl  ist,  so  bleibt  es  an  und  für  sich  klar, 
dass  dieses  Mittel  das  letzte  sei,  zu  welchem  der  Rechner  erst  dann  seine  Zuflucht  nehmen  wird,  wenn 
ihn  alle  anderen  verlassen. 

Im  zweiten  Falle  einer  rationalen  Gleichung  mit  particulären  Integralen,  die  eine  Irrationid- 
grosse  eomplicirterer  Art  in  sich  enthalten,  die  sich  als  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  des 
H«"  Grades  erkennen  oder  vermuthen  lässt,  und  wo  wir  auf  r  partieuläre  Integrale  unter  der  Form 


e  den  Sehluss  machen,  deren  verschiedene  9  ebenfalls  die  Wurzeln  einer  rationalen  algebraischen 
Gleichung  des  r^n  Grades  sind,  erkennt  man  das  Bednrfliiss  einer  Methode,  welche  diese  Algebraische, 
onmittelbar  ans  der  Differentialgleichung  ableitet.  Eine  solche  wird  der  folgende  Abschnitt  bringen,  und 
wir  können,  mit  diesen  Hilfsmittebi  ausgerüstet,  jede,  mit  wie  immer  aussehenden,  der  ersten  Func- 
üonsklasse  angehSrigen  Coeflicienten  versehene  Differentialgleichung  als  in  den  Bereich  unserer  Methode 
fallend  ansehen. 

S.  6. 

Vereinigong  mehrerer  Differentialglefchungen  in  eine  einzige  und  Zerl^nng  dieser 

Einen  in  mehrere. 

Mehrere  Differentialgldohungen  in  eine  einzige  vereinigen  heisst  hier:  Eine  Differentialglei- 
ehong  bilden,  welche  die  sämmtlichen  particularen  Integrale  mehrerer  gegebener  solcher  in  sich  ver- 
einigt Die  zu  bildende  Gleichung  muss  der  Natur  der  Sache  nach  eine  höhere  Ordnungszahl  besitzen 
als  die  gegebenen,  aus  welchen  sie  abgeleitet  wird,  und  namentlich  gleicht  in  der  Regel  die  Ordnungs- 
zahl der  Ersteren  der  Summe  aller  Ordnungszahlen  der  Letzteren.  Wir  sagen:  in  der  Regel,  weil  der 
Fall,  wo  mehrere  gleiche  particuläre  Integrale  in  den  verschiedenen  gegebenen  Gleichungen  erscheinen, 
zu  einer  Herabsetzung  der  Ordnungszahl  um  eine  oder  mehrere  Einheiten  nöthigen  kann ,  um  die  iden- 
tisch der  Nulle  gleichen  Coeflicienten,  die,  wie  wir  wissen,  eine  Folge  jener  Gleichheit  sind,  zu  ver- 
meiden. Wir  beginnen  bei  dem  einfachsten  der  sich  uns  darbiethenden  Fälle,  bei  dem  nämlich,  wo  zwei 
bezeuch  mit  den  Ordnungszahlen  m  und  n  versehene  Differentialgleichungen  gegeben  sind,  nämlich  die : 

(1 ,  m)  y^~^  +  (1 ,  m- 1)  y^-^*^  +  +  (1 ,  0  y  +  (1 ,  0)  y  ==  P,  =  0  (204) 

(2,  n)  y(«^  +  (2,  n  —  1)  y^»"*'  +  +  (2,  1)  y  +  (2,  0)  y  =  P,  =  0  (205) 

wo  sohin  die  gesuchte  Gleichung,  die  sowol  durch  die  ira  particularen  Integrale  der  Ersteren,  als  auch 
durch  die  n  vorhandenen  der  Letzteren  identisch  erfüllt  wird,  offenbar  die  Ordnungszahl  m-^n,  und 
somit  die  Gestalt: 

X^^.  y(«^»^  +  X^^,  y(«^-o  +  +  X,  y  +  X,  y  =  0  (2O6) 

tragen  wird.  Wir  verstehen  hier  unter: 

(l,m),        (l,m— 1),        (1.0.        0.0) 

die  von  x  abhängigen,  und  gegebenen  Coefficienten  der  ersten  Gleichung,  unter: 

(2,n),  (2,n-l)  (2,1),  (2.0) 

jene  der  zweiten,  unter 

aber  die  unbekannten  Coefieienten  der  zu  bildenden  Differentialgleiehung,  um  deren  Werthe  in  o:  es 
sich  dMD  handelt 
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Die  particolären  Integrale  der  (204),  m  an  der  Zahl,  die  wir  mit  y,,  y, y^ 

bezeichnen  können,  mfissen  non  offenbar  nicht  nur  der  (204),  sondern  auch  jeder  anderen,  die  aus 
der  (204)  auf  dem  Wege  des  Differenzirens ,  wie  des  Combinirens  durch  Multiplication  und  Addition 
abgeleitet  werden,  und  äberdiess  noch  der  gesuchten  (206)  Genüge  leisten.  Bilden  wir  daher  aus  der 

Pj  =  0  durch  successives  Differenziren  die  P,  ==0,  P'|=0, p(«^  =  o,  die  bezuglieh  den 

Ordnungen  m+l,m+2, m  +  n  angehörig  sind;  so  lassen  sich  aus  ihnen  und  der  (206), 

somit  aus  Gleichungen  n  +  2  an  der  Zahl  jedesmal  die  n  + 1  Differentialquotienten  y^^' ,  y^"^*^ ,  . . . 
y{m+n^  eliminiren,  und  es  wird  die  erhaltene  Eliminationsgleichung  nur  mehr  die  y,  j^,  ...  y^*~*' 
und  zwar  in  linearer  Form  enthalten ,  also  eine  lineare  Differentialgleichung  der  Ordnung  m  —  1  dar- 
stellen, die  aber  doch  nicht  m — 1  particuläre  Integrale,  sondern  deren  m  an  der  Zahl,  nämlich  die 
sämmtlich  von  einander  verschiedenen  jf t ,  jf, ,  ...  y^^  besitzen  soll,  was  offenbar  nur  in  dem  einzigen 
Falle  möglich  ist,  wenn  alle  ihre  Coefficienten  identisch  der  Nulle  gleich  werden.  Diese  sind  aber  aus 

den  X^4.„,  ^m+n-i^    ^1«   -^0  zusammengesetzt,  und   zwar  abermals  in  linearer  Form.  Die 

Werthe  dieser  Letzteren  mfissen  daher  so  beschaffen  sein,  dass  die  in  Rede  stehenden  Coefficienten 
der  Eliminationsgleichung,  m  an  der  Zahl,  identisch  verschwinden.  Deuten  wir  diese  Gleichung  durch: 

(«07)  BE,..  y^"-*^  +  3E^-,  y^— ^  + +3E,  y  +  3E.y  =  0 

an,  so  muss  die  folgende  Reihe  von  m  identischen  Gleichungen  bestehen: 

(808)  3E^-i  =  0,  BE«-.  =  0,  3c,  =  0.  S^  =  0. 

Sie  sollen  zur  Bestimmung  der  X«,   X,,  X,,    X^+n  dienen,  reichen  aber  hiezu  der  geringen 

Anzahl  wegen  nicht  hin. 

Man  hatte  aber  auch  eben  so  gut  von  der  Gleichung  P,=:0  ausgehen  können,  hätte  aus 

ihr  durch  successives  Differenziren  die:  P;  =0,  P;'  =  0,  . PJ"^  =  0  erhalten,  denen  bezüglich 

die  Ordnungszahlen  m+l,m  +  2 m  +  n  entsprechen,  hätte  femer  aus  ihnen  und  der  (206). 

die  Differentialquotienten  y("»+'»^ ,  y'm+n-«^  ^  yin)  eliminirend ,  als  Resultat  euie  Eliminationsglei- 
chung von  der  Form: 

(809)  »n-t  y^"^''  +  3)„-.  y  "-^  + +8)ty'  +  8)oy  =  o 

erhalten,  der  nun  nothwendigerweise  alle  n  particulären  Integrale  der  P,  =  0,  die  man  mit  y^+t . 

y^^, , y^^„  bezeichnen  kann ,  Genfige  leisten  mfissen,  was  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn 

man  identisch: 
(MO)  D«-t  =  0,        g)„-.  =  0,  9t  =  0,        D,  =  0 

hat,  und  diese  nach  Xo ,  X» ,  ...  X^+n  linearen  Gleichungen  n  an  der  Zahl  in  Verbindung  mit  den 
obigen  (208)  m  an  der  Zahl,  sind  zur  Bestimmung  der  m+n+l  Coefficienten  der  gesuchten  (206), 

oder  vielmehr  der  Relationen:     ^ '*""'',  "v"^'  iT^   '"  *^^  ^®^®'  hinreichend.    AUfallige 

Ausnahmen ,  wie  etwa  Werthe  der  Unbekannten  m  der  Form  -  wurden  auf  den  Umstand  hindeuten. 


dass  die  beiden  gegebenen  Gleiehnngen  (204)  und  (205)  eines  oder  melirere  paitieuläre  Integrale 
gemeinsehaftlieh  besitzen,  von  welchen  man  sie  dann  zuvörderst  zu  beflreien  haben  wird.  Hiedurch 
biethel  sich  uns  ganz  natürlich  die  Frage :  Wie  entdeckt  man  die  zweien  Differentialgleichungen  gemein- 
schaftlichen particttlaren  Integrale  zum  Behufe  der  Befreiung  von  denselben?  eine  Frage,  zu  deren 
Beantwortung  wir  etwas  spater  schreiten  werden. 

Der  Leser,  der  vermuthlich  von  unserer  praktischen  Richtung  des  Forscheas  sich  bereits 
cAwas  angedgnet  haben  wird,  konnte  sich  hier  leicht  veranlasst  finden  zu  fragen,  ob  und  in  welchen 
VSÜm  eine  ähnliche  Vereinigung  mehrerer  Differentialgleichungen  in  Eine  von  Nutzen  sei.  Wir  wollen 
an  diesem  Orte  nur  darauf  auflnerksam  machen,  dass  sie  ein  Mittel  an  die  Hand  gebe,  Differentialglei- 
chungen mit  irrationalen  Coeflicienten  deiyenigen  Integrationsmethoden  zu  unterwerfen,  die  wir  fSr 
rationale  solche  aufstellten.  In  der  That  stellen  wir  uns  vor,  es  sei  eine  Differentialgleichung  gegeben, 
in  deren  Coefficienten,  allen  oder  einigen  eine  und  dieselbe  Quadratwurzel  vorkommt,  und  die  wir  dess- 
halb  zu  integriren  ausser  Stand  sind.  Sie  heisse  P^  =  0.  Schreiben  wir  zu  ihr  eine  zweite  hin,  die 
sich  von  derselben  nur  in  dem  Zeichen  dieser  Quadratwurzel  unterscheidet,  sie  heisse  P,  =  0;  so 
ist  jetzt  die  Gleichung,  die  der  Ordnung  2m  angehfirt,  und  die  die  particulären  Integrale  beider  in  sich 
vereinigt,  durchaus  mit  rationalen  Coefficienten  versehen,  denn  es  werden  die  Eliminationsgleichungen: 

3P«^.  =  0,  S|^  =  0,  3P,  =  0,  lo  =  0 

»«..=  0,  D«-.=  0,  »t=0,  »•=0, 

jede  unten  von  der  unmittelbar  ober  ihr  stehenden  auch  eben  nur  im  Zeichen  jener  Quadratwurzel 
unterschieden  sein,  es  werden  also  die  Glieder  mit  der  Quadratwurzel  in  jeder  von  ihnen  je  far  sich 
Null  geben  müssen,  und  die  GUeder  ohne  der  Quadratwurzel  wieder  je  fSr  sich  verschwinden,  oder 
mit  anderen  Worten,  man  wird,  die  Eliminationsgleichungen  paarweise  durch  Addition  und  Subtraction 
eofflbinirend,  ein  anderes  System  von  rationalen  Gldchnngen  2m  an  der  Zahl  erhaltMi,  aus  weldien 

dann  offenbar  nur  rationale  Werthe  der  Coefficienten  X« ,  X^ ,  X^^  hervorzugehen  vermigen. 

Sa  ist  nun  freilich  wahr,  dass  durch  diese  Art  des  Rationabnaehens  einer  Differentialgleichung  ihre 
Ordnungszahl  auf  das  Doppelte  erhöht,  und  die  Integration  entsprechend  erschwert  werde,  dass  man 
daher  diesen  Zweck  lieber  durch  Änderung  der  unabhängigen  Veränderlichen  zu  erreichen  bemuht  sein 
wird.  Da  jedoch  diess  nicht  in  allen  Fällen  angeht,  so  gebührt  der  hier  zur  Sprache  gebrachten  Art  des 
Ratimialmachens  offenbar  insofeme  der  Vorrang,  als  sie  die  Geltung  einer  allgemeiQen  Methode  besitzt 
Genau  auf  dieselbe  Weise  nun,  wie  wir  zwei  gegebene  Differentialgletchungen  in  eine  ein- 
zige vereinigten«  lässt  sich  auch  die  ähnliche  Verebiigung  bei  mehreren  bewerkstelligen,  und  diess 
zwar  entweder  auf  Einmal  oder  auch  allmälig,  indon  man  damit  anfängt  zwei  zu  vertiinden,  und  die 
9btigeiä  der  Reihe  nach  zuzta^en.  Zieht  man  es  vor  diese  Verbindungsoperatien  auf  Einmal  durchzu- 
Alffen,  so  geht  sie  folgenden  Gang:  Die  gegebenen  DifliMrentialgleichungen,  die  etwa  h  an  der  Zahl 
sein  mögen: 

16 
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l't  =  (i.«)y^"*^  +  (i»m-l)y(«-*)+ +(1,  l)y'  +  (l,0)y  =  0 

P.  =  (2»  n)  y^»^  +  (2,  n-1)  y(»-0  +  +  (2,  1)  y'  +  (2,  0)  y  =  0 

P*  =  (Ä,  0    y^'^  +(Ä,<-1)  yC'-o  4« +(Ä,  l)y  +  (Ä,0)y  =  0, 

und  die  vereinigt  offenbar  zu  einer  neuen  Gleieliung  vom  Grade /x  fahren,  wenn  ^s=:m+'>+...+' 
vorausgesetzt  wird,  etwa  zur: 

^•">  X^y^^'  +  X^,,y^V-'^  +  +X,  y'  +  X,y  =  0, 

differenziren  wir  der  Reihe  nach  bezuglich:   (/i  —  m),  (jx  —  n),    (/c  — O-mal,  eliminiren 

sodann  aus  jeder  derselben  und  ihren  erhaltenen  Differentialen,  so  wie  der  (212)  die  hSchsten  Dif- 
ferentialquotienten von  y ,  gelangen  auf  diese  Weise  zu  h  Eliminationsgleichungen  von  der  Form : 

[l,m-l]  y^— *>  +  [i,m-2]y(--)+  +  [l,  l]  y' +  [l.  O]  y  =  0 

[2,  n-1]  y(»-*^  +  [2,  n-2]  y^»-)  + +  [2,  l]  y' +  [2,  O]  y  =  0 

(»18)  

fÄ,    t-i]  y^*>  +  [Ä,    <  -2]  y*-)   +  +  [Ä,  1]  y  +  [Ä,  0]  y  =  0. 

Alle  ihre  Coefficienten ,  im  Ganzen  m  +  n-^ ^t  =  n  an  der  Zahl,  der  Nulle  gleichgesetzt, 

dienen  nun  zur  Bestimmung  von  X«,  X.,  X^,  oder  vielmehr  der  Relationen: 

X^  X^  X^^^ 

Xxi  X^  A^ 

allfSllige  Werthe  von  der  Form  -  aber  deuten  wieder  auf  mehreren  der  gegebenen  Gleichungen  gemein- 
schaftliche particulare  Integrale. 

Von  der  hier  in  ihren  Grundzugen  kurz  angedeuteten  Vereinigungsmethode  lisst  sieh  nun 
wieder  der  Nutzen  angeben,  dass  sie  zur  Wegschaffbng  von  Irrationalgrossen  dienlich  sei.  In  der  That 
stellen  wir  uns  vor,  es  sei  eine  Differentialgleichung  zu  integriren,  deren  CoefDcienten ,  alle  oder  nur 
einige  dieselbe  Irrationalgrosse  /  beherbergen.  Man  schreibe  1=0^  schaffe  durch  Erhebungen  su 
Potenzen  die  Wurzelgrossen  weg,  so  wird  man  zu  einer  höheren  Gleichung  in  9  gelangen,  etwa  zu 

einer  vom  Grade  h  mit  den  Wurzeln  9i«  9,, 9^,  von  welchen  9,  =  /  ist,  wahrend  man  die 

übrigen  im  Grunde  nicht  zu  kennen  braucht  Nun  schreibe  man  zu  der  Gleichung  Pt=0  noch  die- 
jenigen hin,  die  aus  ihr  hervorgehen,  wenn  man  9,  =  /  der  nach  in  9,,  9,,  ...  9^^  verwandelt, 
und  die  alle  von  der  Ordnung  m  sind ,  und  denke  sie  in  eine  einzige  von  der  Ordnung  Am  vereinigt. 
Die  in  der  Rechnung  vorkommenden  Eliminationsgleichungen,  die  jetzt,  wie  sie  aus  den  (213)  her- 
vorgehen, sind: 


[Ä,  m~l]  =  [Ä,  m  — 2]  =  =  [Ä,  l]=  [Ä,  0]  =  0 

und  werden  eine  gewisse  Ähnliehkeit  biethen,  so  zwar,  dass  alle  zu  einer  und  derselben  verticalen  Spalte 
gehSrigen  ans  der  obersten  von  ihnen  dadurch  hervorgehen,  dass  man  (p^  der  Reihe  nach  in  9,,  9s  •  •  9a 
verwandelt  Eliminirt  man  nun  aus  diesen  Gleichungen  und  sucht  die  Werthe  von  X^ ,  X^ ,  . . .  X^^« 
so  sind  diess  offenbar  symmetrische  Functionen  der  h  Wurzeln  91,9,,  ...  9^  einer  algebraischen 
Gleiehung  mit  rationalen  Coefficienten ,  sohin  selbst  rationale  Functionen  der  unabhängigen  •Veränder- 
lichen, was  wir  eben  darznthun  beabsichtigten.  Die  so  erhaltene  rationale  Gleichung  wird  sich  nun 
den  für  solche  bestehenden  Integrationsmethoden  unterwerfen  lassen,  und  es  wird  offenbar  nicht  nöthig^ 
sein,  alle  ihre  particulären  Integrale  zu  berechnen;  sondern  nur  diejenigen,  die  auch  die  gegebene 
Irrationale  erfüllen.  Es  ist  nicht  schwer  sie  von  den  anderen  zu  unterscheiden,  nachdem  der  bestehende 
Unterschied,  der  schon  in  den  Assymptoten  liegt,  so  zu  sagen  unmittelbar  in  die  Augen  fällt 

Wenn  in  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  nicht  eine  und  dieselbe,  sondern 
mehrere  verschiedene  Irrationalgrössen  vorkämen,  die  verschiedenen  algebraischen  Gleichungen  als 
Wurzeln  angehören ,  so  wurde  man  sie  auf  die  hier  auseinander  gesetzte  Weise  entweder  eine  nach 
der  andern,  oder  auch  alle  zugleich  herausschaffen  können,  letzteres,  indem  man  die  Wurzeln  dieser 
algebraischen  Gleichungen  unter  einander  auf  alle  möglichen  Arten  combinirt,  und  einer  jeden  Gruppe 
eine  eigene  Differentialgleichung  entsprechen  lässt,  endlich  alle  die  Differentialgleichungen  in  eine 
einzige  vereinigt,  deren  Ordnungszahl  dem  Produkte  gleichen  wird  aus  der  Ordnungszahl  der  vorge- 
legten Irrationalgleichong  in  die  Gradzahlen  sämmtlicher  Algebraischen. 

Schreiten  wir  jetzt  zur  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe,  die  wir  etwas  allgemeiner  auf 
folgende  Art  stellen  wollen:  Es  sind  zwei  Differentialgleichungen  gegeben,  die  eine  (206)  von  der 
(m+n)^^  Ordnung,  die  andere  P^  =  0  mit  der  Ordnungszahl  m.  Man  weiss,  dass  gewisse  parUculäre 
Integrale,  alle  oder  einige  der  letzteren  auch  die  erstere  erfüllen,  und  fragt  jetzt :  wie  viel  und  welche 
sind  die  beiden  gemeinschaftlichen  Genüge  leistenden  Werthe,  wie  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen 
von  ihnen  befreien  und  wie  werden  die  anderen  particulären  Integrale  aufgefunden?  Wir  werden  bei 
der  Auseinandersetzung  der  InU^ationsmethoden  sehen,  dass  eine  solche  Frage  in  der  Rechnungspraxis 
vorkommen  könne  und  das  zwar  oft  genug.  Da  alle  oder  einige  der  particulären  Integrale  jf t ,  y,  . . .  Jf» 
der  P^=0  auch  der  (206)  Genüge  leisten  sollen;  so  werden  eben  diese  gemeinschaftlichen  offenbar 

nieht  nur  die  P^=iR^:= =p("^  =  o,  sondern  auch  die  (206)  identisch  erffiUen,  ja  noch  uber- 

diess  allen  aus  ihnen  durch  Multiplication  und  Addition  erhaltenen  genügen.  Alan  wird  sich  nun  die 

ersteren  mit  solchen  x  enthaltenden  Factoren  S^^  3t* Sn  multiplizirt  und  von  der  (206) 

sobtrahirt  denken  können,  dass  die  höchsten  Differentialquotienten  von  y,  nämlich  i^^^^\y^^-^'*'^"'  , ,  .|yv«) 
aas  der  Differenz  herausfallen,  und  da  man  durch  diese  Elinünation  zu  der  kurz  vorher  aufgestellten 
Gleiehung  (207)  gelangt,  so  hat  man  offenbar: 

16  • 
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-Ä„F»^- -5.P',-5oPi=3P«-.y^-^^+$^-.y^~-">  + +3P,y+foy. 

Pur  den  Fall,  wo  sämrotliche  particaläre  Inte^le  y^ jf^  der  P^  =  0  auch  die  (206)  erffiUen, 

und  folglieh  auch  den  zweiten  Theil  der  eben  hingestellten  Gleichung  auf  Null  reduziren  müssen,  was, 

wie  wir  gesehen  haben,  nur  dann  angeht,  wenn  man  identisch  Xn"t= =S^=i^  =  0  hat, 

erhalten  wir: 
(«16)     X«^„y(««'  +  JC„,^.yC-^o+ +X.y  +  X.y=£„P(''^+ -|-5.F.+^.P., 

was  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

So  oft  daher  eine  der  Ordnungszahl  nach  hoher  gebaute  Differentialgleichung,  die  (206). 
durch  alle  particulären  Integrale  einer  niederen,  der  Pt  =  0,  erfnllt  wird,  lässt  sich  das  Gleiehungs- 
polynom  der  ersteren  symbolisch  zerlegen  in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  P,  ist  Sollte  es 
mehrere  niedriger  gebaute  Differentialgleichungen  geben,  die  ihre  Integrale  mit  der  höheren  gemein- 
schaftlich besitzen ,  so  wurde  auch  diese  symbolische  Zerlegung  in  zwei  Factoren  auf  mehrere  ver- 
schiedene Arten  möglich  sein.  Sie  erleichtert  wesentlich  die  Integration  der  (206),  weil  man  sich  diese 
zuvorderst  in  der  Gestalt: 

S„n^  +  S^,  P^r''  +  -f£,  F.  +£„P.  =  0 

hinstellen,  sodann  integriren,  und  einen  Werth  wie: 

P.  =  C,%  +  C,^,+  +  C„^„ 

als  allgemeines  Int^ral  erhalten  wird,  und  nun  ersetzt  man  das  Gleichnngspolynom  P,  durch  seinen 

Werth  aus  der  (204),  und  erhalt: 

(Ufn)y^^'+(Unß-i)y^^-''+ +  (1,1)^+ (^0).v  =  C,?ß.  +  C.?ß.+ +C„^„. 

eine  Gleichung,  die,  wiewohl  der  niederem  m^^  Ordnung  angehSrig,  doch  mit  der  höheren,  die 
(m  +  n)*^"  Ordnungszahl  biethenden  (206)  in  Folge  der  darin  erscheinenden  willkuhrlichen  Constanten 

C, ,  C. C„  dasselbe  allgemeine  Integral  besitzt. 

Wären  nicht  alle  particulären  Integrale  der  P«=0  in  der  (206)  enthalten,  sondern  nnr 
einige,  vielleicht  in  unbekannter  Anzahl;  so  könnten  sie  offenbar  die  Gleichungen  (207)  erfüllen,  ohne 
die  mit  de  bezeichneten  Coefficienten  derselben  zum  identischen  Verschwinden  zu  nöthigen,  denn  da  sie 
zur  m — l'*"^"  Ordnung  gehört,  so  liegt  auch  ihrem  Identischwerden  fSr  weniger  als  m  von  einander 
verschiedene  Werthe  kein  Hindemiss  im  Wege  und  wir  können  nur  sagen,  dass  die  folgenden  zwei 
Gleichungen : 


(t.  m)  y^->  +  (1,  m- 1)  y^-^*)  +  +  iU  i)  y'  +  iU  0)  y  ^  P,  =  0 

3f«..y^«-*^  +  I«^y^«-^  + +1,1^  +  10^  =  0 

gemeinscbaftliehe  Int^;rale  besitzen,  und  ins  for  solche,  anstatt  y  gesetit,  nielU  nur  sie,  sondern  auch 
alle  durch  Differenziren,  Multipliziren  und  Addiren  aus  ihnen  gewonnenen  erffillt  werden  müssen.  Wir 
suchen  nun  wirklich  aus  ihnen  der  Ordnungszahl  nach  niedrigere  zu  gewinnen  und  zwar  auf  folgende 
Weise:  Wir  differenziren  die  zweite  und  eliminiren  sodann  aus  ihr  und  der  ersten  den  höchsten  Differential- 
quotienten von  y,  nandich  y^^\  und  gewinnen  so  noch  eine  Differentialgleichung  der  m —  l"^''  Ordnung; 
haben  also  jetzt  deren  zwei ,  und  können  aus  ihnen  y^"^*^  eliminiren ,  wodurch  sich  eine  Differential- 
gleichung der  m — 2^"  Ordnung  ergibt,  welche  differenzirt,  und  sodann  mit  einer  der  frfiheren  beiden 
combinirt  eine  zweite  der  Art  liefern  wird  u.  s.  w.  So  fortschreitend  gelangen  wir  zu  niederem  stets 
und  niederem  Gleichungen,  die  alle  durch  die  gemeinschaftlichen  particulären  Integrale  identisch  erfallt 
werden  müssen.  Ist  nun  die  Anzahl  dieser  letzteren  auch  nur  um  die  Einheit  grösser  als  die  Ordnungs- 
zahl der  durch  den  in  Rede  stehenden  Eliminationsprocess  erhaltenen  Gleichung,  so  lässt  sich  diess  ohne 
Widerspruch  nur  dann  denken ,  wenn  ihre  sammtlichen  Coefficienten  identisch  der  Nulle  gleich  werden, 
wonach  ihnen  jedes  beliebige  y  genfigt  Sollte  es  pr  keine  gemeinschaftlichen  particulären  Integrale 
gebffl,  so  wird  der  Eliminationsprocess  auch  durch  gar  kein  Nullwerden  der  GleichungscoeflBcienten 
unterbrochen,  und  man  gelangt  am  Ende  zu  einer  Gleichung  des  ersten  Grades,  aus  der  y  =  0  als 
einziger  gemeinschaftlicher  Werth  hervorgeht,  der  jedoch  kein  particuläres  Integral  ist  Waren  hingegen 
der  gemeinschaftlichen  Integrale  s  an  der  Zahl,  so  wurde  man  auf  zwei  zusammenfallende  Differential- 
^eichungen  der  «^^  Ordnung  Q  =  0  stossen,  die  alle  diese  gemeinschaftlichen  Werthe  in  sich  vereinigt 
und  es  wfirde  somit  jede  der  zwei  auf  diese  Weise  auf  gemeinschaftliche  Werthe  untersuchten  Glei- 
ehungen  eine  Zerlegung  in  zwei  Factoren  verstatten,  von  denen  der  eine  Q^  der  andere  aber  ein  sym- 
bolischer DifferentiaUactor  wäre ,  sohin  eine  ähnliche  Behandlung  bezuglich  der  Herabsetzung  um  9  Ein- 
heiten in  der  Ordnungszahl,  wie  die  eben  erwähnte,  zulassen. 

Die  hier  zur  Sprache  gebrachte  Methode  der  Untersuchung  zweier  Differentialgleichungen 
auf  gemeinschaftliche  particuläre  Integrale  erscheint  in  ihrer  analytischen  Anlage  wohl  höchst  einfach 
und  biethet  Ähnlichkeit  mit  der  bekannten  Eliminationsmethode  mehrerer  algebraischen  Gleichungen  mit 
mehreren  Unbekannten,  die  darin  besteht,  dass  man  von  einer  derselben  immer  das  höchste  und  das 
von  X  freie  Glied  eliminirt  um  so  zu  Gleichungen  von  stets  niederer  Gradzahl  zu  gelangen.  Sie  ist  auch 
andererseits  nur  höchst  selten  von  weitläufigeren  Rechnungsentwicklungen  begleitet  Auch  die  Vereini- 
gung mehrerer  irrationaler  Differentialgleichungen  in  eine  einzige  rationale  biethet  in  den  einfachsten 
Fallen,  wo  das  Rationalmachen  auch  durch  eine  passende  Substitution  gelingt,  selten  besondere 
Sdiwierigkeiten.  In  air  deiyenigen  Fällen  jedoch ,  wo  man  eben  darum  besondere  Veranlassung  hätte, 
zu  dieser  Methode  wegen  der  Unzulänglichkeit  aller  ubrigeA  Hilfemittel  zu  greifen,  wird  man  sich  in 
oadorehdriBgliehe  analytische  Entwicklungen  hineingezogen  sehen,  zu  denen  der  Entschluss  nur  der 
grossen  Mächtigkeit  der  wissenschaftlichen  Untersuchungen,  die  zur  irrationalen  Differentialgleichung 
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gefohlt  haben,  e&tkeimen  kann.  Um  von  der  Complication  dieser  in  ihren  Grundzugen  so  ein&chen 
Rechnungen  einen  auch  nur  beiläufigen  Begriff  zu  bekommen ,  kann  man  sich  die  bereits  im  vorherge- 
henden Paragraphe  behandelte  irrationale  und  alldort  durch  Einführung  einer  neuen  abhängigen  Verän- 
derlichen rational  gemachte  Differentialgleichung  vorlegen,  nämlich  die: 


(»17)  xy^'  +  ry'  \/x*  +  «•  —  (,x'  —  «•)  y  =  0. 

Zu  ihr  sollte ,  dem  ausehiandergesetzten  Verfahren  gemäss,  noch  jene  andere  geschrieben  werden ,  die 
aus  ihr  hervorgeht  dadurch,  dass  man  das  Zeichen  +  von  ^x*  +  a*  in  —  verwandelt,  nämlich  die: 


(»18)  xy"  —  ry'  \/x*  -H  «•  —  (ar*  —  a'}  y  =  o. 

Es  liegen  demnach  zwei  Gleichungen  vor,  die  aber  in  der  einzigen: 


(819)  xy^'  ±  ry"  \/x*  +  a*  —  (x*  —  «•)  y  =  o 

enthalten  sind,  und  nun  wäre  diejenige,  offenbar  der  vierten  Ordnung  angehorige  Differentialgleichung 
zu  bilden,  welche  die  particulären  Integrale  der  beiden  obgenannten  Differentialgleichungen  in  sich  ver- 
einigt. Sie  sei: 
(»0)  X,  y-  +  X,  y"  +  X,j^'  +  X,j/  +  X.y  =  0. 

Nun  hätte  man  die  eine  sowohl,  wie  auch  die  andere  der  in  der  (219)  enthaltenen  zweimal  zu 
differenziren  und  sodann  die  höheren  Differentialquotienten  y'^  y"',  y"  aus  ihnen  und  der  vorausgesetzten 
(220)  zu  eliminiren.  Beiderlei  Eliminationsgeschäft  kann  offenbar  hier  mit  Einem  Schlage  beendigt 
werden,  indem  mag  das  Doppelzeichen  Hb  des  Radicales  in  der  (219)  durch  den  ganzen  Verlauf  der 
Rechnung  beibehält  und  sodann  im  erhaltenen  Resultate  einmal  das  obere,  dann  ein  andermal  das  unter 
den  beiden  Zeichen  gelten  lässt.  Die  (219)  also  zweimal  differenzirend  erhält  man: 

xt/"  +  (1  ±  r  ^x'  +  a*)  y'  +  (±     ^"^        -  (a:*-a*))  y  —  2xy  =  0 

^      V^'  +  a*  ^ 

(««1) 

^"^  +  (2  ±  r  V^^HM«)  y''+  f±     /'''^     -  -  (x*-««))  y"  + 

+  -====  ±     ,  —  4a:)  y'  -  2y  =  0. 

\lix*  +  xy        \Jx*  +  a^  } 

Die  Multiplicatoren,  die  beziehlich  den  Gleichungen  (219),  (220),  (221)  und  (222)  anzufügen  sind, 
damit  nach  geschehener  Addition  die  zu  eliminirenden  Differentialquotienten  y'*',  yf*\  y"  die  Nulle  zum 
CoeiHcienten  erhalten  und  wegfallen,  findet  man  vermittelst  einer  höchst  einfachen  Untersuchung.  Sie 
sind  der  Reihe  nach: 


X,  X*  («•+«•)•  —  X,.x  ix*+ay  (1  ±  r  V«'  +  «')  + 
+  X^  Ux* + ay  (i ± r  V*' + «•) (2 ± r  V**  +  «*)+«(«•  +  «•)  [a?*— a*q:2rar  Va?\+a*]l, 


iC,  .  a?«  (pe*  +  a*)  —  JC» .  x  (ac'  +  a»)  (2±r  VspM^) 

X^.x* 

—  ar*  (aj'  +  a*)» 

nid  fahren  za  folgender  Eliminationsgleichnng,  die  nach  y  der  ersten  Ordnung  angehört  und  eigentlich 
zwei  solche  vorsteUt,  die  beide  ans  ihr  hervorgehen,  indem  man  einmal  das  obere,  ein  andermal  das 


untere  Zeichen  des  Radicales  ^x*  +  a*  walten  lässt  Sie  ist: 

—  X, .  X*  ix*  +  ay  ±  X,  rx*  ix*  +  a*y  + 


+  X, 


■±  (a?*  +  «T  (2±r  V«M^«')0  ±  »•  \/^a?*  +  «*)»*  V**  +  «*  ±" 


±  ra?  V«*  +  «*  (**  +  «*)  (**  —  «*  =F  2raj  \/«'  +  o»)  ± 
±  a?  (a?»  +  o')  (2  +  rVa?'  +  «')  (x^~a^=Frx  \/x*  +  a')  + 
+    ar*  (±  ro*  V**  +  «*  —  4a:  (a?»  +  «T) 


y  + 


+  ^ 


y  =  0 


—  X,  .  a?»  (X*  +  «•)»  —  X,  X*  (X*  —  a«)  (x»  +  «T  + 
+  X,  [x  (X*  —  «»)  («»  +  «•)•  («  ±  r  V**  +  «')  —  2ar'  (x» +  «»)»]  + 

[—  (x»  —  a')  (x*  +  ay  (1  ±  r  V«'+«*)  (2  ±  r  ^x*'+p)  —1 
—  X  (x»  —  a*)  (x*  —  o*  q:  2rx  v^x»  +  a»)  +  1 

+  2x*  (X»  +  ay  (1  ±  r  ^x*  +  o»)  J 

Ihr  sollen  jedesmal  alle  diqenigen  Werthe  Ton  y  Genüge  leisten,  die  auch  den  (219),  (220), 
(221)  und  (222),  aus  welchen  sie  abgeleitet  ist,  zukommen,  also  namentlich  die  zwei  particulären  Integrale 
der  (219),  wenn  man  die  oberen  Zeichen  der  Radicale  gelten  lässt,  und  die  zwei  particulären  Integrale 
der  (219),  wenn  die  unteren  Zeichen  walten.  Eines  und  das  Andere  ist  nur  dann  möglich,  wenn  die  Coef- 
fldenten  von  y'  undy  Tcrschwinden,  d.  h.  wenn  beliebige  Werthe  fSr  y  gesetzt  Genüge  leisten,  eben  weil 
die  Eliminationsgleichung,  da  sie  nur  dem  ersten  Grade  angehört,  den  Fall  verschwindender  Coefficienten 
ausgenommen,  nur  einen  einzigen  Genfige  leistenden  Werth  zulässt.  Man  setze  also  die  in  Rede  stehen- 
den Coelficienten  von  j^  und  y  gleich  Null  und  diess  zwar  «nmal  mit  dem  oberen,  ein  zweites  Mal  mit 
dem  miteren  Zeichen  des  darin  enthaltenen  Radicales,  so  erlangt  man  vier  Gleichungen.  Diese  combi- 
nirt  man  zn  zweien  dorch  Addition  und  Subtraction,  so  gehen  vier  neue  Gleichungen  hervor,  die  man 
aach  eriialten  kann ,  wenn  man  die  rationalen  Glieder  der  CoelBcienten  von  y  und  y*  fBr  sich,  und  die 
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mit  dem  Factor  ±  yj?*  +  a'  irerbufidenea  ebenfiills  far  sich  der  Nulle  gteichstdlt    Sie  sind  mit  Hin- 
weglassung  gewisser  Factoren ,  durch  die  die  Cäeidiungen  getheilt  werden  können : 

—  x»-X.  +  a?  [-  r*  («•  +  a*)  —  x  (x*  — a*)]  -X,  +  [3r»a»  —  2a?  (a:*  +  a*)]  -X,  =  0 

Tx*  (a:*+a»)*X,  —  ra^x^x^^-a')  X,  +  [2ra:(a?*+a*)  (a:*— «•)+r*(a:'-Hi*)*+  3ra»x*+2ra*]  -X,  =  0 

—  x»Ä,  —  a?* («•  —  «») X,  —  a:(a?*  +  a*) X,+  [—a:(a?*--a*)*  — r*(a:*--a*)  +  2a»] -X,  =  0 

a:  (X*  -  a*)  X,  +  (x*  +  3a*)  -X^  =  0 

und  liefern,  nach  X«  ^t«  ^t«  ^i«  ^o  aufgelöst,  unter  der  Bedingung,  dass  diese  Unbekannten 
sämmtlioh  ganze  algebraische  Functionen  sind,  fSr  dieselben  folgende  Werthe: 

X,  =       X»  (X*  +  «•)•  (X*  —  «•) 

X,  =  —  X  (X*  +  a*)  (X*  +  3a*) 

X,  =  —  2x*  —  r*x*  —  2r*a»x*  +  4a*x»  —  4a* x*  +  (2r»a*  +-  a*)x*  —  2a*x  +  r*a*  — a, 

X,  =        (x*  +  a*)  [—  X*  +  r*x*  —  3a» x*  +  4r*a»x*  +  5a*x»  +  3r»a*x  —  a*] 

Xo  =  X**  —  a*  X*  +  x'  —  2a*  x*  +  8a»  x*  +  2a*  x*  +  a*  x*  +  a*  x*  +  6a*  x  —  a*^ 

die  dann  in  die  (220)  substituirt  diejenige  rationale  Gleichung  der  vierten  Ordnung  ergeben  werden, 
welcher  die  den  irrationalen  (217)  und  (218)  zugehörigen  particulären  Integrale  Genüge  leisten. 

Vergleidit  man  nun  das  erhaltene  Resultat  und  die  Rechnungen,  die  dazu  geführt  haben,  mit 
dem  im  vorigen  Paragraphe  durch  Einfahrung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  in  dieselbe 
Irrationalgleichung  gewonnenen  Resultate  unQ  mit  den  damit  verknüpften  Rechnungsentwicklungen;  so 
sieht  man  bald,  wie  sehr  die  Änderung  der  unabhängigen  Veränderlichen  in  allen  Fällen,  wo  sie  mog- 
lidi  ist,  dem  Zusammenfügen  mehrerer  Irrationalgleichungen  in  eine  einzige  rationale  vorzuziehen  sei, 
nachdem  man  bei  letzterer  nicht  nur  ein  complicirteres  Resultat  durch  viel  weitläufigere  Rechnui^en 
gewinnt,  sondern  auch  noch  überdiess  die  erhaltene  complicirtere  Gleichung  zu  integriren  und  ihre 
Genüge  leistenden  Werthe  in  zwei  Partieen  zu  sondern  hat,  diejenigen  nämlich,  die  auch  die  vorge- 
legte erfüllen,  und  die  anderen  hinzngekonunenen,  die  es  nicht  thun. 

Unsere  Transformationslehre  konnte  nun  mit  diesem  sechsten  Paragraphe  als  abgesditossear 
betrachtet  werden,  weil  darin  alles  enthalten  ist,  was  wir  als  Vorbereitung  zu  den  verschiedenen  In— 
tegrationsmethoden  brauchen,  die  der  folgende  Abschnitt  bringt  Sollten  künftighin  noch  andere  Integra- 
tionsmethoden gefunden  werden,  so  wird  auch  wahrscheinlicherweise  die  Transformationslehre  eine  ent* 
sprechende  Erweiterung  erfahren.    Da  indessen  der  Einfachheit  der  Darstellung  wegen  hie  und  da  nar 
einftchere  Fälle  der  Betrachtung  unterzogen  wurden,  und  da  complicirtere  vorkommen  können,  so 
achten  wir  für  gut,  hier  noch  die  allgemeine  Behandlung  einer  Differentialgleichung  der  it^>  Ordnung, 
insofern  sie  bisher  nicht  gelehrt  worden  ist,  auseinanderzusetzen,  um  dem  Rechner  die  Muhe  der  Er- 
findung zu  ersparen,  und  weil  hiezu  gewisse  annoch  wenig  bekannte  Formeln  der  DiflferentialreoliniBg 
benSllitgt  werden ,  so  wird  zunächst  zu  ihrer  Ableitung  zu  schreiten  sein. 


Transformationslehre.  J29 

§.  7. 

AbleitoDg  einiger  allgemeioen  Formeln  der  DiffereDüalrechnuDg. 

Die  in  den  vorhergehenden  sechs  Paragraphen  zur  Sprache  gebrachten  Transformationsweisen 
behandeln  grosstentheils  nur  einfachere  Fälle.  Es  schien  diess  der  Klarheit  wegen  erspriesslich ,  weil 
zu  Gefurchten  stand,  dass  bei  alsogleich  eingeleiteter  allgemeinen  Behandlung  ein  ganz  einfaches  Ver- 
fahren durch  die  damit  verknfipften  Rechnungsentwicklungen  um  so  mehr  überdeckt  und  verdunkelt 
werde,  als  die  Resultate  dieser  Entwicklungen  symbolische  Formen  sind,  die  nur  für  den  mit  ihnen 
zu  arbeiten  Gewohnten  die  nSthige  Durchsichtigkeit  besitzen.  Nachdem  es  indess  wünschenswerth  ist, 
für  alle  die  einfachen  sowohl,  als  auch  die  complicirten  Fälle  ein  geordnetes  Verfahren  bereit  zu 
baben,  das  wo  möglich  auf  dem  kärzesten  Wege  und  mit  Sicherheit  vor  Fehlern  zum  Ziele  ffihrt,  so 
wollen  wir  jetzt  das  Transformationsproblem  allgemeiner  erfassen ,  eine  allgemeine  DifTerentialgleichung 
der  w*«"  Ordnung  zum  Vorwurf  wählen,  benöthigen  aber  zu  diesem  Zwecke  gewisser  allgemeiner  im 
Gewände  der  combinatorischen  Analysis  erscheinender  Formeln,  die  grosstentheils  der  DifTerenlialrech- 
nuiig  angehören ,  mit  deren  Entwicklung  sich  der  gegenwärtige  Paragraph  beschäftigen  wird. 

Die  Jedermann  bekannte  Binomialformel ,  d.  h.  die: 

ia  +  bxy  =  a""  +  na"''  bx  +  ^^^^~^^  a^-^b^x^  + +  Ä^x", 

in  der  wir  gegenwärtig  unter  n  einen  ganzen  positiven  Exponenten   verstehen ,  wird  in  der  Sprache 
der  combinatorischen  Analysis  kurzer  so  dargestellt : 


(a  +  6x)»  =  S[^«**'^']  (223) 


a  +  \  =^  n, 

n/kedeotet  hier  die  Factorielle  1.2.3  ...  n,  ähnlich  a!  und  ;i/,  mit  der  hinzugefägten  Bemerkung, 
dai8  0/==l  sei.  Die  durch  das  Zeichen  8  angedeutete  Summirung  ist  auszudehnen  auf  alle  ganzen 
«nd  positiven  Werthe  von  a  und  ^,  die  Nulle  mit  eingeschlossen,  welche  die  Gleichung  a-|-A,  =  n 
erlillen,  die  auch  desshalb  der  Binomialformel  in  ihrer  combinatorischen  Form,  als  die  Bedeutung  von 
8  bestumnend,  angehängt  ist.  Dieser  Binomialformel  entspricht  eine  ähnliche ,  gleichfalls  Binomialcoef- 
fideaten  bergende  Formel  der  Infinitesimalanalysis ,  nämlich  die : 

dxr  2 

die  in  combinatorischen  Kleide  folgendermassen  aussieht : 


^^0)  =  ^[^  P-' Q'-']  (2e*) 


"■*  h  der  nur  noch  zu  bemerken  kommt ,  dass  P^"^  =  P  und  Q^^^  =  Q  sei. 
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Aus  der  (223)  lässt  sich  nun  zunächst  die  Polynomialformel  ableiten,  während  die  (224) 
zo  einem  Ausdrucke  führt,  ffir  den  n*«"  Differentialquotienten  eines  Produlctes  aus  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Factoren ,  und  zwar  auf  folgende  Weise :  Man  schreibe  in  der  (223) ,  um  zuvorderst  die 
n^  Potenz  des  Trinomes : 

in  nach  x  aufsteigender  Reihenform  zu  ermitteln,  anstatt  6  den  zweitheiligeu  Ausdruck  a^-^bx,  so 
erhalt  man: 

(€1  +  a.a:  +  bxT  =  S  [^1  «*  ia,  +  bx)  x^] 

a  +  X  =  n 
Nun  ist  kraft  der  (223)  selber: 

(a.  +  bxr  =  S  [^  <  b^  ^'] 

ß  +  II  =  X 

ein  VVerth.  der,  in  die  vorhergehende  Gleichung  eingeführt,  gibt: 

ia  +  a,x  +  bxr  =  S  [tJJJ^  «*  «•  *'  ^'"^'J 

a   +   \   =    n  ,  ß   +  ;i   =   A. 

Hier  ist  die  durch  k)  angedeutete  Summirung  auf  alle  ganzen  und  positiven  Werthe  von  a ,  a  ,  ß  und  /i 
auszudehnen,  die  die  beiden  Bedingungsgleichungen  erfüllen.  Vermittelst  der  letzteren  kann  \  sowohl 
aus  der  ersten,  als  auch  aus  der  combinatorischen  Form  weggeschafft  werden.  Man  wird  hiernach  nur 
mehr  die  Werthe  von  a,  ß,  jn  zu  suchen  haben,  die  den  zwei  Bedingungsgleichnngen  genügen.  Da 
diese  nun  dieselben  sind,  die  auch  der  einzigen  a4.ß  +  ;i  =  n  Genüge  leisten,  und  jene  zwei  Glei- 
chungen genau  dieselben  Auflösungen  in  ganzen  Zahlen  zulassen,  weder  mehr  noch  weniger;  so  wird 
sich  die  eben  erhaltene  Formel  auch  mit  einer  einzigen  Bedingnngsgleichnng  auf  folgende  Weise 
schreiben  lassen: 

ia  +  a,x  +  bxr  =  S  [^fl'j^j  «'  «J  *'  ^'""] 

o  +.  ß  +  I*  =  n. 

Hieraus  leitet  man  nun  auf  dieselbe  Weise  die  Quadrinomialformel  ab,  indem  man  anstatt  6  das  Binom 
a, +  6x  einfuhrt.  Sie  ist: 

(a  +  a,x  +  a,x'  +  bxr  =  S  [    ^.V,    !    «'  «t  «i  *^  ^''"^"  I 

Der  gleichförmige  Gang  dieser  Entwicklungen  lässt  keinen  Zweifel  übrig,  dass  für  die  n<« 
Potenz  einer  ganzen  Function  von  x  vom  Grade  r  die  nachfolgende  allgemeine  Fonnel  bestehe: 
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C««7)  (a.x  +  «,a:'  +  «.x»+  ...  a,^Xn"  =  S\   ,^,  "/ 7  <»',«',  ■■■  «;^.  «*+"+•>*     ^^-^-l 

La  ;  p  /  y  ;    .  .  .   ü  ;  J 

«  +  ß  +  y+ +Ä  =  n 

Die  (225)  sowohl ,  wie  auch  die  (227)  stellen  die  ti^  Potenz  eines  Polynoms  aufsteigend 
nach  Potenzen  von  x  geordnet  dar.  Es  geschieht  aber  oft,  dass  man  der  absteigenden  Entwicklung 
benothigt.  Sie  braucht  offenbar  nicht  eigens  abgeleitet  zu  werden,  weil  man  bei  der  Zerlegung  der 
(225)  selbst  in  ihre  Bestandtheile  ebenso  gut  bei  dem  höchsten ,  wie  bei  dem  niedersten  Exponenten 
von  X  anfangen  kann;  nur  thut  man  gut,  um  die  natärliche  Rangordnung,  in  welcher  die  Buchstaben 
tv^ßfr^^«-^  stehen,  beibehalten  zu  können,  die  Glieder  des  Polynoms  jetzt  in  umgekehrter 
Ordnung  zu  schreiben,  wenn  die  Entwicklung  absteigend  erfolgen  soll,  d.  h.  man  gibt  der  Polyno- 
mialformel  die  folgende  von  der  (225)  nicht  wesentlich  verschiedene  Gestalt: 

(«8)  («r  ^'  +  «r-.  ^'-'  +        +  a,x'  +a,x  +  a)"  =  S  [-TTTT J  «?  «J-t     •  •  «'  x'-+(-*^'^    ^-  1 

«  +  ß  +  y  +  +  ,1  =  fi. 

Mit  Hilfe  dieser  Formeki  nun,  und  nach  ihrem  Muster,  wollen  wir  jetzt  einige  andere  der 
Differentialrechnung  angehörige  ableiten,  die  beim  Transformationsgeschafle  gleichfiBlis  von  Nutzen  sind, 
und  namentlich  zunächst  diejenige,  die  den  n^«"  Differentialquotienten  der  Exponentialgrfisse : 

ffdx 

(929)  R  =  e 

gibt,  unter  n  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl,  und  unter  9  eine  beliebige  Function  von  x  verstan- 
den. Wir  verwandeln,  um  dazu  zu  gelangen,  in  gegenwärtiger  Gleichung  die  in  9,  und  somit  auch 
in  R  vorkommende  Variable  x  in  x  +  h  und  entwickeln  dann  9  sowohl ,  wie  auch  R  nach  aufstei- 
genden Potenzen  von  h  vermittelst  der  Taylor'schen  Formel,  so  ergibt  sich  die  identische  Gleichung: 

H  +  R  —  -{^  R   J-J  + +  Ä «)     ^  + =  e^      L        1/        2!  m         J 

Weil  hier: 

f,f'dx  =  f,  ff"dx  =  9' :••  /yW<te  =  y(»-" 

ist,  80  wird  man  dieselbe  auch  so  schreiben  Icönnen: 

1  •  ^  •  '•  • 

yfdx 

die  Exponentialgrösse  die  als  Factor  von  e  im  zweiten  Theile  der  Gleichung  erscheint,  wSfte  auf- 
steigend nach  Potenzen  von  h  in  eine  Reihe  zu  entwickeln.  Hierzu  dient  die  wohlbekannte  Reihenfor- 
rael  für  die  Exponentielle  c*,  nämlich: 
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in  welcher  s  fSr  den  gegenwärtigen  Fail  die  Bedentong: 
A     .         A»  A* 


liat.  Dem  gemäss  verwandelt  sich  die  vorliegende  Gleichung  in: 


R  +  R'^+R"^  + 


n! 


ffdx 


i  r    A 


2/ 


A" 
nl 


u 
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Um  den  zweiten  Theil  dieser  Gleicliiing  aufsteigend  nacli  A  geordnet  hinznsteUea,  entwiclieln 
wir  die  sacoesdven  Potenzen  des  alldort  ersichtlichen  unendlichen  Polynomes  vermittelst  der  Polyno- 
miaiformel,  hiesu  die  Formel  (227)  erldesend,  in  welcher  den  g^nwärtigen  Umständen  gemäss: 


r  =  00,        a,  =  — T 


1/' 


"•  =  i7' 


"•  =  37' 


gesetzt  wird.  Wir  erhalten  anf  diese  Weise  in  combinatorischer  Sprache : 


in-Ä'A+fl«_^  + 


1  + 


A" 


nJ 


=  e 


ffdX 


*Ti&bmh:(ß'{B'iB' ■*— ]  + 


=  1 


Ji+lr+- 


] 


«  +  ß  +  r+-^ =»» 
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Bei  allen  BestandtheileD  des  Multiplicators  von  e  lässt  sich  der  eonstante  äussere  Fac- 
tor unter  das  Summenzeieheu  sehreiben,  worauf  man  eine  kleine  Abkürzung  erzielt;  sodann  gewahrt 
man,  dass  air  diese^Beslandtheile  in  der  einzigen  Form: 

S[;7577-r:fö)"G^)'(i;/- ■■••*"—] 

enthalten  seien ,  nur  dass  in  ihnen  der  Reihe  nach  das  Aggregat  « +  ß  +  r  + beziehlieh  die 

JfdX 

Werthe  1,2,3,  erhält.  Der  ganze  Factor  von  e  ist  daher  auch  der  vorliegenden  Summe 

gleich,  wenn  man  sich  nur  bemeldetes  Aggregat  als  aller  möglichen  ganzen  und  positiven  Werthe  ein- 
schliesslich der  Nulle  fähig  denkt,  d.  h.  wenn  man  die  Bedingungsgleichung  weglässt,  und  nur  dabei 

nicht  vergisst,  dass  die  Buchstaben  a,  ß,  y, sämmtlich  ganze  und  positive  Zahlen  andeuten. 

Unsere  identische  Gleichung  ist  daher  kurzweg: 

«+'•■77+""^+ +"'"-^+ = 


Jvdx 
=  € 


S  bjTT-r:  ©■  a' (S' *"•"'"]• 


Ihrer  Natur  nach  sind  wir  berechtigt,  die  Coeflficienten  der  gleichnamigen  Potenzen  von  h  zur  rechten 

und  linken  Seite  einander  gleichzusetzen.  Thun  wir  diess  bloss  beziehlich  des  Coefiicienten  von  A",  so 

ergibt  sich  als  solcher  einerseits  — r,  andererseits  aber  eine  Summe  von  mehreren  Gliedern,  von  der 

nl 

Form  des  Eingeklammerten  unter  dem  Zeichen  S.  bei  welchen  allen  jedoch  o  +  2/9+3y+  . . .  =» 
sein  muss.  Diess  fuhrt  zu: 

■^^  "^         S  L/ß/y/...  (j?)   fc)   (37)  J 

a  +  2ß  +  3y  +  =  /*, 

oder  mit  n !  multiplizirend ,  und  auf  die  Bedeutung  von  R  "^  aus  (229)  Rücksicht  nehmend ,  zur : 

a  +  2ß  +  3y  + =  n, 

und  diess  ist  die  zum  wiederholten  Differenziren  einer  BxponentialgrSsse  dienende  allgemeine  Formel, 
deren  bereits  im  I.  Bande  S.  257  Erwähnung  geschah. 

Nehmen  wir  jetzt  die  Ableitung  einer  anderen  vor,  deijenigen  nämlich,  die  den  allgemeinen 
n^"  Differentialquotienten  gibt  der  r^»  Potenz  einer  Function  P  von  x.  Sie  könnte  allenfalls  aus  der 
zur  Differentiation  eines  Produktes  von  r  Factoren  dienenden  (226)  dadurch  abgeleitet  werden,  dass 
man  in  derselben  P^  =  P^^=i Pr'=P  annimmt.  Da  aber  dadurch  mehrere  Glieder  der  im  zwei- 
ten Theile  enthaltenen   Summe  gruppenweise  einander  gleich  werden,  und   ihre  Zusammenziebnng  zu 
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oompluKirferen  Betraehtungen  nöthigt,  halten  vir  es  fär  angemessener,  auf  demselben  Wege,  auf  wel- 
chem wir  den  allgemeinen  Qifferentialquotienten  der  Exponentielle  gefunden  haben ,  auch  jenen  von : 

R  =  P'  ( 

zu  suchen.  Wir  verwandeln  nämlich  in  der  vorliegenden  identisch  vorausgesetzten  Gleichung  x  in 
x  +  h  und  entwickeln  P  sowohl,  als  auch  R  aufsteigend  nach  Potenzen  von  h  vermittelst  der  Tay- 
lo raschen  Formel.  Das  nächste  Ergebniss  ist: 

n+ir^, +  *■*;+       +j.«^+ =[p+P^+p.^+...+,«.,A;+..]' 

Die  r^  Potenz  des  unendlichen  Polynomes,  die  hier  vorkommt,  drucken  wir  durch  die  Po- 
lynomialformel  in  ihrer  Gestalt  (225)  aus,  indem  wir: 

r=oo,        a  =  P,        a^=—^        a^  =  n  =  r 

setzen,  Diess  gibt: 

'•+*^+«-i;- -«'"'5+ =sb^^-(SW --  ] 

«  +  ß  +  V  4- =  r. 

Diese  identische  Gleichung  ist  man  berechtigt  in  eine  Unzahl  anderer  zu  zerlegen,  die  CoelTicienten 
der  gleichnamigen  Potenzen  von  h  auf  der  einen  und  anderen  Seite  einander  gleichsetzend.  Thut  man 

ßin) 

diess  nur  mit  jenen  von  A**,  so  gewahrt  man  einerseits  — r«  andererseits  aber  eine  Summe  von  Glie- 

n! 

dem ,  bei  denen  allen  ß  -|-  2y  +  . . .  =  n  sein  muss.  Man  bekommt  also : 

liT^^^bijr^rr.^'iTi)  (27)  1 

«  +  ß-hy+ =*• 

ß  +  2y  + =:n, 

o<icr  wenn  man  mit  nl  muitiplizirt  und  zugleich  die  Bedeutung  (231)  ?on  R  berücksichtigt: 

«  +  0+   r+ =»•  ^ 

ß  +  2r  + =  n. 

Auch  von  dieser  allgemeinen  Formel  ist  bereits  im  ersten  Bande  S.  261   Erwähnung  geschehen.   Sie 
f^rscheint  insoferne  von  etwas  anderer  Natur  als  die  unmittelbar  frfiher  ffir  die  Exponentielle  entwickelte, 

weil  die  ganzen  positiven  Zahlen  a,  /S,  y  ...  nicht  eine,  sondern  zwei  Bedingungsgleichungen  zu  er- 

(Bllen  haben. 

Schreiten  wir  jetzt  zur  Entwicklung  einer  dritten  Formel,  die  der  Einführung  einer  neuen 
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unabhängigen  Veränderlichen  in  eine  Differentialgleichung  zu  Grunde  gelegt  werden  soll.  Denken  wir 
uns  y  als  eine  beliebige  Function  von  x,  etwa: 

femer  anstatt  x  eine  neue  Veränderliche  x  eingeffihrt,  deren  Werth  aus  einer  gegebenen  Gleichung 
zwischen  diesen  beiden  Variablen: 
(233)  9  (xj)  =  0 

hervorgeht;  y  verwandelt  sich  dadurch  in  eine  Function  von  jc  und  die  Aufgabe  ist:  Man  soll  jeden 
beliebigen  n^°  Differentialquotienten  von  y  nach  x  ausdrficken  durch  die  Differentialquotienten  dessel- 
ben y  nach  r  genommen. 

Verwandeln  wir  auch  hier,  um  unseren  Zweck  zu  erreichen,  o?  in  x  +  A,  so  wird,  weil 
der  durch  die  (233)  ausgedruckte  Zusammenhang  zwischen  x  und  r  besteht,  auch  r  als  Function  von 
X  einen  geänderten  Werth  erhalten,  den  wir  durch  x+  Jx  andeuten  wollen,  so  zwar,  dass  in  Rei- 
henform : 

dx    h         (Px  Ä*         rf^r    h* 
(«34)  ^^  =  rfit7+rf^^  +  ^37+  

wird.  Betrachtet  man  nun  einmal  y  als  Function  von  x,  so  geht  sie  durch  das  der  Veränderlichen 
zugetheilte  Increment  h  über  in: 

^  "^  da?  1/  ■*"  dx'  2/  "*"  «te»  3/  "^   ::   ^dx"  n!^  

Sieht  man  hingegen  y  als  Function  von  r  an,  so  wird  aus  ihr  durch  das  dem  t  zukommend«  Incre- 
ment Jx: 

du  Ax       d'y  Jx*       (Ty  Jr*                             .    d"«  Ji" 
^  ^  dx    i!  ^  dx*   2 /   ^  dt'    3/   ^  ^  dr"    n.'  ^ 

Ist  nun  Jx  der  durch  die  Reihe  (234)  vorgestellte  dem  Incremente  h  von  x  entsprechende  Zuwachs, 
so  sind  die  beiden  geänderten  Fnnctionswerthe  von  y  offenbar  einander  identisch  gleich.  Man  hat  also  : 

^  "*"  da?  1  /  "^  da?*  2 .'  "^  dar*  3/  "^  "^  d«-  »7  "^  ~ 

=      y  + 

"•"  d7  T7  Lda?  i/  "*"  da?*  2/  "^  da?«  3/  "^  J  "•" 

"•"  dr^*27ldi  1.'  "*"  dx'  2/  "•"  da?*  3/  "•"  -      J  ■*" 

d^    Jl^  r  dt    Ä         dV  /l^.f^!^,  j" 

"^  d^  ■^'  Idi  1/  "^  dx*  2.'  "*"  dx*  3.'  "^  j  "•" 
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Um  mm  den  zweiten  Tbeil  dieser  Gleichung  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  h  wohlgeordnet  hinzu- 
stellen, entwickeln  wir  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  des  unendlichen  Polynomes  vermitteist  der 
PolTttomialbmiei  (227): 

dt    i  cPr      1 

^  =  ^^    «^  =  d^n-    ^•  =  rf^--27+ 

setzend.  Wir  erhalten  so  in  combinatorischer  Ansdrucksweise : 

^  ^  dx  \!^  dx*  2/  ^  ^  ite»  n/  ^ 

~"  *  ^  dr     1  /  ö  L«/|3/y/  . . .  Vi /ite;   V2/  «te»^   \z!  dx*) J 

«  +  ß  +  y  +  =  i 

"*^A«  '2/'^La/ß/y/...  Vi/  «teJ   V2/<teV   V3/ <teV J 

«  +  ß  +  y  + =  2 

^  A-    n/'^L«/<i/y/...  Vi/ «te/   U/ «teV   Vs/ «te'J J 


yj 

«  +  ß  +  y  +  =  n 


bewirken  zunächst  durch  Hineinsetzen  des  äusseren  Factors  anter  das  Summenzeichen  eine  kleine  Ab- 
liürznng  und  bemerken  sodann,  dass  alle  Glieder,  die  sich  im  zweiten  Theile  der  Gleichung  vorfinden, 
«OS  dem  einzigen: 

•^  L«fc-+»*'+ ••  •.'fihJ...  Ki.'dx)  \2Jdx')  \s.'dx*) J 

hervorgehen,  indem  man  das  Ag^^gat  a  +  ß+'r+ durch  schickliche  seinen  Bestandtbeilen 

«rtheilte  ganze  und  positive  Werthe  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0 ,  1 ,  2 , bedeuten  lässt.  Der 

'Vorliegende  Ausdruck,  ohne  alle  Bedingnngsgleichung  hingeschrieben,  stellt  daher  bereits  diesen  zweiten 
Theil  der  Gleichung  vor,  wenn  man  nur  annimmt,  dass  -^^y  sei.  Wir  haben  also: 

^  "^  «te  1/  "^  da?»  2/  "^  ^  da*  n!^  ~ 


_  o  rd-*»*^*-  y        i        (_ac_y  /_d^y  ._d^y  ^^.,^.,^. .  i 

O  L*.«+»+-  •    alß.'yj  ...   KlJdxJ    *2/lte»y    V3/«te»y J* 
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Stellt  man  in  dieser  identischen  Gleichung  die  Coefficienten  der  gleichnamigen  Potenzen  von  A,  ind 
namentlich  jene  von  h^  in  beiden  Theilen  einander  gleich,  nnd  multipliziit^noch  fiberdiess  die  so  er^ 
haltene  Formel  mit  n/;  so  erhält  man  den  gesuchten  Ausdruck  des  n*«'"  Differentialqootienten  yon  y 
nach  X  in  Function  jener  nach  r : 

^"^^  dx"         ^  La.V/y/ ...   £/r'+^-^+        \ildx)    \l!dxV    \3JdxV  J 

a  +  2/3  +  3y  + =n. 

Der  Gebrauch  der  in  den  eben  entwickelten  Formeln  vorkommenden  eombinatorischen  Zei- 
chen erleichtert  sehr  die  Rechnungsentwicklungen,  die  ohne  denselben  beinahe  nicht  dnrchzufubren 
wären.  Es  ist  zwar  wahr ,  dass  in  einem  jeden  gegebenen  Falle ,  und  mindesteoa  am  Ende  der  Rech- 
nung die  eombinatorischen  Symbole  in  die  ihnen  gleichgeltenden  Summen  wirklich  umgesetzt  werden 
müssen.  Diese  Umsetzung  bietet  aber  keine  Schwierigkeiten  und  fuhrt  auch  bei  einer  geordneten  Weise 
vorzugehen  keine  Gefahr  mit  sich,  Rechenfehler  zu  begehen,  lieber  die  Art  und  \Y^ise,  diese  Sym- 
bole zu  verwandeln  in  die  ihnen  gleichgeltenden  Reihenentwicklungen,  mögen  hier  noch  einige  erläu- 
ternde Worte  am  Platze  sein. 

Man  überzeugt  sich  nach  einiger  Ueberlegung  sehr  bald,  dass  es  bei  der  Bildung  der  in 
den  Gleichungen  (226) ,  (230) ,  (232)  und  (235)  vorkommenden  Summen  nur  darauf  ankomme ,  alle 
möglichen  Gruppen  der  einer  einzigen  gegebenen  linearen  Gleichung. Genüge  leistenden  ganzen  und  po- 
sitiven Werthe  zu  ermitteln  durch  ein  Verfahren,  aus  dessen  Natur  man  die  volle  Ueberzeugung  ab- 
leitet, dass  man  weder  eine  solche  Gruppe  ausgelassen,  noch  eine  wiederholt  hingeschrieben  habe. 
Bei  der  (230)  z.  B.  kommt  alles  darauf  an,  dass  man  alle  möglichen  Auflösungen  der  linearen  Glei- 
chung : 
(236)  «  +  2/i  +  3y  +  4^>  +    . . .    =  n 

in  ganzen  und  positiven  Zahlen  ermittelt  habe.  Man  kann  hier  und  in  anderen  ähnliehen  Pillen  vorg^ 
hen  wie  folgt:  Man  ordnet  die  Werthe  von  «,  ß,  y,  ...  tabellarisch,  indem  man  die  von  a  io  eine 
erste,  mit  a  überschriebene  Spalte,  die  von  ß  in  eine  zweite  mit  fi  uberschriebene ,  die  von  y  in  eine 
dritte  u.  s.  w.  trägt.  Eine  letzte  Spalte  kann  dann  das  der  Gruppe  entsprechende  Glied  der  Summe 
enthalten.  Man  setzt  noch  fiberdiess  unter  den  Gruppen  eine  gewisse  Rangordnung  fest,  indem  man 
z.  B.  derjenigen  einen  höheren  Rang  beilegt,  die  als  Zahl  im  arabischen  Zahlensysteme  gedacht,  einen 
grösseren  numerischen  Werth  ausweist,  so  dass  man  so  zu  sagen  mit  der  Auflösung  der  Aufgabe  be- 
schäftigt ist,  aus  allen  der  Gleichung  (236)  Genüge  leistenden  Werthen  als  ZiiTern  alle  möglichen 
Zahlen  abzuleiten.,  von  der  grössten  bis  zur  kleinsten.  Ist  n  eine  kleine,  wenige  Einheiten  ent- 
haltende Zahl,  so  sind  auch  der  Genüge  leistenden  Gruppen  von  Werthen  eine  geringe  Anzahl  und  sie 
sind  nicht  schwer  zu  übersehen.  Wird  hingegen  n  ein  bedeutender  Zahlenwerth,  so  kann  man,  um 
aller  Auflösungen  orduungsmässig  habliaft   zu  werden ,  so  verfahren :   Man   ermittelt  zuvörderst  den 


grSssten  aller  Werthe ,  die  a  aDiiehnien  kann.  Diess  ist  nie  schwer ,  und  im  gegenwärtigen  Falle  wäre 
z.  B.  dieses  grösste  u  gleich  n.  Von  ihm  geht  man  dann  zu  dem  numerisch  kleineren   n  —  t ,  n—2^ 

2,1,0  versuchsweise  über ,   so  jedoch ,  dass  man  diesen  Uebergang  zum  nächst  kleineren  a 

nicht  eher  unternimmt,   bevor  man  die  dem  angenommenen  grösseren  a  entsprechenden  Gruppen  von 

Werthen  ffir  ß,  y,  d, alle  ermittelt,  und  alles  gehörig  in  die  Tabelle- eingetragen  hat,  oder 

mit  anderen  Worten,  bevor  man  die  Gleichung: 

2ß  +  3y  +  46  +  =  n  —  a 

in  ganzen  positiven  Zahlen  vollständig  aufgelöst  hat.  Sollten  sich  alle  Auflösungen  dieser  Letztec^n 
ihrer  grösseren  Anzahl  wegen  noch  nicht  leicht  mit  einem  einzigen  Blicke  überschauen  lassen,  so  ver- 
fahrt man  mit  ß  ebenso,  wie  zuvor  mit  a.  Man  sucht  zuvörderst  das  grösste  ß  und  geht  von  demsel- 
ben dann  zu  dem  je  um  die  Einheit  niedereren  versuchsweise  über ,  so  jedoch ,  dass  man  diesen 
Obergang  nicht  eher  macht,  als  nachdem  man  alle  zu  einem  bestimmten  ß  gehörigen  Gruppen  von 

Werthen  für  y,  *,  ermittelt  und  in  die  Tabelle   eingetragen  hat,   oder  mit  anderen  Worten, 

nachdem  man  die  Gleichung: 

3y  +  4«  +  =  n  —  ci  —  2ß 

für  das  erwählte  a  und  ß  vollständig  aufgelöst  hat.  Sollten  auch  hier  die  bestehenden  ganzen  Auflösungen 
sich  noch  nicht  überschauen  lassen,  was  bei  einem  beträchtlichen  n  und  bei  geringen  dem  a  und  ß 
ertheilten  Werthen  der  Fall  sein  wird,  so  wird  man  auch  noch  das  Glied  3y  hinübertragen  und  die 
ganzen  und  positiven  Auflösungen  der  Gleichung: 

46  -I-  5«  +  =  w  —  a  —  2ß  —  3y 

2U  ermitteln  suchen  n.  s.  w.  Man  kann  sich  den  ganzen   Vorgang  durch  ein   Beispiel   verdeutlichen. 

ffdx 

Entwickeln  wir,  um  ein  solches  zu  haben,  den  7.  Difierentialquotienten  der  Exponentiellen  e  auf 
die  angedeutete  Weise,  so  geschieht  diess  vermittelst  der  folgenden  Tabelle,  die  in  ihren  Spalten  nach 
dem  Range  geordnet  alle  Gruppen  von  Werthen  und  die  ihnen  entsprechenden  Summenglieder  enthält, 
welche  die  lineare  Gleichung: 

«  +  2ß  +  3y  +  4*  +  5t  +  6«  +  7A  =  7  (j 

erfüllen.  Mehr  griechische  Buchstaben,  als  die  hier  ersichtlichen,  kommen  darin  nicht  vor,  w*ewohl 
im  Allgemeinen  die  Reihe  derselben  als  eine  unendliche  betrachtet  werden  mnss,  weil  schon  der 
nächste  etwa  «>  den  CoeflTicienten  8  erhalten  wfirde  nnd  dem  zufolge  keinen  anderen  Werth  anzu- 
nehmen vermöchte,  als  Null,  indem  bereits  schon  der  nächst  grössere  «0  =  1  einen  der  vorangehenden, 
a  nimlteh^  xwingen  würde  einen  negativen  Werth  «DJUinehnieii,  was  gegen  die  Natur  desselben  ist. 

18  • 
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(«38) 
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Der  auf  diese  Weise  ermittelte  7.  DiffereDtialquotient  ist  daher: 


(«30) 


cT        frdx  J^dx 

e         =  e 


dx' 


[9'  +  219*  9'  +  359*  f'  +  1059»  9'  +  359*  f"  +■  2i09*  9'>"  -l-l 
+  219'  9'*^  +  10599'  +  10599'  9'"  +  709^''  +•  799*^  +  1 
4-  1059'' 9"   +    2l9'9"'    +   359"  9"'   +   9'''.  J 


Wäre  die  Bedeutung  der  Summe  nicht  durch  eine,  sondern  durch  mehrere  Bedingangs- 
gleiehungen  bestimmt,  wie  in  der  Formel  (282),  die  den  Werth  gibt  von  -— ^  P^  so  bliebe  gleich- 
wohl das  Verfahren  dasselbe.  Man  ermittelt  nämlich,  nachdem  man  die  Tabelle  gebildet,  zuvorderst  den 
grösstmoglichen  Werth  von  a,  der  beide  Gleichungen,  hier  die: 

«  +  ß  +  y  +  *+     =  r:        ß-|-2y  +  3«+   =n 

erfüllt,   und  geht  von  demselben  versiichiweise  zu  den  nächst  kleineren  ilber,  so  jedoch,  dass  dieser 
Übergang  erst  dann  erfolgt,  wenn  man  alle  dem  angenommenen  a  entsprechenden  Gruppen  von  Wer- 

then  fär  ß,  y,  d, bereits  gefunden  und  eingetragen  hat,   oder  mit  anderen  Worten,   nach  voll- 

braehter  Auflosung  in  ganzen  Zahlen  der  linearen  Gleichungen: 

ß  +  y  .+  *  +   =  r  -. «  ;         (3  +  2y  +  3*  + . .   =  M. 

Sollten  sich  die  Gruppen  von  Werthen,  welche  diesen:  Genüge  leisten,  nicht  unmittelbar  jlberschaaen 
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lissen,  so  Terffibit  man  ebenso  mit  ßl  Mm  ermittelt  nämlich  seinen  grSsstmoglieheii  Werth  nnd 
ibergeht  von  demselben  versnehsweise  zum  nächst  niedrigeren  über,  .Letzteres  aber  erst,  nachdem 
«un  die  dem  grösseren  entsprechenden  Cmppen  von  Werthen  für  r,^,  ....  geAiOden  und  einge- 
tragen hat,  Q.  s.  f.  bis  man  zu  einem  Paare  vmi  Gleichungen  gelangt,  von  dem  die  in  geringerer 
Afizahl  vorhandenen  Aoflösongen  sich  mit  einem  einzigen  Blicke  überschauen  lassen«  Um  auch  hier  ein 
eriantemdes  Beispiel  zu  haben,  suchen  wir  ^den  7.  Differentialquotienten  von  P*.  Unsere  zwei  linearen 
fifeichungen  sind  in  diesem  Falle: 


and  die  Tabelle: 


ß  -ih  2y  +  3*  +  4*  +  5^  +  6\  +  7/1  =  7       («40) 


\ 

ß 

h 
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4 

4 

0 
1 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

6 

0 

0 

i 

0 

' 5  P*  P'" 

140  P"  P'  J*'* 

3 
3 

0 
0 

t 

0 

1 

0 

l 

i 

0 
0 

0 
0 

420  P*P'  P*' 

700  P"  P"'  P"" 

2 

2 
1 
1 

0 

i 

0 

0 
0 
2 

0 

i 

0^ 

i 

0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

t26ü  P'  P"  P"^ 

6300  P'  P   P"   P" 

2 

4200  P'  P"  P"' 

2 

0 

2 

t 

0 

0 

0 

0 

6300  P'  P"  P" 

1 

t  * 

3 
2 

0 
! 

0 

1 

1 

0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

4200  P  P'P'" 

25200  P  P'  P'  P" 

r' 

'! 

3 

0^ 

0 

0 

0 

0 

...; 12600  P    P   P"' 

1  ^ 

4 

0 

f 

0 

0 

0 

ü 

'.•:•..   4200  P'   P" 

1  ^ 

3 

2 

0  ^ 

ö 

0 

0 

ü 
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(«41) 


^^••tn  der  Werth  des  7.  Differentialquolienlen  von  P*: 

K^V-  P*  =        bP'P'"'  +-  iiOP^PPf'  +  420P^P"P*^  +  700P»P"P"^  4-  1260P•P'P*^+- 

+  6300P' PP;P"'    +     4200P"  P  P"'  +    6300P'  P'  P"   +    4200PP'P"'  +       («4«) 
+  25200PP'  P'  P"'  +.12600PP'  P'  +  4200Pf  P'"  +  i2600P  P''.. 

Es  trifft  sich  nicht  selten,  dass  man  mehr  noch  als  zwei  Bedingungsgleichungen,  die  die 

^utung  der  Summe  8  bestimmen,  zu  berücksichtigen  hat.  Sie  treten  z.  B.  hinzu,  wenn  man  nicht 

^    ganzen  W«rth  des  combinatorischen  Symbols,  sondern  nur  einen  bestimmten  Thell  desselben  in 

^iekelter  Form,  fhirzustellen  hat   Auch   in  solchen  Fällen  braucht  das  •  Verfahren  kein  anderes  zu 
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sein  and  es  ist  ganz  klar,  dass  man  desto  weniger  Summenglieder  erhalten  wird,  je  mehr  Bediogungt- 
gleiehungen  bestehen,  indem  jede  derselben  die  Anzahl  der  ganzen  und  positiven  Auflosnngea  besehriakt 
und  sollte  diess  zufällig  bei  einer  von  ihnen  nicht  geschehen,  so  wie  diess  selbst  bei  unserer  Bntwidc- 
lung  der  Polynomialformel  vorgekommen  ist,  so  ist  die  betreffende  Gleichung  eine  unmittelbare  Folge 
der  übrigen,  sohin  überflussig  und  kann  gestrichen  werden.  Es  fällt  aber  auch  andererseits  in  die 
Allgen,  dass  die  Auflösung  der  Bedingungsgleichungen  bei  zunehmender  Anzahl  derselben  sidi  in  der 
Regel  nicht  vereinfacht  Man  konnte  sich  daher  veranlasst  sehen,  eine  andere  Behandlungsweise  solcher 
Probleme  zu  versuchen,  bestehend  darin,  dass  man  aus  sämmtlichen  gegebenen  Bedingungsgleichungen 

so   viele  Grössen  a,  ß,  y, eliminirt,  als  man  kann  und  zugleich  ihre  Werthe  in  Function  der 

übrigen  sucht,  sodann  aber  die  erhaltene  Eliminationsgleichung  in  ganzen  und  positiven  Zahlen  auf- 
löst. Hiebei  ist  jedoch  nicht  zu  übersehen ,  dass  man  alle  erhaltenen  Gruppen  von  Auflosungen  als  mit 
den  Voraussetzungen  im  Widerspruche  wegzuwerfen  hat,  die  für  die  anfänglichen  <^  ß^  r* nega- 
tive oder  gebrochene  Werthe  geben. 

Der  Rechner  kann  übrigens  anstatt  des  hier  beschriebenen,  jedes  andere  wohlgeordnete 
Verfahren  anwenden.  Unter  den  vielen,  die  sich  dem  momentanen  Bedfirfhisse  gemäss  darbiethen,  ist 
z.  B.  dasjenige  unmittelbar  in  die  Augen  fallend,  das  wir  in  Folgendem  darstellen  werden:  Man  sucht 
aus  den  Bedingangsgleichungen ,  die  die  extensive  Bedeutung  der  Summe  8  bestimmen,  diejenige  heraus, 
die  die  geringste  Anzahl  von  Auflösungen  in  ganzen  Zahlen  zu  besitzen  scheint.  Sie  ist  vom  Ansehen 
zumeist  die  complicirteste  und  verschaift  sich  auch  alle  diese  Auflösungen.  Man  untersucht  femer, 
welche  von  ihnen  zugleich  irgend  einer  nach  Belieben  gewählten  zweiten  der  Bedingungsgleichon- 
gen  Genüge  leistet,  bezeichnet  diese  und  lä.sst  die  andere  ausser  Acht.  Sodann  forscht  man,  welche 
von  diesen  bezeichneten  Auflösungen  auch  zugleich  noch  eine  dritte  der  vorhandenen  Bedingungsglei- 
chungen erfüllt,  bezeichnet  dieselbe  abermals  und  verwirft  die  übrigen  u.  s.  f.,  bis  man  zur  letzten  der 
Bedingungsgleichungen  angelangt  ist.  Unstreitig  hat  dieses  Verfahren  den  Nachlheil,  dass  man  sehr  viele 
Auflösungen  sucht  und  die  Mehrzahl  zu  verwerfen  genöthigt  ist,  dem  aber  einerseits  der  Vortheil  einer 
grossen  Sicherheit  entgegensteht,  während  andererseits  die  Mühe,  überflussige  Auflösungen  zu  bilden,  sich 
theilweise  dadurch  umgehen  lässt,  dass  man  von  solchen  Bedingungsgleichungen,  deren  häuflges  Vor- 
kommen aus  der  Erfahrung  bekannt  ist ,  alle  Auflösungen  ein  für  alle  Mal  ernultelt  und  tabellarisch  zo- 
sammenstellt  Eine  solche  Gleichung  wäre  die  einer  jeden  der  Formeln,  welche  der  gegenwärtige  Para- 
graph gebracht  hat,  angehängte  und  eben  desshalb  auch  in  allen  Formeln  der  Transformationslehre 
vorkommende : 

(«43)  «.    +   2a,   +   3a.   +    +na„   =  H 

Wir  bieten  desshalb  hier  eine  Tabelle  der  ganzen  positiven  Werthe  für  a^,  o,,  a,, o„,   die 

diese  Gleichung  erfüllen,  spaltenweise  geordnet  und  so  weit  fortgesetzt,  dass  man  vermittelst  derselben 
die  Transformationen  aller  Differentialgleichungen  bis  zur  12.  Ordnung  vornehmen  kann.  Sie  ist  ohne 
jede  weitere  Auseinandersetzung  wohl  Jedermann  versländlich.  Eine  jede  Horizontalreihe  darin  enthal- 
tener Zahlen   liefert  nämlich  eine  Gruppe  Genüge  leistender  Werthe  derjenigen  Bnchstaben,  die  der 
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Spalten,  in  der  die  Zahl  steht,  überschrieben  sind.  Die  letzte  Spalte  aber  enthält  das  entsprechende 
Glied  des  in  sehr  vielen  Rechnungen  der  Transformationslehre  vorkommenden  ti^"  Differentialqnotien- 
teo  ?on  e 


Tabelle 

der  ganzen  positiven  Auflösungen  der  Gleichung  (243)  und  der  Glieder  von    — —  .  e 


(«44) 


l 

«. 

". 

«* 

". 

"t 

«t 

"«  ^) 

.  «iQ"ii 

°i. 

C  »v-'l  »•>•■,  »-,•• 

.,.'u,.' «,.'...  \l.','    W.'l    '3.''     

■ 

1     «-2 

1 

. 

^ 

'     ■ 

* 

/" 

• 

i 

1 

>     ' 

■ 

+       (3")  »"-  < 

/" 

2 

■ 

*     ^ 

+  r- (")(%")'-• '' 

Ji-4 
Ji-5 
Ji— 5 

1 

1 

i 

■     * 

- 

+    (?)  (V) '"»■'■ 

n— 6 
il-S 
H— 6 

3 
1 

2 

' 

■     * 

^ 

+^(")(V)(V)^"-'' 

«-6 

• 

■ 

■ 

i 

-.  . . ' 

* 

+  ö        »"-•■ 

JI— 7 

JI  -7 

11-7 

^1-7 

i 

i 

* 

t 
1 

1 

1 

- 

i 

*     ■ 

^ 

+  ^  (?)  (V)  ("7') '"->>'■ 

+  (;.)(V)     '--•>- 

-=tt~S 

4 

2 

' 

• 

1 

■ 

1 

^ 

144 


IV.    Absehnitt 


n— 8 

it— 8 
n— 8 

n— 8 

»—8 

n— 9 

«—9 

n — 9 

ilr^9 

n-9 
n— 9 
n— 9 
n— 10 
?i— 10 
«—10 
rt— 10 
n— 10 
ft— iO 
tt-lO 


+  ^(a)(V)(V) 
(")  (V) 


+ 

+  ^  (?)  (V) 


(s) 


üj"      '      a'     Ä* 


^--  9"  y' 


^"->  y'^ 


?       9 


+  ^(S)("l')(V)(V)'"^V 


+;/iJjr.'jrs'j 

y-  f'  ?'^ 

+    (?)(V)(V) 

(ö""*    a'    ft"    A™ 

+    (S)(V) 

+r'(")(V)(V) 

y-.  9^' 

+    IsiCV) 

ffl»-»  o/*  9*' 

+  (?)(Vj 

Üj**"*     ö"'     (ö"^ 

+   (»') 

^A->  ^r/ii 

+  F7  (?)  ("!')  (V)  ("T°)  (V) »'-  »■ 
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^»-l» 
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f'V^' 
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Transforaationtlehre. 


145 


n— 10 

n— 10 
n— 10 

M^IO 

n— 10 
n— 1 
»1—1 
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n— 1 
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SoDdeniDg  eioes  Factors  von  der  Form  (a?— a)*  oder  (x  —  a)^  log"  (x  —  a). 

Es  hat  sich  aus  unseren  bisherigen  Untcrsuehungen  ergeben,  dass  es  sehr  oft  erspriesslich 
sei,  von  irgend  einem  der  particularen  Integrale  einen  gewissen  entweder  bekannten  oder  erst  zn  be* 
stimmenden  Factor  zu  sondern,  sei  es,  dass  man  die  Befreiung  von  einem  Nenner,  oder  auch  die  Her- 
absetzung des  betreffenden  Integrales  von  der  zweiten  zur  ersten  Classe  im  Sinne  hat  Es  geschieht 
diess  bekanntlich  immer  durch  Einffihrung  einer  neuen  abhängigen  Veränderliehen  etwa  z  anstatt  der 
vorhandenen  y  vermittelst  einer  Sabstitution  wie: 

y  =  M«.  («45) 

Sie  ist  uns  bereits  vorgekommen  und  ihr  Resultat  befindet  sich  unter  (6)  Seite  6  des  IL  Bandes  in 
entwickelter  Gestalt.  Nachdem  wir  aber  an  diesem  Orte  der  Kurze  wegen  von  combinatorischen  Sym- 
bolen Gebrauch  machen,  so  ziehen  wir  es  vor,  anstatt  die  (6)  in  ein  solches  zusammenzuziehen,  lieber 
von  vorne  herein  von  dem  Gebrauche  solcher  Zeichen  auszugehen,  indem  wir  die  gegebene  allgemeine 
Differentialgleichung  der  n^»  Ordnung  schon,  d.  h.  die: 

SGn  »^"^  +  5&^t  y"^'^  +  +  5G,  y'  +  ä;.  y  =  0  («46) 

wiedergeben  im  Kleide  der  Combinationslehre,  sie  hinstellend,  wie  folgt: 

S  [^  y^*0  =  0  (247) 

Die  angehängte  Bedingungsgleichung,  in  der  man  sich  a  und  <»  als  ganze  und  positive 

Zahlen  zu  denken  hat,  besagt  bei  der  völligen  Abwesenheit  von  u  unter  dem  Summenzeichen  nur, 

dass  a  alle  möglichen  ganzen  und  positiven  Werthe  von  Null  bis  n  anzunehmen  habe,  wodurch  eben 

die  identische  Übereinstimmung  der  (246)  und  (247)  erzielt  wird.  Fuhren  wir  jetzt  in  die  Letztere 

flurch  die  obangefuhrte  Substitution  (245)  die  neue  abhängige  Variable  s  ein,  so  benöthigen  wir  hiezu 

des  a<M  Differentialquotienten  des  Produktes  u».  Diesen  gibt  aber  die  bekannte  Formel  (224)  des  vor- 

liergehenden  Paragraphes,  nämlich: 

^  (""  =  S  \j^,  «"'  •'"]  (.4S) 

Diesen  fGhren  wir  in  die  gegebene  Differentialgleicbung  (247)  ein  und  bekommen: 

S  l^  y'"]  -  S  [x^  5G.  «^'>  «<->]  =  0  (849) 

a-|-cDs=sfgL 

19  • 
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Die  zwei  der  letzten  Summe  angeliängteo  BediDgungsgleiehungen  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammen- 
ziehen, wenn  man  a  ganz  eliminirt,  indem  man  es  durch  ^+At  ersetzt.  Diese  Einzige  ist: 

^  +  fi  +  oü  =  n. 

Sie  führt  aufgelöst  zu  denselben  Gruppen  von  Werthen  für  ^,  |t,  »  in  ganzen  Zahlen /wie  jene  zwei 
Gleichungen«  nicht  mehr  und  nicht  weniger.  Man  gewinnt  daher: 


(«50)  .  S  [^^^^  5t.,,  «CO  «(.)]  ^  0 


Denkt  man  sich  dieses  Substitutionsresultat  nach  Differentiatquotienten  von  %  absteigend  geordnet,  d.  h. 
der  Reihe  nach : 

fi  =z  n.        w  —  1 ,        w  —  2 ,         2 ,  i ,  0 

J^    +    CörrrO,  1,  2,  »    —    2,  H—    i,  II 

gesetzt,  und  die  entsprechenden  Glieder  summirt,  so  bekommt  man: 

„.  e  (0+//)/  ^,      ..n  .    .„. ci  r(^+n-i)/  ^. 


«"^ 


(«51) 


+  *'    S  [^-^  ^...  «^^^]  +  *  •  S  [x^  5G.  «c'>]  =  0, 

X  ^  (a  =  n  —  1  \  ^  üi  =  n 


eine  Gleichung,  die  mit  der  (6)  des  §.  1  abereinstimmt,  ym  man  sich  leidit  durch  Entwicklung  der  in 
derselben  vorkommenden  Summen  überzeugen  kann.  Sie  liegt  der  Mehrzahl  der  Transformationswds«, 
die  die  Integration  der  Differentialgleichungen  erheischt,  zu  Grande,  eben  weil  die  Mehrzahl  auf  der 
Abscheidung  eines  gewissen  Factors  u  aus  dem  particularen  Integrale  beruht.  Da  indess  diese  Abschei- 
dung erst  nach  gewissen  Anzeichen  unternommen  wird,  die  nur  in  einigen  Coefllcienten,  gewöhnlich  in 
den  ersten  und  nicht  in  den  folgenden  ersichtlich  sind,  so  richten  sich  auch  die  Rechnungen  in  ilireni 
ganzen  Verlaufe  nach  eben  diesen  Anzeichen  und  die  CoeSIcicnten  kommen  in  denselben  der  Behand- 
lung nach,  die  sie  erfahren,  in  zwei  Gruppen  vor.  Eine  gewisse  Anzahl  von  Anfangscoefficientev 
nämlich  bildet  die  erste,  der  Rest  derselben  die  zweite  Gruppe.  Wenn  z.  B.  aiis  einem  particularen 
Integrale  ein  vorhandener  Divisor  {x  —  a)*  durch  einen  angehängten  Factor  dieser  Art  wegzuheben  ist 
so  ist  es  mindestens  ein  einziger  Factor  des  ersten  Coefficienten  ^„,  der  zu  einer  solchen  Transfor- 
mation die  Veranlassung  gibt;  es  können  aber  auch  nicht  weniger  als  r,  r — 1,  r  — 2, 2,  1,  0 

Factoren  x  —  a  der  Anfangscoefficientcn :   Xs,^^  d&/i-i«  ^n-i«  ^n^  darauf  hinweisen.   Hier 

zerfallen  also  die  CoefTicicntcn  in  zwei  Abtheilungen:  die  erste  ist: 

(«5«)     cX;,  =  5G(a?-ar,    5&;,.,  =  «X  (ar  —  a/'S    X^^-t  =  ^  (^  —  aJ'^     SG«^  =  Ä 


(«55) 


Transformationslehre.  149 

die  zweite  hingegen  besteht  aus  den  späteren  Coeffleienten :  d^^-r-i «  ^n-r-t «  <SX^, ,  %, ,  S^, 

die  den  Factor  x — a  entweder  gar  nicht  besitzen  oder  in  Bezug  auf  die  Ergebnisse  der  Rechnong 

unwesentlich  ist  Die  Differentialgldchong  selbst  muss  man  sich  also,  wenn  man  den  analytischen  Be- 

ddrftissen  Rficksicht  tragen  will,  denken  in  folgender  Gestalt: 

+  5G^r^,  y(»--*>  +  3G^.,  yc*^-^  + +  5G.  y"  +  5£.  y'  +  3G,  y  =  0.  ^ 

und  will  man  von  den  bequemen  analytisch-combinatorischen  Symbolen  hier  Gebrauch  machen,  so  lasst 
s^jch  der  erste  Theil  dieser  Gleichung  nicht  mehr  eingliedrig,  wohl  aber  zweigliedrig  darstellen,  wie 
folgrt: 

ctD«&  in  dieser  Gleichung  hat  man  jetzt  die  Substitution:  y  =  uz  durchzufahren.  Sie  gelingt  ebenso, 
^i^    bei  der  früheren  und  gibt,  weil: 

»"^■'  -  S  I^^^t;^'  «"•  •'■']■    »<•'  =  S  [i^ »'" .'"] 

^^^  ^   folgendes  Substitutionsresultat: 

^  L        KI  fii  n-rf«  J  "^  L^  /  ;*  /  J 

X  -\-  fi  s=  n  —  r+o  X  ^  fi  =z  a 

a-|-OD  =  r  a-|-tt>  =  W  —  r  —  i, 

'^^       "«irelchem  sich  wieder  die  zwei  angehängten  Bedingungsgleichungen  der  zweiten  Summe  durch  Sub- 
^^^^^tion  des  Werthes  von  a  in  die  zweite  sowohl,   als  auch  in  die  Differentialgleichung,  zusammen- 
^  Vien  lassen  in  eine  einzige,  wonach  das  Resultat  folgendermassen  aussieht : 

a  -^  (u  s=  r. 

<er  ersten  Summe  kann  man  die  zweite  Bedingungsgleichung  nicht  auslassen,  denn  sie  besagt,  dass 
Her  ganzen  und  positiven  Werthe  von  0  bis  r  fShig  sei,  negative  hingegen  von  a^=r  —  a>  unzn- 
^ig  seien.  Liesse  man  sie  aus,  so  würde  man  die  Bedeutung  der  Summe  auch  auf  negative  Werthe 
Exponenten  ausdehnen,  die  in  der  Gleichung  nicht  vorhanden  sind. 
.   Den  Vorschriften  der  Formenlehre  entnimmt  man  nun  den  passenden  Werth  des  Factors  t/, 
^^^"  auszusondern  ist  aus  einem  particulären  Int^ale.  Er  trägt  die  Gestalt: 


(«56) 
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(t58)  M  =  (X  —  a)-*. 

und  gibt  ^-mal  differenzirt: 
(«59)  ii^^)  =  (-  ly  *(*+!)(* +  2)  (Ä  +  X-  l)(x-a)-*-S 

oder  auch: 

Substituirt  man  ihn  in  die  obige  Differentialgleiehnng  und  lässt  den  allen  Gliedern  gemeinscbaftlieheD 
Factor  (x — a)~^  aus,  so  erhält  man  zunächst: 

S[(-0'^^^i^(-)--'S^-']-HS[(-0>'^±£i^.-<.,-'X....-']-o. 

(281) 

a  -\-  <o  =  r 

und  multiplizirt  man  uderdiess,  um  die  negativen  Exponenten  von  x — a  wegzuschaffen,  mit  (x  — a)""^ 
so  wird: 

a  -|-  CO  =s  r. 

und  diese  ist  die  zum  Transformationsgeschäfte  überhaupt  und  insbesondere  zur  Ermittlung  der  Wertbe 
von  k  und  darangeknupften  Entwicklung  des  Integrales  in  Reihen  geeignete  Gleichung«  Ordnen  wir  ihr 
Polynom  nach  Potenzen  von  x — a  und  thun  wir  diess  zwar  abgesondert  mit  einer  jeden  der  beiden 
Summen,  aus  denen  das  Polynom  zusanmiengesetzt  ist,  was  in  der  ersten  von  ihnen  dadurch  bewerkstel- 
ligt wird,  dass  beziehungsweise: 

ft  z=z  n^    n— 1,    n  — 2,     2,  1,  0 

^  +  «0  =  0,         1,  2,  w— 2,        n—  i,        n 

gesetzt  wird,  wodurch  man  erhalt: 

a  -f-  üD  =  r 

X  +  a>  =  0 
a  +  QU  Ts=  r 


Transrormationslehre.  151 

(*  +  ^— 0/(x  +  n-l)/ 


■,.^.,c,-»r-.S[(-o-%-,?-)yr^'>^x]. 


^  +  a>  =  1 
a  +  00  =  r 


X  +  «  =  n  —  1 

a  -f-  üo  =  r 
a  -f-  CO  =  r 

Ant  dieselbe  Weise  zerlegen  wir  auch  die  zweite  der  in  (262)  vorkommenden  Summen  in  ihre  Be- 
standtheile,  indem  wir  der  Reihe  naeh  anstatt  fi  und  ^  +  oo  die  folgenden  Werthe  substitniren : 

M  =  n  — r— 1,    n  — r  — 2,     2,  i,  0 

x  +  •>  =  0,  1,  n  —  r  — 3,    n  —  r  —  2,    n  —  r  —  i. 

Es  fuhrt  diess  zn: 

X4-^-|-üo  =  n  —  r  —  1 

=  ."-v(x-»r^  S[(- .)■  ''■^^'J^^-lö/" <'->-*'-^]  + 

^  +  00  =  0 

+  —  (x-«)^'  S  [(- 'y%^_-;]i%:2--p' i^-ayx.^^]  H-  (»4, 

^  +  «  =  1 
x-|-co  =  n  —  r  —  2 
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Addirt  man  »un  die  beiden  Gleichungen«  um  die  Transformirte  in  %  zu  erhalten,  so  gewahrt 
man  augenscheinlieh  in  den  Coeflieienten  dieser  letzteren,  so  lange  k  unbestimmt  gelassen  ¥ird,  Pac- 
toren  x~a  beziehlich:  n,n— l,n  — 2,  ...2,  1,0  was  auch  ganz  richtig  ist,  weil  durch  Ab- 
scheiden eines  Factors,  wie  der  (258)  ist,  so  lange  k  unbestimmt  bleibt,  alle  particularen  Integrale  in 
den  Ausnahmszttstand  des  Unstetigwerdens  für  x=:a  gerathen  können.  Will  man  aber  durch  schickliche 
Wahl  von  k  eines  der  für  a;=ct  unstetigen  particularen  Integrale  diesem  Zustande  entreissen,  so  hat 
man  lediglich  k  dermassen  zu  bestimmen,  dass  die  transformirte  Differentialgleichung  in  %  durch 
x  —  a  theilbar  wird.  Es  zieht  diess  in  den  Coefficienten  an  solchen  Factoren  beziehlich: 

n  —  i  ,        n  —  2 1,        0,        0 

nach  sich,  eine  Anordnung,  die  auf  ein  einziges  für  ap  =  a  stetig  bleibende  particulare  Integral  hin- 
weist. Nun  ist  von  den  zwei  in  Summenform  erscheinenden  Bestandtheilen  des  Gleichungspolynomes  in 
s  der  zweite  augenscheinlich  durch  x  —  a  theilbar;  der  erste  aber  wird  es  dann,  wenn  sein  letztes 
Glied,  d.  h.  die  Summe: 

X  -f-  oi  ==  n 
für  ar==a  verschwindet.  Bezeichnet  man  daher  diejenigen  constanten  Werthe,  welche  die  CoeiHeienten : 


cAa  ,            gAs  ,            cAo  ,             

5G        

5G 

n               n-i             fi-t 

)i 

«-^ 

hmen,  beziehlich  mit: 

X        

X 

n               «-1             «-» 

X 

«-r 

SO  ist  offenbar  das  geforderte  Verschwinden  der  letzten  Summe  erzielt  für  solche  Ar,  die  die  alge- 
braische Gleichung: 

(186)  \  +  w  =  n 

a  -{-  oi  ^  r 

erfüllen.  Schreibt  man  sie  in  entwickelter  Gestalt,  nicht  vergessend,  dass  das  allenthalben  vorkom- 
mende Symbol: 

^     '^       (Ä-i)/ 

kraft  der  Annahme,  die  in  die  Gleichung  (260)  niedergelegt  ist,  nur  eine  abgekürzte  Schreibweise  sei 
für  die  Factorenfolge : 

(-  1)^  Ä  (*  +  1)  (Ä  +  2) (ft  +  X  _  1) 
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in  (250),  welche  zu  gelten  hat  für  beliebige  k,  so  gelangt  man  zu: 

0—  (—  1)».Ä(*+1)  (*  +  2) (Ä  +  n-r~  1)  X 

1(Ä+»i-.r)(*+n-r+l) (fc+w— 0  X-(ft+»— r)(Ä-H»-r+l) (Ä+»-2)X+-j     ^,^ 
^k+n-rXk+n-r+l) (k+n-3)X- +(-irX    1 
n-t  n-r    J 

einer  bereits  lEias  der  Formenlehre  wohlbekannten  und  auch  spater  in  S.  1  der  Transformationslehre  ihrer 
Bedeatnng  nach  besprochenen  Gleichung.  Um  nun  für  ein  solches  Ac,  welches  ihr  Genüge  leistet,  die 
bereits  durch  x  —  a  getheiite  transformlrte  Gleichung  in  %  bequemer  aufstellen  zu  können,  machen  wir 
noeh  die  nachfolgenden  Substitutionen,  diese  jedoch  nur  in  dem  letzten  Gliede  der  einen  Summe  (263) : 

5&  =  X  +  (a:  —  a)  .  ^. 


3&  =  X  +  (x  —  a)  .  ^ 


(«68) 


5G  =  X  +  (x  —  a)  .  5? 

n-r        n-r 

womach  diese  Transformlrte  in  %  folgendermassen  aussieht: 

o-    ^.  .(,-,r-.S[(-o't*V-?Air^^&]-«- 


;i  +  ci>  =  0 

a  -f-  CD  =s  r 


+  »  »-•>  •  (ar  —  a)"- 


^  l^~  *^         (*-l)/x/(n-l)/      xÜ^J 


a  -4-  CO  ==  r 


,  (fc  + ^ -!)/(*  + w-r)/ 


-H.^.(,-^..s[c-o-^;-y:;vr^-".^]^ 


^  +  ft)  =  r 

a  -^  ^  =  ^ 


+  »<«^-0.(ar_a)^- 


Ä,  +  «  =  f  +  1 
a  +  o)  =  r 

-t-^fr    n>  (^+x-0/(H-»-r-i)/  -. 


X  -^  w  »  0 


(M») 


20 
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+  «(«-'•-»'.  (x-«)" 
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^  L^~*^        (*-l)/A/(n-r-2).~  .i^-.J  + 
X  +  «  =s  r  +  2 
a  -f-  CO  =  r 

j-^Fr     .^>  (A:+v-l)/(M-n~r-2)/,_  i 

+  ^  l^-  '^       ik-i)!x!(n-r-2y     ^^-">     ^-T- J 
Ä  +  «0  =  1 


,  (*+X-l)/(X+l)/ 


-  -  (S  [(-')■  ^fiS^  S  ]  +  S[(-o'  ^^|2*^(x_r.  «...]| 


X  -|-  CO  =  n  —  1 

a  -|-  cü  s=s  r 


\  +  aa  =  n 


+  '|Sl(-0-^^|^&]+S[(-0-^^±^(«-a)-*.]! 


a  -4~  ^  =  ^ 


CO  =  it  —  r  —   1 


Wünschte  man  sie  nicht  nach  Differentialquotienten  von  »,  «ondern  auf  irgend  eine  andere 
Weise  geordnet  zu  haben,  oder  überhaupt  in  der  kürzesten  combinatorischen  Gestalt,  so  IcSnnte  man 
die  Summen,  die  das  Gleichungspolynom  enthält,  zusammenziehen  in  drei  verschiedene«  Von  ihnen 
gehen  zwei  aus  der  Summe  (263)  hervor  dadurch,  dass  man  ihren  letzten  mit  dem  Factor  »  verbun- 
denen Bestandtheil  abgesondert  hinstellt  und  Alles  durch  x  —  a  dividirt  Diese  zwei  Bestandtheile  sind: 

^  +  /i  +  <ö  =  n 


(tw) 


S  [(- 1) 


\  -\-  )i  -\-  «o  =  n  —  i 

a  -|-  a>  =  r 

,ik  +  x-i)J 


(X- 


H-S[<-')>^^^^^^] 


X  -|-  CD  =  n 
a  -|-  «0  =  r. 

Die  dritte  aber  ist  die  (264)  selbst,  nur  durch  x-^a  getheilt  und  ^e  solchergestalt  zusammenge- 
zogene Differentialgleichung  trägt  jetzt  die  folgende  Gestalt: 


V 


,(.'«■ 


.^-»^.C*' 


-^^«-^> 


;:^^v 


Clc^ 


.•(x-V-*}l(«^^' 


,«+»  2C>»** 


.1 


*^<o^" 


.»y  !*"\\ 


.\sV 


euA«» 


aüa^'P'* 


.ixetiie« 


\Ott 


aWtvs< 


.6\ie* 


G«»^ 


D-^^^^'^^TLesiet^  ^«^"^  Vn  A^«'^  ' 


VJ\v»*' 


,c\it« 


d\e 


xN^ev 


aus 


utiA  MX«* 


AOvcXX  w 


OWÖ> 


k^- 


«-V 


>ve\\^ 


uftA 


^\e 
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Wir  beginnen  also  wieder  mit  der  vorbereitenden  Substitution:  y  =  tt«  in  die  (254),  ge- 
langen so  zuvorderst  zur  (257),  lassen  aber  darauf  die  von  (258)  durch  den  logarithmisehen  Factor 
sich  unterscheidende  Substitution: 

(J74)  ti  =  (X  —  a)*  log"  (x  —  d) 

folgen.  Es  fällt  in  die  Augen,  dass  es  hiebei  auf  den  A^  Differentialquotienten  u^^^  ankonune.  Um 
diesen  in  eombinatorischer  Form  zu  erhalten,  sehen  wir  ti  an  als  Produkt  aus  zwei  Factoren: 

(«''*)  P  =  (X  —  a)*  ,  Q  =  log"  ix  —  a) 

so  ergibt  sich  uns  zunächst  kraft  der  Gleichung  (224)  des  S.  7: 

Ferner  ist: 

Es  erübrigt  daner  zur  vollständigen  Bildung  des  Werthes  uS^^  nur  noch  einen  combinatorischen  Aus- 
druck fSr  Q^""^  aufzufinden.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  Q  als  die  p^  Potenz  der  Function 
log(x — a)  und  setzen  demgemäss  die  Formel  (232)  des  &  7  in  Anwendung: 

P  ^=^  lag  (x  —  a),  r  =  ^,  n  =  « 

in  dieselbe  einführend.  Da  gegenwärtig: 

P'  i  P"  — i  P"'  _  i 

r?"  x—a'  U  "^  2(x  —  ay"         Tf  ~  3(0?  — a)» 

ist,  so  ergibt  sich  alsbald: 

0'- =;^  [<^  (X-«)]  -  si,^,:;j:^!^:i::,:.i:....'^'  (-«)■('-«)-] 

(W8)  ß  +  y  +  »  +  «+*+ =» 

y+2«  +  3«+4«+ =  «. 

Diese  Werthe  von  P^''  und  0^  -  in  die  Gleichnng  (276)  sobstituirt,  geben  nan: 

u^'^  «=  -^  [ix—ay  lof  (x~a)]  = 

=  S  L/(,-.)/g/y/a/./!./...  .«^2^3^.4-■..■.  ("-«^     ""^  ('-">l 

(W»)  ß  +  i.+  »+«  +  «+  =« 

y  +2»  +  3<  +  4x+ =  «*> 
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Eine  der  beiden  Bedingongsgleiehnngen  kann  man  entratben,  indem  man^  a>  vermittelst  der  dritten 
derselben  aas  der  zweiten  sowohl,  wie  aus  der  Summenformel  eliminirt  Thnt  man  diess  und  setzt  dann 
den  gewonnenen  Werth  von  ti^^'  in  die  Differentialgleichung  (257),  so  gewinnt  man  die  folgende 
Transformirte  in  s: 

ÄU/»/(Ä-*)/ß/y/*/./*/ 1\2*.3'.4- ^Ca?-ct)  log  (X     aJ.»J  + 

ß  +  y+»+«  +  «+ =» 

.  («80) 

" +y+2*+3«H-4«+ =x 

*.  +  /«+<»  =  n 

a  -\-  la  =s  r 

ß  +  y+*  +  «+«+ =t 

i'  +  y +2ä  +  3«  +  4ii+ =X 

^  +  /*  +  «)  =  n  —  r  —  i. 

Die  dritte  der  Bedin^ngsgleichungen  Iconnte  man  hier  als  überflüssig  weglassen,  sie  zur 
zweiten  addirend  und  zagleich  x  aus  der  letzten  Summenformel  eliminirend.  Das  dadurch  erhaltene 
combinatorische  Resultat  ist  folgendes: 

ß  +  y+ «  +  «+«+  =» 

;t  +  a>  +  y  +  y  +2«  +  3<+4«+ —Ti 

a  -f-  «o  =  r 

(«81) 

ciF        (— l)**'* h  !  »  !  (n—r—<ti — 1)/         ^  ,         ^»_„^  ._„^..    .^         -w    /■  ^l 

-^^>/./(*-,)/ß/y/././.)...<-.»-.8-V...^''-—  <'-"'^^^ («»-(x-a).^-.]^ 

ß  +  y+ *  +  «  +  «+ =«« 

^  +  4»-t-y  +  y+2^4.3<  +  4ji+ =n  — r—  1. 

Weil  das  Resultat  der  allgemeinen  Substitution  (274)  in  die  Differentialgleichung  sich 
auf  Null  reduziren  muss,  so  zwar,  dass  die  CoeSicienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  log{x  —  a) 
je  für  sich  der  Nulle  gleich  werden,  so  ist  es  erspriesslich •  die  gewonnenen  Formeln,  die  (279)  so- 
wohl als  auch  die  (281)  nach  Potenzen  dieser  Grösse  log(x—d)  geordnet  hinzustellen.  Thun  wir 
diess  zuerst  mit  den  Ersteren,  so  haben  wir  ß  der  Reihe  nach  zu  verwandeln  in : 

*,       «  —  1,        »  —  2,        2,        1,       0. 

Ifiedurch  zerlegt  sich  aber  der  Werth  von  ti^^-   wie  folgt  in  seina  Bestandtheile  höchstens  «-|-i  nn 
der  Zahl : 
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•«('>  =  ~  [(x-a)*  log-  (x-a)]  = 

(t8»)         =  (X-«)*-' . l^iW  log"  ix-a)  +  ».^i'},  losT'  (ar-a)  +  t  («-1)  «j^i  io<r*  (x-a)  + 

+  *  («-0  (*-2)  aiV.  logT'  (x-a)  + +  *  («-0  (»-2) 2.i  «Üi} 

Hier  bedeuten  die  mit  dem  Buchstaben  9(  bezdehneten  Coeffidenten  die  folgenden  in  Sununenform  er^ 
scheinenden  Functionen  von  x  und  h,  die  gar  kein  t  mehr  enthalten: 

hl 


(«83) 


(A  — X)/ 


Ä  (A— 1)  (Ä  — 2)  (Ä  —  x+i) 


^*"         ^  U.'(A-*)/y/ö/«/A/ r.2*.3'.4'    J 


r+  *+  «+  *  + 

V  +  y  +  2ö  +  3«  +  4«  + 


=  1 

=  X 


*'*         »^  L/(A-v)/y/ö/«/ii/ r.2'.3'.4'  i 


y+   *+   «+    «  + =  2 

»  +  7+ 2« +  3«  + 4«+ «=.». 

*'•        ^lv!ih—v)!y!dU!^J r.2*.3'.4' J 


y+    *+    «+    '«  + 
"  +  y  +  25  +  3t  4-  4r.  + 


=  3 

=  X 


(«84) 


y  +  «  +   «+  "  +  =  « 

»'+y  +  2ö  +  3«  +  4«+ ==^ 

Diese  CoeiTicienten  stehen  in  sehr  einfacher  Abhängigkeit  von  einander,  die  aber  aus  ihrer  hier  ange- 
führten Summengestnlt  nicht  bequem  ersichtlich  ist.  Um  daher  zu  denjenigen  Relationen  zwischen  ihnen 
zu  gelangen»  die  uns  in  der  Folge  beim  Rechnen  mit  diesen  Grössen  nfitzlich  werden  und  zugleich 
vorkommenden  Falles  die  numerische  Werthbestimmung  derselben  erleichtem,  differenziren  wir  die 
Gleichung  (282)  nach  x  und  erhalten: 

log*     (x-a).    (A-X)  aSk,). + 
+  t  lor'  (x-a) .  [(A-x)  «iti  +  aiV.]  + 

+  «(«-!)  log-'  (x-a)  .  [(A-x)  «i^i  +  K\']  + 


„0+0  ^  (ar  — a> 


.»->-! 


+ 


«/ 


[(A-»)  m  +  akli-O 
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Wir  kSnnen  aber  aadi  die  (282)  als  allgemein  für  jedes  ganze  und  positive  a.  giltige  Formel  auf- 
fimsen  und  demgemSss  in  derselben  x  überall,  wo  es  erscheint,  explicit  sowohl,  als  auch  in  den  Coef- 
fidenten  durch  ^+1  ersetzen.  Ifiedareh  ergibt  sich  ein  zweiter  Werth  fSr  n^^^'\  nämlich: 

•  (S85) 

+  t(t-lK*-2)«i,'.r'%-(a^-«)+..+»(«-0(*-2)...21«k^,r^} 

Er  moss  dem  Enteren  Glied  fOr  Glied  identisch  gleich  sein.  Man  hat  daher: 

KV^  =  (A  -  A)  K\  +  ai'A  («86) 


Von  diesen  Gleichungen  würde  die  erste  zur  Bestimmung  von  91^}^  dienen,  wenn  uns  dieser  Werth 
nicht  bereits  bekannt  wäre;  die  zweite  aber  fuhrt  zu  Slj^Vi  ^^^  zwar  auf  folgendem  Wege :  Man  schreibt 

anstatt  x  in  derselben  der  Reihe  nach:  x — i,  \  —  2, 2,  1  und  erhält  folgendes  System  von 

Gleichungen : 

m  =  (A  -  ;i  +  1)  ai-o  +  «c-o 
*^.r^  =  (Ä  -  X  +  2)  «!,-•>  +  aiu-) 
K:'^  =  (Ä  -  X  +  3)  ai-«>  +  aiu'^  (88?) 


Nun  multiplixirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach:  die  erste  mit  1,  die  zweite  mit  (h — ^+1), 
die  dritte  mit  demProdncte  aus  zwei  Factoren:  (A — x+  1)  (A  — x  +  2)  u.  s.  w.  und  die  a.^  und 
letzte  mit  dem  Prodnete  aus  Factoren  ^  —  1  an  der  Zahl : 

(A  _  ^  4-  1)  (Ä  _  X  +  2)  (A  —  x  +  3) (A  —  1) 

und  addirt  sie  dann,  so  bekommt  man: 

K\=       (A-x  +  l)(A-X+2)  (A-x  +  3) (A-1)  a,,,  + 

+  HV^  +  (A  -  X  +  1)  aiU'^  +  (A  _  X  +  1)  (A  _  ;i  +  2)  ai^-)  +  («88) 
+  (A  — x+1)  (A— ;i  +  2)  (A  — A  +  3) (A  — 1)  Hm^ 

Bemerkt  man  jetzt,  dass  a^^t  ^i^  zweites  Glied  des  0^^  Diflferentialquotienten  des  wohlbekannten  loga- 
rithmischen Productes  offenbar  gleich  Null  ist,  und  die  fibrigen  a  genannten  Coefficienten  durch  die 
Formel  (283)  gegeben  seien,  so  ergibt  sich  für  a^Vt  ^i^  Werth,  der  kurz  so  geschrieben  werden  kann: 


«£'■-*(*-'> (*-"+■>  [l  +  d:T  +  *^2+ +J=T+i] 


<•») 
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etwaige  Hangel  erst  im  Verlaufe  der  Rechnung  kund  wird,  8o  hat  man,  wie  sidi  im  folgendeo  Ab* 
schnitte  ergeben  soll,  nur  eines  der  logarithmischen  Glieder  nach  dem  anderen  einzufahren  in  die 
Rechnung,  daher  denn  die  eben  gebrachte  Fundamentalformel  unseren  Zwecken  vollkommen  entspricht 

Befreiung  von  einem  Factor  zweiter  Classe,  wie  e^"^. 

Die  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  oder,  um  bestimmter  zu  sprechen,  mit  Coeffi* 
cienten  der  ersten  Classe  können,  wie  wir  wissen,  particnläre  Integrale  der  ersten  und  zweiten  Fnnc- 
tionsdasse  besitzen.  Man  kann  daher  einen  jeden  Genäge  leistenden  Werth  ansehen  als  ein  Produkt 
zweier  Functionen,  deren  erste  der  zweiten,  die  zweite  der  ersten  Classe  angehorig  ist  Schon  die 
Asymptoten  dieser  Factoren  werden  auf  verschiedene  Weise  bestimmt,  daher  denn  auch  die  Integra- 
**  tionsmethoden  für  diese  zwei  Sorten  von  Functionen  andere  sein  mfissen.  Der  Factor  zweiter  Classe, 
der  einem  particularen  Integrale  anhängt,  kann  immer  in  der  Form  e  vorausgesetzt  werden.  Man 
befreit  sohin  von  demselben  durch  die  Substitution: 

(«98)  y  =  e  .  «, 

unter  9  einen  passend  gewählten  Functionswerth  erster  Classe  verstanden.  Wir  haben  diese  Befreiung 
in  S.  2  und  S.  3  der  Transformationslehre  in  einer  gewissen  Anzahl  specieller  Fälle  durchgefShrt  und 
wollen  gegenwärtig  dasselbe  für  die  allgemeine  Differentialgleichung  der  n*«»  Ordnung  leisten.  Da  nun 
aber  die  gegenwärtige  Substitutionsgleichung  in  der  (245)  des  vorigen  Paragraphes,  d.  h.  in  der: 

(899)  y  =  n« 

enthalten  ist  als  specieller  Fall,  der: 

(300)  ^  =  ^ 

nämlich ,  so  wird  auch  das  Resultat  der  Substitution  (298)  aus  jenem  (250)  des  vorigen  Paragraphes 
zu  haben  sein,  indem  man  u  durch  die  erwähnte  Exponentielle  ersetzt.  Man  benöthigt  zu  diesem 
Zwecke  des  ^^^  Differentialquotienten  von  11,  den  die  Formel  (230)  von  S.  7  gibt: 

(».)  "'"-;^«-""='^'^SL-7;^(^y(g(3^)' ] 

ß  +  2y  +  3«  + =  ^ 

Er  liefert,  eingeführt  in  die  (250),  nach  Weglassung  des  allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Factors    « 
e        ,  der  nidit  Null  sein  kann: 


(30t) 


f5  +  2y  +  3»  + =  X 


I 
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Da  diese  Transformationsweise  bei  den  meisten  Differentialgleichungen  vorzunehmen  ist,  und 
da  sie  nberdless  in  den  meisten  Fällen  auch  ganz  bis  zor  ansföhrliohen  Darstellung  der  TransformirteB 
dorcbgefuhrt  werden  muss,  so  dürfte  es  erspriesslich  sein,  sie  an  diesem  Orte,  wenigstau  in  Bezag 
auf  DiiTerentialgleichungen  bis  zur  sechsten  Ordnung  etwa  wirklich  durchzunehmen  und  das  Ergebniss 
hinzustellen  in  entwickelter  Gestalt.  Es  folgen  also  hier  die  Differentialgleichungen  mit  annoch  unbe- 
stimmt gelassenen  CoefTicienten  von  der  zweiten  bis  zor  sechsten  Ordnung  in  unmittelbarer  Begleitung 
ihrer  durch  die  Substitution  (298)  Transformirten. 

0  =  8"  SG,  4-  «'  5G.  +  9X„ 

0  =  «"  .  5G,  4-  «'  [25G,  9  +  SC..]  +  «  [X,  ?•  +  X.  ?  +  5G,  +  5C.  f'"] 

0  =  «'".  SG,  +  »"  5G,  +  «'  5C..  +  «'%, 
(307)  0  =        «"' .  SC.,  +  «"  [aX,?.  +  5G,]  +  *'  [35c,,  9'  +  2X,9>  +  X.  +  SX.y']  + 

+  *  .  [5G,  ?•  +  X,  9*  +  5G.  9-  +•  X,  +  (35G,  9  +  X.)  9'  +  X,  9"^ 


(306) 


(308) 


(309) 


(310) 


0  =  «"-  3Gi  +  *"'  3G,  +  «"  X.  +  «'  X.  +  «X. 

0  =      »'" . X»  +  »"'[iX,?  +  xj  +  «"  [ex. 9»  +  3X.9  +  X,  +  6X.9']  + 

+  s'  [4X»?.»  +  3X,9.»  +  aX,^  +  X.  +  (12X,y  +  SX.)  9'  +  iX.^]  + 
+  «  [X»j.»  +  X.  ?-•  -I-  X,9*  +  X.  y  +  X,  4-  (6X»9'  +  3X.9  +  X.)?-'  + 
+  (4X»9  +  3XJ  9"  +  3X.9''+  X.y"'] 

0  =  a"  X.  +  +  «'"  X»  4-  «'"  X,  +  «"  X.  +  s*  X.  4-  «X^ 
0  =        a'' .  X.  4-  »'"  [öX.  9  4-  Xj  4-  «'"  [lOX.  9*  +  4X»y  +  X,  4-  iOX.  y"]  -|- 
4  «"  [lOX,  y»  4-  6X.  9>*  4-  3X,  9  4-  X,  +  (30X.  9  +  6XJ  y]  + 
4-  «'   [5X,9.*  +  4X»9>»4-3X,9*+  2X,9  4-  X»  4-  (30X,9*4-  12X»9  4-  3Xj9'4- 

+  (20X,9  +  4X4)  9"  +  I5X.9'  +  5X,9'"]  4- 
4-  *    [X.  9*    +   X»  9"    +   X.  9*   +   X,  9»   4-   X,  9    4-   X,    4- 

4-  (10X.9*  4-  6X»9'  4-  3X,9  4-  X,)9'  +  (10X,9*  +  4X^9  4-  XJ  9"  4- 
+  (15X.9  4-  3X»)  9'  +  (5X.9  +  XJ  9"  4-  IOX.9'9"  +  X,9"] 

0  =  «•"  5&,  +  »"  X.  4-  «'"  X»  +  «'"  X,  +  «"  X,  4  *'  X.  4-  «X, 
0  =        a"  .  X.  +  »'  .  [ex,  9  +  Xj  +  a'"  .  [löX, 9»  +  5X.  9  4-  X,  4-  15X,  9']  4- 
4-  «'".  [20X,9»  +  10X,9*  +  4X»9  4-  X,  4-  (60X,9  4-  IOXJ9'  4-  20X,9"]  4- 
4-  «".  [t5X,9*4-  10X.9*4-  6X»9'+  3X.9+  X.-I-  (90X,9'4-30X.9+ 10X09'4- 
4  (60X,  9  +  lOXj  9"  4-  45X.  9' 4-  15X,  9'"]  + 
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werden  nämlich  offenbar  die  Glieder  ohne  9,  die  durch  den  Act  des  Differenzirens  wegfallen,  im  Vor- 
hinein schon  ausgeschlossen.  Man  kann  also  die  letzte  Gleichung  auch  folgendermassen  hinstellen: 

U'd^'^^lußJri^r..  ^'  (n)  (1?)  iii)  ] 

(313)  ao  +  ß  +  2y  +  3«+ =n—  1 

(ß  +  2y  +  3a  +  =  X  —  1) 

Der  Buchstabe  a  steht  hier  nur  der  Kfirze  wegen,  um  nämlich  das  Schreiben  seines  polynomischen 
Werthes  zu  vermeiden.  Wir  können  ihn,  unbeschadet  der  Bedeutung  der  Summenformeln,  auch  ver- 
wandeln in  A  +  l.  Thun  wir  diess,  so  ergibt  sich: 

i/'d^^^lUßhU!  ...      '^'  \T/)  [H)  [slj  J 

(3**)  «  +  ß  +  2y  +  3a+  =n  —  1 

(ß  +  2y  +  3*  +  =  A) 

und  das  ist  eben  der  vorletzte  Coefficient,  der  von  «'  nämlich,  wie  zu  beweisen  war.  Man  kann  aber 

auch  ganz  allgemein  darthun ,  dass  der  Coefficient  von  z^^^  gleich  — r  --^  sei ,  d.  h.  dass  man : 

r  /   df 

Wd^'^^lr/ß/y/ö/  ...      '-^li/J   I27J   V37;   J 

^'**^  <»+ß  +  2y  +  3»+  =n  —  r 

(ß  +  2y  +  3ö  + =  A) 

habe.  Differenziren  wir  zu  diesem  Belinfe  die  Formel  (311)  r-Mal  partiell  nach  9>,  nachdem  vir  zu- 
vörderst alle  Glieder,  die  mit  niedrigeren  als  der  rt"»  Potenz  von  9  verknüpft  sind,  and  die  dnrch 
den  Act  des  Differenzirens  wegfallen,  dadurch  ausgeschlossen  haben,  dass  wir  ß  ersetzen  durch  ß  +  r. 
Das  Ergebniss  ist: 

TiW'^^inß.'rii!...  ^'  (77)  (l?)  (37) J 

(316)  «  +  ß+2y  +  3»+ ^n  —  r 

(ß  +  2y  +  3«  +  =  X  —  r) 

Verwandeln  wir  hier  noch  x  in  %+r,  so  erhalten  wir  genau  die  vorhergehende  Gleichung  und  sehen 
somit,  dass  sich  die  Transformirte  in  s  auch  auf  folgende  Weise  schreiben  lasse: 

Ihre  Bildung  wäre  hiemit  wesentlich  erleichtert,  da  sie  abhängig  gemacht  ist  von  einem  einzigen, 
nämlich  dem  letzten  Coefficienten.  Allein  auch  dieser  lässt  sieh  ableiten  aus  einem  weit  einfachereo 
Polynome,  demjenigen  nämlich,  welches  man  erhält,  in  der  vorgelegten  Differentialgleichung  in  y  die 
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Anstatt  des  Polynoms  ß+2y+3d+ konnte  man  der  Kürze  w^en  anch  einen  dnzigen  Bneh- 

staben  \  schreiben,  wodurch  sich  die  Summe,  die  im  zweiten  Theile  dieser  Gleichung  varfindig  ist, 
augenscheinlich  auf  den  letzten  Coefficienten  ^  zurückzieht.  Wir  haben  also: 

(323)  ^  =  S  [y/Ä/ (27)   (37)    d^^J 

ß  +  2y  +  3Ä  +  =  n 

Die  wesentlichen  Vortheile,  die  wir  durch  Aufstellung  dieser  Formel  errungen  haben,  sind: 

erstens  die  Summirung  nach  a>  ist  bereits  geschehen  und  zweitens  die  nach  den  übrige  in  der 

Bedinpngsgleichung   vorhandenen    griechischen  Buchstaben  einzuleitende  ist  durch  die  Tabelle  ffir 

-7-^  l^e        J,  die  sich  Seite  143  im  S.  7  vorfindet,  und  sämmtliche  Auflösungen  in  ganzen  Zahlen  dieser 

Gleichung  enthält ,  als  erledigt  anzusehen ,  und  zwar  ist  diess  nicht  nur  der  Fall  bei  den  letzten  Coef- 

ficienten  JT,  sondern  auch  bei  allen  übrigen  namentlich  bei  dem  allgemeinen  unter  ihnen  — 7— r—-. 

r!  dip^ 
In  der  That  kommt  in  der  letzterzielten  Formel  9  lediglich  in  Q  vor.  Man  hat  daher: 

-L  ^  =  « r__L_  rj^V  f-^'V  d'^'^Q^ 

(324)  r!  df       ^\r!y!b! \2!)   V3/; d^"'^! 

ß  +  2y  +  36  +   =  n 

Zudem  ist  Q  ein  Polynom  von  n  Dimensionen  nach  9,  welches,  einer  Anzahl  von  n+l  oder  n  \'2 
u.  s.  w.,  oder  endlich  n  +  r  Differentiationen  unterworfen,  jedesmal  die  Nulle  zum  Resultate  gibt  Wir 

sehen  also ,  dass  für  ß  =  0 ,  1 .  2 , r  —  1   gar  keine  von  der  Nulle  verschiedenen  zur  Summe 

gehörigen  Glieder  zu  haben  seien.   Wir  sind  daher  berechtigt,  diese  Reihe  von  Werthen  für  ß  gleich 
im  Vorhinein  dadurch  auszuschliessen,  dass  wir  ß  +  r  anstatt  ß  setzen,  wodurch  sich  ergibt: 


•/   df^  ~  ^  Ir/y/d/ V2/;    V3/;    df'^M 


1  ^J 

ß  +  2y  +  36+   =  n  —  r 

Kraft  dieser  Formel  nun  lässt  sich  die  transformirte  Differentialgleichung  hinstellen,  wie  folgt: 


°=  '•S[ov^'...(l7)(?/) ■d;^J+''SLv»/...(ir/)(l7J w^'^ 

ß  +  2y  +  3«+ =»  ß  +  2y  +  3a+ =1»— 1 

(3«6) 

o.« »-0 « r_J—  iiSif^'   fi^\  j-«;») « r_L_  T-^-Vr-^V    ^*i!Oi 

•+••        ö  l(n-l).V6/. . .  V2  /;  I3  /;  •      d*"-'  J  "^       •  »^  In.')/«.'. . .  V2 .7  V3 1)    "  «1^»-'  J 
ß  +  Zy  +  3c^  + =1  |3  +  2)'  +  36  + =0 

und  diese  Porinei  ist  es,  von  der  wir  jetzt  Gebranch  machen  wollen  in  den  zwei  Haoptfällen,  die  die 
S.  1  und  S.  1  der  Trunsformationslebre  in  einzelnen  Beispielen  behandeln. 


Transformatiooslehre.  fff 

Die  Fonetion  f  in  dem  der  zweiten  Classe  angehorigen  Paetor  e  vermag  zweierlei  Be- 
«tandtlieile  zn  enthalten,  nämlich  erstens  solche,  die  mit  der  Veränderliehen  x  ins  Unendliche  wach- 
sen, —  die  Gradzahlen  dieser  Bestandtheile  werden  nns  aus  jenen  der  Gleichangscoefficienten  kund  ver- 
ittelst  eines  den  Bau  derselben  umspannenden  Polygones  —  und  zweitens  solche,  die  ins  Unendliche 
wachsen,  wenn  die  Veränderliche  x  gegen  eine  bestimmte  Constante  a  convergirt,  —  sie  sind  im  Facto- 
«nbaoe  der  Coefflcienten  abgebildet.  Die  Bestandtheile  von  9  der  ersten  Art  haben  wir  im  S.  2  nach 
^otenzen  von  x  absteigend  geordnet,  die  der  zweiten  Art  sind  im  S.  3  aufsteigend  geordnet  worden. 
re  AnfBndung  kann  daher,  wie  aildort  nachgewiesen,  nicht  bewerkstelligt  werden  durch  einen  und 
enselben  Rechnungsact ,  es  ist  vielmehr  nothwendig ,  dass  man  eine  eigene  Rechnung  einleite  behufs 
er*  Sondemng  desjenigen  Factors  der  zweiten  Klasse,  der  sich  in  den  Gradzahlen  der  CoeSicienten 
^anzeichnet  und  zur  Auffindung  und  Sonderung  des  andern,  den  die  Zusammensetzung  derselben  ans 
Limlaehen  Factoren  verräth.  Sprechen  wir  also  zunächst  von  dem  Ersteren. 

Die  nach  den  Vorschriften  der  Formenlehre  gehörig  repartirten  Unterschiede  zwischen  den 
idzahlen  der  Coefficienten  sind  zugleich  die  Gradzahlen  der  verschiedenen  9  in  den  einzelnen 
x-niealaren  Integralen  in  absteigender  Ordnung  und  die  hier  angestrebte  Allgemeinheit  der  Behandlung 
tmeint  es  zu  erheischen,  dass  man  sie  von  einander  verschieden  annehme.  Gleich  wären  sie  alle  nur 
L  dlem  einzigen  speciellen  Falle,  wo  vom  ersten  auf  den  letzten  GleichungscoeflTicienten  die  grosste  auf 
^ss  Paar  entfallende  Steigung  oder  der  geringste  Abfall  stattfindet.  Deutet  man  daher  die  verschie- 
^^Kien  Functionen  9  in  den  einzelnen  particulären  Integralen  der  Reihe  nach  durch  9i«  9t«  •••  9n  ^^ 

^"^ ^S  sind  ihre  Gradzahlen  r^^  r^^ r„ ,  so  schiene  auf  den  ersten  Blick ,  dass  man  sie  alle 

'^^SUcherweise  untereinander  verschieden,  positiv  oder  negativ,  ganz  oder  gebrochen  anzunehmen 
^K^e.  Sie  konnten  im  Uebrigen  absteigend  geordnet  sein,  so  dass: 

^t  >  »••  >  y-«  >  >  y-i. 

^«  Bei  näherer  BelenchUing  Jedoch  ergibt  sich  mit  Rucksicht  auf  die  in  S.  2  und  S.  3  in  einfacheren 
^S 1  len  gemachten  Erfahmngen  ein  etwas  anderer  Sachverhalt. 

ZnvSrderst  muss  bemerkt  werden,  dass  die  Berechnung  eines  9  mit  gebrochener  Gradzahl 
^Wi60weg8  80  ordentQch  und  fibersichtlich  von  Statten  gehe,  wie  die  eines  anderen  mit  ganzw  Anzahl 
^^^^^  Dimensionen,  noch  auch  zu  einer  so  handsamen  transformirten  Gleichung  führe,  in  der  sich  viel- 
^^ftir  irrationale  Coefficienten  zeigen  werden.  Diess  macht,  dass  man,  um  nicht  den  Faden  der  Rech- 
^^^^X  zn  verlieren,  in  der  Regel  nicht  das  ganze  9,  sondern  nur  das  erste  Glied  entwickelt,  und  naeh- 
^m«i  man  dieea  gethan,  erst  noch  genothigt  ist,  zur  Weghebnng  der  IrrationalgrSssen  die  Einführung 
^^^^r  nenen  nnabhingigen  Veränderlichen  folgen  zu  lassen. 

Man  wird  es  daher  in  den  meisten  Fällen  und  abgesehen  von  einigen  sehr  speciellen  Bei- 

^^^^len  Torziehoi,  diese  Einfuhrung  einer  neuen  Veränderlichen  als  erste  Transformation,  voranzn- 

"^^liicken  ud  die  gruppenweise  vorkommenden  gebrochenen  Repartitionszahlen  r  wenigstens  im  Bereiche 
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einer  Seite  des  normalen  Polygones«  d.  h.  in  einer  Gruppe  in  ganze  zu  verwandeln.  Man  ersieht  hier- 
aus, dass  die  Substitution  (298),  um  welche  es  sich  hier  handelt,  meistentheils  stattfinden  werde  mit 
solchen  9,  denen  eine  ganze  Zahl  von  Dimensionen  zusteht  Ferner  kann  man  einem  jeden  CoeflTicienten 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  oder  auch  aus  ihr  durch  Transformation  abgeleiteten  eine  beliebige 
Anzahl  von  Gliedern  hinzufugen  mit  höheren  Potenzen  von  x  und  mit  dem  Factor  Null.  Dadurch  wer- 
den ihre  Gradzahlen  scheinbar  erhobt,  was  man  so  einrichten  kann,  dass  scheinbar  ein  und  dieselbe 
Steigung  von  CoeSicienten  zu  Coefficicnten  vom  ersten  bis  zum  letzten  derselben  stattfindet,  diejenige 
nämlich,  die  einer  beliebig  gewählten  Polygonseite  angehört  Es  folgt  hieraus,  dass  man  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  der  analytischen  Entwicklungen  von  der  Voraussetzung  einer  gemeinsamen,  auf  alle 
Coefficientenpaare  entfallenden  Steigung  von  r  Einheiten  ausgehen  könne,  unter  r  eine  ganze  positive 
Zahl  verstanden,  weil  man  jedesmal  durch  Nullsetzen  gewisser  Anfangscoefficienten  zur  Annahme 
ungleicher  grosserer  oder  kleinerer  Steigungen  den  Weg  findet 

Fassen  wir  daher  eine  Differentialgleichung   ins  Auge,    die  allgemeine    (246)    nämlich, 
deren  Coefficicnten  3^^^  ^n-i«  «^n-t «  ^0  beziehlich  die  Gradzahlen  aufweisen: 

m,      m  +  r^      m  +  2r,       m  +  nr; 

was  darauf  hindeutet,  dass  alle  9  vom  Grade  r  sind,  r  soll ,  wie  gesagt ,  eine  ganze  Zahl  sein  und  es 
ist  nicht  nothwendig,  dass  diese  regelmässige  Ansteigung  um  r  Einheiten  in  der  Differentialgleichung 
wirklich  vorhanden  sei,  wenn  sie  nur  an  irgend  einer  Polygonseite  stattfindet,  d.  h.  in  den  Coefficicn- 
ten können  Anfangsglieder  in  beliebiger  Anzahl  auch  verschwinden,  nur  darf  diess  nicht  bei  allen  der 
Fall  sein,  mindestens  zwei  mfissen  ausgenommen  bleiben.  Es  sei  also: 

9  =  Mx^  +  [r-  l]x'--  +   +  [l]a:  +  [0]  =  S  [W  ^'] 

9'=r[r]a:^*  +  (r-i)  [r-i]x^*  +  +  [1]  =  S  t  W  ^'"] 

(386)  9"=  r(r-l)[r]x^-*  +  (r-0(r-2)[r-l]a?'"-+ +  2  [2]  =  §  [Kp- ODO^r'-]^ 

p  +  5  =  r 


p(t)  =  r  (r— 1) (r— «+!)  [r]  x'^''+(r—i)  (r—2) (r-«)  [r— 1]  x'' 


p  +  6  =1  r  p  -{-  9  =  r 
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Verschwinden  der  r  + 1  Anfangsglieder  des  letzten  CoeflTidenten  geschehen  kann.  Man  wird  daher  die 
annoch  unbekannten  Grössen  r+i  an  der  Zahl: 

M.    [r-l],     [r-2],    [1],     [0] 

wo  möglich  so  zn  wählen  haben ,  dass  die  r  + 1  Anfangsglieder  des  letzten  Coefficienten  wegfiiUen* 

J'fdx 

So  wird  ein  ans  demselben  zusammengesetztes  9  zu  einem  exponentiellen  Factor  e  fuhren«  dessen 
Sonderung  aus  irgend  einem  particulären  Integrale  dasselbe  in  Bezug  seines  Einflusses  auf  die  Grad- 
zahlen der  Gleichungscoeflficienten  zur  ersten  Classe  herunterbringt.  Findet  man  solcher  9  mehrere,  die 
dasselbe  leisten,  so  hat  man  auch  die  Factoren  zweiter  Classe  mehrerer  Genüge  leistender  Werthe  er- 
mittelt« Mehr  als  n  an  der  Zahl  wird  man  naturlich  bei  der  Gleichung  der  n^»  Ordnung  nicht  finden 
können,  wohl  aber  weniger.  Wir  hätten  somit  den  oft  erwähnten  letzten  Coefficienten,  der  dureh  die 
(323)  gegeben  ist,  absteigend  nach  x  zu  ordnen  und  die  Factoren  der  höchsten  Potenzen  von  o?,  d.  h. 
von  a?"+"%  a.w+nr-i^  ^pm+nr-t^  ^in+(n-i)r  j^  j^,.  j^y|jg  g|gj^.jj  ^u  sctzcn,  die  SO  erhaltenen  Glei- 
chungen aber  zur  Bestimmung  von:  [r],    [r— 1],     [r--2],     [1],    [0]  zu  benfitzen. 

Fassen  wir  jetzt  den  Ausdruck  für  JT  schärfer  ins  Auge  und  werfen  zugleich  einen  Blick 
auf  die  Anfangsglieder  der  Tabelle  (244)  Seite  143  S.  7,  so  gewahren  wir  alsobald,  dass  die  ersten 
Bestandtheile  von  ^  die  folgenden  seien: 

(3(8) 

Nun  ist  Q  Vorausgesetztermassen  nach  9  vom  Grade  n  also  nach  x  vom  Grade  m-^-nrx  der  zweite 

Differentialquotient  davon  ist  nach  9  vom  Grade  n  —  2  nach  x  vom  Grade  m'\'nr  —  2r;  der  dritte 

ebenso  vom  Grade  m'\'nr  —  ?kr  nach  sc.  Ferner  trägt  f'  die  Gradzahl  r — l,  9"  aber  die  r  —  2, 

wenigstens  so  lange  r  von  Null  verschieden  bleibt.  Sohin  sind  die  drei  vorliegenden  Anfangsglieder  be* 

ziehlich  mit  den  Gradzahlen  m-^-nr^  m  +  nr  —  r  —  1  ,m  +  m* — 2r  —  2  versehen.  Die  Anlu^^lieder 

des  absteigend  nach  x  geordneten  letzten  Coefficienten  r+  1  an  der  Zahl,  also  gerade  so  viele,  als 

zur  Bestimmung  der  gesuchten  Grössen  hinreichen,  sind  sämmtlich  zn  Q  gehörig.  Wenn  man  dnbere 

Q  abstdgend  nach  x  entwickelt  und  die  r+i  Anfangsglieder  dieser  Entwicklung  der  Nulle   gleich 

setzt,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit  die  Wurzeln  der  algebraischen  Glddiuim^  (^t»o  in  ihren  ersten 

r+1  Bestandtheilen  und  die  Werthe  von  9  in  den  unter  der  Form  e  gedachten  particnlaren  tai- 


tf^ralen  der  vorgelegten  Differentialgleichung  in  derselben  Ausdehnung,  in  r+i  Anfangsgliedeni 
lioh.  Es  wird  daher  vor  allem  anderen  erspriesslich  sein,  das  Polynom  Q  ffir  den  onte^  (326) 
digenWerth  von  9  und  ffir  die  unter  (327)  für  die  Coefficienten  %„,  S^n-x^  %ji-i«  •••  ^«  «^i«  «X^ 
angenommenen  Ausdrücke  zn  entwickeln  und  absteigend  nach  x  geordnet  hinzustellen«  Hieraus  woOen 
wir  aber  dann  suchen,  die  Coefficienten  der  transformirten  Differentialgleichung  in  eben  der  Font  yirtl- 
standig  zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke  ist  aber,  wie  der  Anblick  von  (318)  lehrt,  invSrdersi  ein 
AnsdruGk  ffir  die  ß^  Potenz  von  9,  dann  aber  behufs  der  vollständigen  Construotion  d^  Gieidinngs- 

eoeCeienten  auch  ffir  die  Potenzen  y,  d,  t , von  9',  9'',  9'" vonnöthen«  Die  Polynooiinl- 

fiinnel  (228)  fährt  dazu:  Sie  gibt: 
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••"i  •  Pt  •  P»  •   •  •  •  Hr+t  •  J 


ß.    +  ^.   +  ß.   +    +  ßr  +  0^4i   =  ß 


71  +  y.  +  y.  +  +  Yr-i  +  Yr  =  r 

*i  +  ^  +  \  +    +  V.  +  Vt  =  ^ 

^-^^rr  §r___il ,r'*(r-l)*'+*»(r-2)'«+'«*'»(r-3)'»+'>+'*...[r]*'[r-l]*«[r-2]*»...[3]'--X 

«!   +   «•   +   «•+    +   'r-^,  +   «r-a   =   « 


Hieza  gehört  noch    der  Werth    von  «X^    oder,    da    kraft   einer   angehängten    Bedingnngsgleichnng 
ß»»ii  — «0  ist,  der  von  S&„^.  Er  ist  den  kurz  znvor  gemachten  Annahmen  gemäss: 

.X,  =  x,_  =  S  [[n  -^  a,,e]  x'l 

"^  (330) 

e  +  r  =s  m  +  oor 

Diese  Werthe  nun  fSr  Xp  und  9'  fuhren  wir  zunächst  in  die  (318)  ein,  und  erhalten: 

ß.  +  ß,   +  ß,  +    +  ßr  +  ßr+.   =  ß  ^^*^ 

e  +  r  =  m  +  cor 
|3  4-  tt>  =  n 

Ehe  der  drei  Bedingungsgleichungen  kann  man  entrathen ,  ß  vermittelst  der  letzten  aus  der  ersten 
sowohl,  wie  ans  der  Summenformel  eliminirend.  Es  ist  jedoch  bepemer,  den  Buchstaben  ß  anstatt 
des  ihm  gleichgeltenden  Polynomes  mindestens  in  der  combinatorischen  Form  stehen  zu  lassen.  Das 
Polynom  Q  Übst  sich  daher  auch  folgendermassen  darstellen : 

«  +  ßt  +  ß.  +  ß.  + +  ßr  +  ^f^i  =  «  (88«) 

6  4-  r  =s  m  +  ^^ 
(ß  =  ßt  +  ß.  +  ßt  +    +  ßr  +  ßrf  i) 
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und  wäre  jetzt  absteigend  nach  x  zu  ordnen.  Die  höchste  Potenz  dieser  Variablen  hat,  wie  schon  fro- 
her nachgewiesen  worden  ist,  den  Exponenten  m  +  nr.  Um  den  Coefllcienten  derselben  zu  ermitteln, 
lassen  wir: 

6  +  r^i  +  (r—  1)  ß.  +  (r-  2)  ^,  +   +  ^^  =- ni  +  nr 

sein ,  fügen  also  diese  Gleichung  zu  den  fibrigen  zwei  der  Summe  bereits  anhangenden  und  gewahren 

alsobald ,  dass  ihnen  nur  für  verschwindende  ß, ,  ß, ,  ß^^^ ,  r  Genfige  geleistet  werden  könne, 

und  zwar  durch  die  folgenden  zusammengehörigen  Werthe  für  o» ,  ß^ ,  6 : 

<•>   =  0,  1 ,  2,  3,  n 

(333)  ßr  =  n,       n— 1,        n  —  2,        n~3,       0 

6    =w,      m+r,      m  +  2r,      m  +  3r,       m  +  nr 

Stellen  wir  uns  jetzt  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung ,  und  namentlich  den  letzten  unter 
ihnen  in  der  Gestalt,  in  welcher  die  der  vorgelegten  Differentialgleichung  unter  (327)  vorkommen  und 
ausgedrückt  durch  ähnliche  Symbole  vor,  namentlich: 

(334)  ^  =  [[0,m+nr]]  x«^'^  +  [[o,m+nr~l]]  x«*»^-  + +  [[0,0]]  =  §  j[[O,0]]  a:-| 

8  +  1"  =  m  +  nr 

so  sind,  wie  schon  gesagt,  die  Anfangsglieder  r+  1  an  der  Zahl  diesem  f  und  dem  Q  gemeinschaft- 
lich, es  heissen  somit  die  Gleichungen,  aus  denen  [r],  [r— i],  [r  — 2] [0]  hervorzugehen 

haben : 

[LO,»i  +  wr]]  =  0 

[[0,m  +  nr  —  1]]  =  0 

(335)  [[ü,w  +  nr  —  2]]  =  0 

[[0,m  +  wr  —  r]]  ==  0 

und  es  sieht  die  erste  unter  ihnen,  in  entwickelter  Gestalt  hingeschrieben,  aus,  wie  folgt: 

0  =  [\0,fn+nr]]=  [n,m]  [r]«+  [n-l,m  +  r]  [rf-*  +  [n-2,m  +  2r]  [r]''-+ +[o,if»  +  iir] 

Sie  dient  zur  Bestimmung  von  [r]  und  gibt  dafür  im  Allgemeinen  Werthe  n  an  der  Zahl,  die  den  n 
verschiedenen  particulären  Integralen  der  Differentialgleichung  offenbar  angehörig  sind.  Sie  ist  femer 
gebaut  aus  den  ersten  mit  den  höchsten  Potenzen  von  x  verknüpften  Bestandtheilen  der  Glieder  des 
Differentialgleichungspolynomes  und  geht  aus  ihnen  hervor  durch  Hinweglassung  dieser  Potenzen  und 
Verwandlung  von  y'"\  y^"~*^  y^""'\ y  beziehlich  in  [r]**,  [r]""*,  [r]*"' 1.  Angelei- 
tet durch  die  in  speciellen  Fällen  in  S.  2  und  S.  3  der  Transformationslehre  gemachten  Erfahrungen, 
bilden  wir  auch  aus  den  zweiten ,  dritten ,  vierten  und  folgenden  Bestandtheilen  eben  derselben  Glieder 
folgende  Polynome: 


176  I^-    A  b  f  c  h  n  i  t  t. 

^«mir-i  ^m+iir-i  ^mtm--«  x*'*^"'" 

beziehlich  die  folgenden  Glieder  noch  gehörig  seien: 

[r-l]^;,      [r-1]^;,-.,     [r-1]^',«-, [r-1]  .«'a^,        

Gehen  wir  jetzt  über  zar  dritten  der  Gleichungen  (335),  von  deren  Polynome  ans  bereits 
zwei  Glieder  kund  geworden  sind,  nämlich:  A^,^  und  [r— i]i4'^^.  Nebst  ihnen  lassen  sieh  noeh 

zwei  Glieder  erhalten,  deren  eines  der  Annahme  /3,=  2,   /8,  =  ß^= =r  =  o  entspricht,   das 

andere  aber  gewonnen  wird  mit  den  Werthen:  ß,=  1 ,  0,=ß^=eß,= s=sr«»o.  Ersteiwi  ent- 
sprechen die  folgenden  Auflösungen  für  <!>,  ^,  und  e  in  ganzen  Zahlen: 

<w   =      0,  1,  2,  n  — 2, 

(341)  ß^  =  n  — 2,         n  — 3,         n  — 4,  0 

e    =     m,  m'\-r^        w  +  2r,         iii  +  (^  —  2)r 

und  hiezu  gehört  eine  Gliederreihe  als  Bestandtheil  der  Summe,  wie  folgt: 


(84«) 


i  [r_i]*  jn(n-l)[n,m][r]'^'+(n-l)(n--2)[w-l,iii+r][r]"-*+(n-2)(n-3)[n-2,m+^^^ 

+  2  [2,m  +  (n-2)  rj  =  ^  [r-l]"  J^^  =  i  [r-l]'  ^. 


Ein  zweites  Glied  aber  geht  aus  dem  folgenden  Systeme  von  Werthen  fliir  <«>,  ß,,  e  hervor: 

üö  =       0,  1,  2,  n  — 1 , 

(343)  ß^  =  n-l,         n~2,  n  — 3 0 

ö=      m  m  +  r,        m  +  2r,         m'\-{n — 1)r 

Es  ist  zusammengesetzt  aus  den  Bestandtheilen : 

(344)  \r^%\\nl%m\ry^^  =  [^2]^'. 
Mehr  Glieder  als  diese  sind  zum  CoeiTicienten  von  x"''^'"*''*  nicht  zu  finden.  Dieser  ist  daher: 

(345)  [[0;m  +  nr-2]]  =  A^^,  +  \r-  1]  Ä^,,  +  ^  [r-  !]•  ^;  +  [r-2]  ^;.  =  0. 

Er  liefert,  der  Nulle  gleich  gesetzt,  wie  eben  geschehen,  eine  Gleichung,  aus  der  sich  [r  —  2]  be- 
stimmen lässt.  Hätte  man  aber,  anstatt  r  =  0  zu  erkiesen,  der  Reihe  nach:  r=l,  2,  3,  ...  m-|-fir 
gesetzt,  so  wurde  man  zu  ähnlichen  Bestandtheilen  der  Coefficienten  der  folgenden  Potenzen  von  x 
gelangt  sein: 

Sie  sind  beziehlich: 


Schon  die  bis  hieiier  gediehene  Untersuchung  zeigt  auf  das  Klarste:  erstens,  dass  ein 
jeder  bereits  entwickelte  CoeSicient  von  irgend  einer  beliebigen  Potenz  von  x  nicht  nur  zu  dem  nächst 
daraoffolgenden,  sondern  auch  zu  allen  übrigen  Bestandtheile  liefere,  die  aus  eben  demselben  hervor- 
gehen, indem  man  ohne  sonstige  Veränderung  bloss  die  Stellenzeiger  des  Buchstaben  A  vermindert, 

um  die  Zahlen:   1,  2,  3, und  zweitens,  dass  der  Zusatz,  der  hinzukommen  muss,  um  den 

folgenden  Coefficienten  vollständig  zu  bilden,  einzig  und  allein  eine  Function  von  ^„  und  seinen  nach 
[r]  genommenen  Differentialquotienten  sei.  Da  man  aber  in  der  Regel  eine   successive  Bildung  dieser 
einzelnen  j[3oe£Qcienten  einen  um  den  anderen  in  der  Rechnungspraxis  vornehmen  wird,  so  ist  es  wich- 
tig anzugeben,  wie,  wenn  der  nächstvorangehende  bereits  bekannt  ist,  der  nächstfolgende  zu  bilden 
seL  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diess  auf  folgende  Weise  geschehe:  Erstens  man  verringert  alle 
dem  A  angehängten  Stellenzeiger  um  die  Einheit,  so  hat  man  von  ihm  einen  Bestandtheil.  Zweitens 
am  zu  einem  Verfahren  zu  gelangen,  welches  besagt,  wie  der  Rest  zu  erhalten  sei,   stellt  man  fol- 
gende Betrachtungen  an:  Gesetzt  der  Coefficient,  zu  dem  man  diesen  Rest  zu  rechnen  hat,  sei  der: 
[[0;m  +  nr  —  ü]T,  unter  k  eine  Zahl  verstanden,  die  man  sich  zwar  zwischen  0  und  r  liegend  den- 
ken kann ,  wenn  man  die  Gruppe  der  r  + 1  der  Nulle  gleichzusetzenden  Coefficienten,  die  uuter  (335) 
vorliegt,  im  Auge  hat,  die  aber  auch  zwischen  Null  und  m  +  nr  enthalten  sein  mag,  wenn  man  sich 
etwa  vornähme,  alle  Glieder  des  mit  Q  bezeichneten  Polynomes  zu  bilden,  was  ohnehin  nöthig  ist, 
wenn  man  die  transformirte  Differentialgleichung  vollständig  aufisustellen  im  Sinne  hat.  Die  Potenz  von  o?, 
zu  der  er  gehört,  ist  offenbar:  x^^^\  Vergleicht  man  ihren  Exponenten  mit  dem  in  der  Summen- 
formel enthaltenen,  so  hat  man: 

e  +  rß,  +  (r-i)  ß,  +  (r-2)  fi.  + +  ß^  =  m  +  nr  ^  i^.  (346) 

Zudem  gibt  die  dieser  Summenformel  angehängte  erste  der  Bedingungsgleichungen  mit  r  multiplizirt : 

rß,  +  rß,  +  rß^  -h +  rßr  +  rßr^,  =  nr  —  <^r.  (347) 

Statuict  man  fiberdiess  r=0,  weil  für  den  gesuchten  Zusatz  r  keinen  anderen  Werth  annimmt,  so 
hat  man  aus  der  zweiten  dieser  Bedingungsgleichungen: 

e  =  m  Hh  «r.  (348) 

Demzufolge  geht  aber  die  Gleichung  (346)  über  in: 

«  =  ß.  +  2/3. +  3ß,  + +rß^t.  (349) 

Da  nun  das  n  den  Coefficienten  characterisirt,  so  bekommt  man  offenbar  den  in  Rede  stehenden  Zu- 
satz ,  wenn  man  alle  Auflösungen  in  ganzen  Zahlen  der  letztaufgestellten  Gleichung  für  ein  seinem 
Wertbe  nach  festgestelltes  n  aufsucht  und  darnach  die  Summenglieder  bildet.  Diese  Auflosungen  sind 
aber  bereits  enthalten  in  der  S.  7,  Seite  143  gebrachten  Tabelle  (244).  Man  fasse  irgend  eine  der- 
selben ins  Auge  und  es  sei  für  eben  diese  eine: 

^  =  ßn  +  ß.  +  ß.+  +ßm»        .  (550) 
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SO  entsprechen  ihr  kraft  der  Bedingungsgleichungen  die  im  folgenden  Schema  enthaltenen  Werthe  von 

a)=0,  1,  2,  n  —  o 

(851)  ßt  =  n  —  9,        n  —  s  —  i,        m  —  o  —  2,         0 

6  =      m,  m  +  r,  m  +  2r,  fn+  (n  —  a)  r 

and  diese  liefern  wieder  zu  der  Summe  (332)  die  folgenden ,  in  Eines  zusammenzuziehenden  Glieder: 

Pf'  ß»' Pr+i'  ((»  —  ")•  {n  —  a—  i)I 

+  (n  —  o)/  [a,m  +  (n  —  a)  r]\  = 


(858) 


ß,.'ß,.' ß, 


'r+t  •    • 


■     n  (n— 1)  <«— 2) (n— »+!)  [n,m]  [r]"-  + 

+  (n-l)(»-2)(«-3) (n-ff)  [n-l,m+r]  [f]""'-'  4- 


_4-  (n— «)  (n— »— 1)  (»— <T— 2) 1  [(s,m  +  («—«>•] 

_  [r-ir»  [r-2y»  [0]'--^'      ,j 

/3.//3./ ßr,J 

Solch'  ein  Glied  wie  dieses  gibt  aber  eine  jede  der  Auflösungen  der  Gleichung  (349).  Der  ganze  ge- 
suchte Zusatz  ist  daher  in  eombinatorischer  Ausdrucksweise  eine  Summe  aller  so  geformten  Glieder, 
aussehend  folgendermassen: 

^  r[r-l]^»  [r-2y» [0]^-^^         i 

^L  ß./ß./ ß,^,J  "*«] 

(^)  ß.  +  2ß,  +  3ß,+ +r/3^,  =  « 

(^=ß.  +  ß.  +  ß.  + +ßr+i). 

Hätte  man  anstatt  r  =  0  zu  setzen  dafür  irgend  einen  der  Werthe  adoptirt  aus  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe: 1,2,3, r,  so  hatte  man  der  Reihe  nach  Bestandtheile  erhalten  der  CoeSicienten  fol- 
gender Potenzen  von  x  in  der  Entwicklung  des  Polynomes  Q: 

und  es  wurde  allgemein  der  zu  x^'^"'*"""'  gehörige  so  aussehen: 

Q  r[r-t]^«  [r-2]^»   [0]^^-^«  1 

^l  ß./ß./ ßr^./  H 

(854)  ß.  +  2ß,  +  3ß,-h +rß^+.  =  i« 

(^  =  ß.  +  ß.+ß.+ +ßr+i)- 

Die  bisherigen  Untersuchungen  genügen  vollständig  zur  Ermittlung  sammtlicher  Gleichungen 
(335),  von  welchen  bereits  drei  fertig  vorliegen ;  den  Zusatz  nämlich,  der  zur  vierten  von  ihnen  noth- 
wendig  ist,  erhält  man  alle  Auflösungen  der  Gleichung: 

ß.  +  2ß.  +  3ß,  +  +  rß^+.  =  3 
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in  ganzen  Zahlen  suchend.    Sie  sind  enthalten  im  folgenden  Schema  sammt  den  ihnen  zugehörigen 
Gliedern: 


/3. 

ß. 

ß. 

[r_i]'.  [r-2]'.  [r-3r. 

3 
1 

1 

1 

+       [r-l][r-2]^: 
+       [r-3]                ^', 

(355) 


Auf  ähnliche  Weise  liefert  folgendes  Schema  den  Zusatz,  der  zur  Bildung  des  nächsten,  zu 
k-i-vir.«  gehörigen  Coeflficienten  nothwendig  ist: 


ß. 

ß. 

ß. 

ß. 

[r-iV-  [r-2]'.  [r-3]'»  [r-4]'.    ,,,, 
ß./ß./ß»/ß./ 

4 

2 
1 

1 
2 

1 

1 

+  Y[r-l?[r-2]^ 

+        [r-1]    [r-3]^; 

+  -l[r-2]'               ^; 

[»•-4]                ^ 

(356) 


Auf  dieselbe  Art  ziehen  wir  den  letzten  Bestandtheil  des  nächstfolgenden  Coefficienten  von 
"'•-*  aus  der  kleinen  Tabelle: 


^. 

ß. 

ß. 

ß. 

ß. 

[r_l]'.  [r-2]'.  [r-3]''  [r-4]''  [r-5]'«        , 
ß./ß./ß»/ß./ß./ 

5 

• 

■ 

• 

120  f^      ^^'                ^ 

1                 3 

1 

• 

+  -^  [r-l]*[r-2]    AZ 

1               2 

• 

1 

• 

+  -^   [r-1]*  [r-3]    AZ 

\            * 

2 

. 

. 

+  Y  t*"-*^   [»--2]'^ 

\           * 

, 

• 

i 

4-         [r-1]    [r-4]   A;, 

\ 

1 

1 

. 

+         [r-2]    [r-3]   ^ 

\        • 

• 

• 

• 

1 

+          [r-5J                  A, 

(357) 
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Um  endlich  die  sammtlichen  Gleichungen  (335)  bis  zur  Ansteigungszahl  r=6  im  D 
construirt  zu  erhallen,  fügen  wir  noch  den  zu  a?'*+"'^  gehörigen  Coefflcienlenzusatz  bei  vermit 
des  Schemas: 


(358) 


ß. 

ß. 

l\ 

ß. 

ß. 

ß. 

[r-i]'.  [r-2]'. [r-6]''    ,,„ 

ß.-'ß./ ßj 

6 

• 

■          • 

' 

720  t^-'^-                             < 

4 

1 

• 

' 

+  ^  [r-l]*[r-2]               AI 

3 

• 

1 

• 

+  -^  [r-l]Mr-3]               X" 

2 

2 

• 

• 

+  -[-  [r- «]•[»•- 2]'               AZ 

2 

• 

• 

1 

+  Y  t*"-*^*  t*— *1           ^- 

1 

i 

1 

• 

^          [r_l]    [r-2]  ir-3]Äl 

1 

• 

• 

• 

t 

+          [r-l]    [r-5]               ^; 

• 

3 

1 

• 

1 

, 

+  ,         [r-2]    [r-4]                A"^ 

• 

. 

2 

• 

• 

1 

+          [r-6]                            ^i. 

Mit  Hilfe  dieser  tabellarischen  Ergebnisse  nun  und  der  anderweitigen ,  zuvor  anfgestel 
Regeln  bilden,  wir  jetzt  im  Detail  die  sieben  ersten  der  Gleichungen  (335)  sowohl  zur  BequemlicH 
des  Rechners,  als  auch,  um  die  nachfolgenden  Erörterungen  über  die  verschiedenen  Formen  der 
ticulären  Integrale  damit  einzuleiten.  Sie  sind  der  Reihe  nach : 


0  ^-A^. 

(359)  0  =  ^«-.  +  [r-1]  ^;_.  +  i  [r-1]*  A'i^  +  [r-2]  A'^. 

0  =  A^_,  +  [r- 1]  A',^,  +  i  [r-  !]•  A^.,  +  [r-2]  A'^,  +  ^  [r-  1]»  A^  + 
+  [r-1]  [r-2]  AU  +  [r-3]  A'^. 


]g2  ^^'    A  b  8  c  h  D  i  t  t. 

lieh  dann  nicht,  wenn  die  Coeffieienten  seiner  Anfangsglieder  zufällig  Null  werden  oder  mit  andern 
Worten,  wenn  in  der  Differentialgleichung  höhere  Ansteigungen  als  um  r  Einheiten  auf  das  Coefiicien- 
tenpaar  vorkommen,  was  wieder  auf  solche  particuläre  Integrale  hindeutet,  bei  denen  die  Gradzahl 
des  entsprechenden  9  grösser  ist  als  r.  Diese  höher  gebauten  f  nun  gehen,  wie  man  sieht,  aus  der 
eingeleiteten  Rechnung  nicht  hervor.  Wiewohl  man  daher  berechtigt  ist,  das  r  eine  jede  beliebige  der 
Ansteigungszahlen ,  die  irgend  einer  Seite  angehören  des  den  CoefTicientenbau  umspannenden  Polygones, 
bedeuten  zu  lassen,  so  ist  es  doch  angezeigt,  wenn  man  durch  einen  einzigen  Rechnungsact  die  Fac- 
toren  zweiter  Classe  sämmtlicher  particulären  Integrale  erhalten  will,  dem  r  den  grössten  der  ersten 
Polygonseite  entsprechenden  Werth  zu  ertheilen.  Hat  man  aber  alle  [r],  gleichviel  ob  n  oder  ^weniger 
an  der  Zahl  gefunden,  so  gibt  in  der  Regel  die  zweite  der  hier  verzeichneten  Gleichungen  zu  einem 
jeden  derselben  ein  einziges  [r  — 1],  die  dritte  ein  einziges  [r  — 2]  u.  s.  w.,  bis  man  endlich  der 
(r+l)8»en  ein  einziges  [0]  entringt  Sie  sind  alle  gebrochen  durch  eine  gewisse  Potenz  von  A^. 
Zweitens:  die  Anzahl  der  Auflösungen  der  Gleichung  ^^=0  wird  auch  verringert  durch  vorhan- 
dene gleiche  Wurzeln.  Diess  ist  keineswegs  ein  seltener  Fall;  es  erscheinen  vielmehr  gleiche  Wur- 
zeln 0  jedesmal ,  so  oft  in  der  Differenzialgleichung  auch  geringere  Ansteigungen  als  um  r  Einheiten 
vorkommen ,  weil  diess  die  letzten  Glieder  von  A„^  zum  Verschwinden  bringt  und  so  nothwendig  zu 
gleichen  Wurzeln  Null  fuhren  muss.  Setzen  wir  deren  etwa  nur  zwei  voraus,  sd  ist  fQr  solch*  einen 
wiederholten  Wurzelwerth  Aj^  =  A'^  =  0  und  in  Folge  dessen  enthält  die  zweite  der  vorliegenden 
Gleichungen  gewöhnlich  einen  Widerspruch,  nämlich  den:  -4„j.i  =  0,  der  dann  auf  eine  andere  Form 
des  Integrales  hindeutet  als  die  vorausgesetzte.  Allein  selbst  dann,  wenn  für  den  in  Rede  stehenden 
wiederholten  Wurzelwerth  A„^=A'^  =  A^^^  =  0  sein  sollte,  bekömmt  man  doch  aus  dieser  zweiten 
Gleichung,  die  hiemit  in  eine  identische  übergeht,  den  Werth  des  zweiten  Coeffieienten  [r— 1]  nicht, 
sondern  muss  ihn  aus  der  dritten  ziehen  und  ebenso  liefert  den  dritten  Coeffieienten,  den  [r — 2] 
nämlich  dann  nicht  die  dritte  Gleichung,  sondern  erst  die  vierte  u.  s.  w.,  bis  endlich  [0]  nicht  aus  der 
r-|-i8ten  sondern  erst  aus  einer  späteren  Gleichung  bestimmt  wird,  die  man  erhält,  den  Coeffieienten 
einer  späteren  Potenz  von  x  der  Nulle  gleichsetzend.  Diess  ist  aber  ein  Coefficient,  der  nicht  mehr 
ausschliesslich  gezogen  ist  aus  dem  mit  Q  bezeichneten  Polynome ,  zu  dessen  Bildung  vielmehr  bereits 
solche  Glieder  mitwirken,  die  dem  9'  entnommen  und  die  in  Q  noch  gar  nicht  enthalten  sind.  Allge- 
mein ist  man  genöthigt,  bei  dem  Vorkommen  gleicher  Wurzeln  entweder  zu  einer  andern  Form  des 
Integrales  oder  zu  einem  späteren  Coeffieienten,  respective  Gleichung,  seine  Zuflucht  zu  nehmen;  welche 
neue  Form  aber  anstatt  der  alten  hier  zu  setzen  sei  und  bis  zu  welchem  Coeffieienten  der  absteigen- 
den Potenzen  von  x  man  nothwendig  zu  gehen  habe,  um  das  vollständige  9  zu  erhalten,  diess  wollen 
wir  etwas  später  untersuchen. 

Es  ist  zwar  im  Allgemeinen  richtig,  wie  wir  in  den  eben  beendeten  Untersuchungen  nach- 

«gewiesen  haben,  dass  man  nur  der  r+1  ersten  Anfangsglieder  der  Entwicklung  von  Q  benöthige, 

um  den  Factor  zweiter  Classe  kennen  zu  lernen ,  der  jedem  der  particulären  Integrale  anhängt»  da 

jedoch   in  Ausnahmsfällen  und  namentlich  dann,  wenn  Gleichungen  mit  gleichen  Wurzeln  erscheinen. 


( 
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die  Coendenten  der  folgenden  Potenzen  von  x  und  hiemit  auch  die  Glieder,  die  zu  dem  Differential- 
^piotienten  von  Q  gehören,  mitwirken,  und  da  man  überdiess  die  vollständige  transformirte  Gleiehung 
VMk  %  in  den  meisten  Fallen  braucht;  so  ist  noch  zweierlei  zu  leisten,  nämlich:  erstens,  es  ist  das 
Q  und  nicht  bloss  seine  r+i  Anfangsglieder  und  zwar  in  der  Form  der  combinatorischen Ana- 
is  darzustellen  als  Summe  und  es  ist  zweitens,  wie  der  Anblick  der  Transformirten  lehrt,  die 
IT  unter  (325)  dargestellt  haben,  auch  ein  Ausdruck  für  einen  beliebigen  (n  —  ß)^^  Differenzialquo- 
menteo  von  Q  und  in  Folge  dessen  für  die  CoeflTicientcn  eben  der  (325)  zu  ermitteln,  der  dann  einer 
V4>  möglich  leichten  Constructionsweise  dieser  Transformirten  zu  Grunde  zu  liegen  hat.  Wir  suchen  also 
;ix^vörderst  eine  combinatorische  Formel  für  das  ganze  mit  Q  bezeichnete  Polynom.  Es  führen  hiezu 
i>l£ende  Erwägungen:  Wie  früher  nachgewiesen  worden,  gehört  unter  Andern  zum  Coefiicienten  von 
•*'**^"""'  als  Bestandtheil  eine  Summe  von  Gliedern,  die  durch  die  Formel  (354)  ausgedruckt  ist, 
^fl  auch  9i  und  r  bedeuten  mögen.  Man  wird  daher  diesen  beiden  Buchstabengrössen  mannigfaltige 
und  positive  Werthe  beilegen  können  und  bewerkstelligt  man  diess  so,  dass  die  Summe  ^i  +  r 
<s  dnen  und  denselben  natürlich  auch  ganzen  und  positiven  Werth  v  behält,  so  gewinnt  man  offen- 
r  lauter  Glieder,  die  alle  zum  CoeSicienten  von  x^+'"'-'  gehörig  sind.  Es  stellt  daher  die  folgende 
einen  Bestandtheil  von  Q  vor,  nämlich  eben  den  der  genannten  Potenz  von  x  proportionalen: 

C  r[r-ir»[r-2]^.   [O]^...  ^^^^^_  , 

^L  0./ß./ ^r.J  "•-'  i 

ß.  +  2/3.  +  3/3»  +  +  r/3,+,  =  «  ^^^ 

(er  =  ß.  +  ß,  +  ß,  + +  ß,,  J 

Denkt  man  sich  nun  noch  überdiess  dem  v  alle  möglichen  Werthe  ertheilt-,   von  Null  an  bis 

nr  und  alle  so  gewonnenen  Summen  addirt,  so  hat  man  das  ganze  Polynom  Q  und  um  diess  in 

"^  combinatorischen  Sprache  anzudeuten,  ist  offenbar  nur  nöthig,  v  in  der  Summenformel  durch  sei- 

i.  Werth  x  +  r  zu  ersetzen,  sodann  aber  die  zweite  der  Bedingungsgleiehungen  auszulassen  und  an 

^r  statt. die  folgende: 

«etzen.  Es  fuhrt  diess  zu  der  gesuchten  Formel  für  Q ,  nämlich : 

^-^  V ß./ß./ ß.../        '^'"-  "        J 

ß,  +  2ß.  +  3ß,  + +  r,3,+.  =  A 

«  +  '•  +  ;'  =  »»  +  «'•  (361) 

(«  =  ß.   +  ß,  +  ß»  + +  ßr+,). 

ihr  wire  znnäehst,  wie  schon  erwähnt,  .  „  .  zn  ermiKeln.  Zu  diesem  Zwecice  legen  wir  uns  den 
^rth  von  Q  abermals  vor  in  folgender  Gestalt,  die  mit  der  unter  (318)  gegebenen  vollkommen 
-atiscb  Ist: 
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0  =  S  [^^x  ^1 

(362)  ^  -■ 

X  -f.  o)  =  n 

Wir  unterwerfen  ihn  der  Reehnungsoperation  des  Differenzirens  nach  9  und  zwar  (n—ß)  HaU  wo- 
durch alle  mit  der  0*«»,   l«ten   (n—ß  —  iyun  Poteaz  von  9  verbundenen  Glieder  wegfallen. 

Diese  schliessen  wir  im  Vorhinein  aus  dadurch«  dass  wir  x  durch  x+n—ß  ersetzen.  Diess  Alles 
durchgeführt  gibt  sodann : 

(363)  äf  L         X.  j 

A.  +  «  =  ß 

oder,  wenn  wir  \  mittelst  der  Bedingungsgleiehung  aus  der  Summenformel  eliminiren, 

(364)  'df^  ^  ^  l(Ki-u,)/   ^—  ^     J 

;i  +  a>  =  ß 

In  diese  Gleichung  nun  substituiren  wir  den  Werth  (330)  von  dC^^,  in  gleichem  deig'enig^  von  9^"**« 
der  aus  der  ersten  der  Formeln  (329)  hervorgeht  dadurch,  dass  man  ß  durch  ß — «>  ersetzt«  und 
erhalten: 

(365)  /3,  +  ß.  +  ß.  +  +  ß^  +  ß^^^  =  ß  _  « 

0  +  r  =  m  +  <«^'* 

X  +  a>  =  ß 

Dass  es  mit  dieser  Formel  dieselbe  Bewandtniss  habe,  wie  mit  der  ffir  Q  unmittelbar  zuvor 
erhaltenen,  schliesst  man  schon  aus  ihrer  Ähnlichkeit;  sie  wird  daher  auch  dieselbe  Behandlung  ver- 
tragen, die  in  der  Einführung  der  mit  A  bezeichneten  Polynome  besteht.  Wir  bemerken  daher,  dass 
die  erste  der  Bedingungsgleichungen  mit  r  multiplizirt  gebe: 

rß,  +  rß,  +  rß.+ +  rß^  +  rß^,  =  r/3  —  r« 

Setzt  man  zudem  in  der  zweiten  r  =  0,  um  dem  e  den  grossten  möglichen  Werth  zu  ertheilen,  so 
wird  sich  der  grösste  mögliche  Exponent  von  x  unter  dem  Summenzeichen  auch  so  schreiben  lassen: 

ö  +  rß,  +  (r—  1)  ß,  + +  ßr  =  »*  +  rß  —  ß,  —  2ß,  —  3ß^  — —  rß^+, 

und  statuirt  man  jetzt  der  Kürze  wegen  so  wie  bei  der  Entwicklung  yon  Q: 

ß. +  2ß,  +  Sß,  + +rß^i  =  ^'; 

so  heisst  der  Exponent  von  x:  m+rß  — ^,  wenn  man  daher  die  Grössen  ßt«  ß««  ^4* ßfs.t 

auf  alle  möglichen  Weisen  so  wählt,  dass  sie  die  vorliegende  Gleichung  erfüllen  und  zwar  für  ein 
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<>rf6llen,  und  sumiDiren  aRe  so  erhaltenen  Glieder,  so  ergibt  sich  der  vollständige  Werlh  von    .  , 
in  combinatorischer  Gestalt: 


d"-'  Q  _  o  f  [r  -  !]'•  [r  —  2]». [O]'--*' 

(968) 


rfy-..    -ö[  ßjßj ß^^,,  ^-.-.       a^  j 

ß,  +  2ß,  +  3ß,+ +  rß,^,  =  « 

«  +  r  +  ;i  =  m  +  ri3 

(^  =  ß.   +  ßa  +  ß*  +    +  ßr+i)- 


Auch  der  früher  gewoDuenc  Werth  von  Q  ist  in  dieser  Formel  enthalten  und  geht  aus  ihr  hervor, 
wenn  man  ß  =  ?i  setzt.  Sie  lehrt  als  wichtiges  Ergebniss,  dass,  wenn  man  im  Besitze  von  Q  ist, 
man  daraus  auch  seine  sämmt liehen  nach  9  genommenen  Differentialquotienten  auf  eine  sehr  einfache 
Weise  ableiten  könne,  dadurch  nämlich,  dass  man  den  Differeutiationsindex  von  einem  jeden  A  ver- 
«rrössert  um  die  Anzahl  der  Differentiationen,  die  dem  Q  zugefugt  werden,  und  jeden  Exponenten  von  x 
um  das  7'-fache  dieser  Anzahl  verringert.  Diess  ist,  wie  gesagt,  eine  wichtige  Wahrnehmung  und  zwar 
zunächst  bei  der  Construction  der  transformirten  Gleichung,  wenn  sie  nur  theilweisen  so  wie  bisher 
jene  des  letzten  Coeflicienten  in  ihren  ersten  und  vorherrschenden  Gliedeni  unternommen  wird.  Gleich- 
wie wir  nämlich  gezeigt  haben,  dass  in  diesem  letzten  Coefficienten,  dem  von  z  —  man  sehe  die 
Gleichung  (325)  —  ein  Glied  gleich  Q  seiner  Gradzahl  nach,  genommen  nach  ar,  vorherrsche,  die  Grad* 

zahl  der  Summe  der  übrigen  um  r  + 1  iiberbiethend ;  so  lässl  sich  auch  dartiiun ,  dass  in  dem  nächst 

1    dQ 

vorangehenden  Coeflicienten,  dem  von  »"  nämlich,  ein  Glied  gleich  — r -— -  auf  dieselbe  Weise  die  ubri- 

gen   in  der  Zahl  seiner  Dimensionen  nach  x  um  r  \-  \    Einheiten  überrage  und  genau  auf  dieselbe^ 
Weise  werden  in  den  Coefficienten  von  «",  z'" %"   die  Differentialquotienten  von  Q: 

1    d*Q          J_  ^  i    d"Q 

2!  rf9*  •  3.'  d9'' n!  d^« 

vorherrschen.  Diess  verstattet  die  Bildung  der  Anfangsglieder  i*  +  i  an  der  Zahl  sämmtlicher  Coeffi- 
cienten aus  den  Anfangsgliedem  des  letzten  unter  ihnen ,  von  denen  sieben  unter  (359)  in  Detail  an- 
geführt und   zur  Bestimmung  von   [r],  [r— -1],  [r— 2] [0]  der  Nulle  gleichgesetzt  worden 

sind.  Es  ist  nämlich  hiezu  weiter  Nichts  nothwendig,  als,  wenn  man  den  zu  s;-^'  gehörigen  Coefficien- 
ten haben  will ,  jedem  der  A  in  eben  den  Formeln  (359)  noch  k  fernere  Striche  hinzuzufSgen  nnd 
durch  die  Factorielle  h!  zu  dividiren.  Diess  Ergebniss  wird  uns  bei  der  Erörterung  der  Ansnahmsfalle 
von  Nutzen  sein.  Bevor  wir  jedoch  zu  dieser  schreiten,  wollen  wir  die  Coefficienten  der  transformirten 
Gleichung  in  %  durch  gehörige  Substitution  der  bereits  unter  (329)  und  (365)  angeführten  polynomi- 

sehen  Werthe  von  9''  ,9"*  und  von  ^-— r  ^"s  (325)  vollständig  absteigend  nach  x  geordnet 

df 

darstellen.  Der  letzte,  zu  %  gehörige  von  ihnen,  aus  dem,  wie  eben  gesagt,  die  übrigen  mit  Leichtig- 
keit abgeleitet  nnd  unmittelbar  niedergeschrieben  werden  können ,  und  der  früher  mit  ^  bezeichnet 
worden  ist,  geht  kraft  dieser  Substitutionen  über  in: 
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X  r^i+*i+'i+**     .  (r iy«+<i+*t+'i+'t+-- .  (r  —  2)*»"*"*"'*"*»"*"»'*".«'*'*»'^  ■  x 

X  [r]* «"*■*»■*" •"***"  .  [r ij^t+T' »+*»+'«+ [r 2]^'"^^*"''*>"^*=^ X 

(^  =  ß.  +  ß,  +  ^,  + +  ,S,.^,) 

ß  +  2y  +  3*  +  4«  +   =  w  ^^®^^ 

ß.  +  2ß,  +  3ß,  + +  rß,,,  =  n 

yt  +•  yt  +  y«  + +  //     =  y 

^  +  ^  +  \  +  +  \-.  =  ^ 


Sucht  man  auch  die  übrigen  auf  eben  dieselbe  Weise  durch  unmittelbares  Substituiren  zu 
ermitteln,  so  ergribt  sich  für  sie  genau  dieselbe  eombinatorische  Summenformei,  nur  unterschieden  durch 
eine  einzige  der  angehängten  Bedingungsgleichungen,  die  erste  nämlich,  die  allgemein  bei  dem  Coef- 
licient^n,   der  zu  z-^^  gebort  und  den  wir  früher  mit  —  ~  bezeichnet  haben,  übergeht  in: 

ß  +  2y  +  3d  +   =  w  ~  p. 

Diese  Wahrnehmung  fuhrt  zu   einer  sehr  einfachen  Bildungsweise  sämmllieher  Coefficienten  aus  dem 
hier  aufgezeichneten  letzten  unter  ihnen;  sie  besteht  darin,  dass  man  allen  A  in  demselben  im  oben- 

angehangten  Differentiationsindex  der  Reihe  nach  1,  2,  3, n  fernere  Striche  anhängt,  und  zu 

gleicher  Zeit  die  Exponenten  der  successiven  Potenzen  von  2r  vermindert  um  Einheiten  r,  2r,  3r,  ...  nr 
an  der  Zahl  und  alle  Glieder  auslässt,  denen  bei  diesem  Verfahren  ncLntlive  Exponenten  des  x  zufal- 
len würden.  Wir  fiberzeugen  uns  von  der  Richtigkeit  dieser  Regel  durch  folgende  Erwägungen.  Gesetzt 
man  habe  die  Bildung  des  Coefficienten  von  z^  der  vorliegt,  üblicherniassen  damit  angefangen,  dass 
man  sich  alle  Auflosungen  der  angehängten  Bedingungsgleichuugen  in  ganzen  positiven  Zahlen  tabella- 
risch verschafft  und  die  Tabelle  derWerthe  vollendet  Die  von  li  stehen  in  der  ersten  Spalte,  die  von 
fft  in  der  letzten;   ohne  an  den  Werthen  der  übrigen  griechischen  Buchstaben  irgend  etwas  zu  ändern. 
vermindern  wir  bloss  sämmtliche  f^^  die  eine  solche  Verringerung  vertragen,  um  p  Einheiten  und  lassen 
die  fibrigen  Gruppen  von  Auflösungen ,  ffir  welche  i:S  durch  eine  solche  Verringerung  l^leiner  ausfallen 
wurde  als  Null ,  weg ;  so  erhalten  wir  aus  der  Tabelle ,  die  der  Bildung  von  ^  zu  Grunde  liegt,  die 
andere,  welche  die  Bildung  von  •-—  begründet,  und  welche  sich  nur  darin  von  der  früheren  unter- 
scheidet, dass  In  ihr  sämmtliche  Zahlen  der  ersten  Spalte  um  p  Einheiten  kleiner  und  sämmtliche 

24  " 
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Zahlen  der  letzten  Spalte  um  rp  Einheiten  geringer  und  uberdem  Glieder  in  gewisser  Anzahl  aasge* 
lassen  sind.  Nun  kömmt  aber  ß  in  der  Summenformel  nur  an  zwei  Orten,  nämlich  im  DÜTerentiationS' 
index  des  A  und  im  Exponenten  von  x^  und  zwar  in  der  Form  rß  vor,  }t  aber  ist  darin  gar  nicht 
vorhanden.  Man  wird  daher  den  bereits  entwickelt  gedachten  Ausdruck  für  j[  in  jenen  fGr  — -^  ver- 
wandelt haben,  wenn  man  dem  A  überall,  wo  dieses  Zeichen  vorkommt,  um  p  Striche  im  Differentia- 
tionsindex mehr  gibt,  und  zugleich  den  Exponenten  von  x  um  rp  Einheiten  verkleinert.  Da  im  Substi- 
tutionsresnltate  der  Natur  der  Sache  nach  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  von  x  nicht  vorkommea 

können,  so  sind  diejenigen  Glieder,  denen  durch  eine  solche  Verringerung  ein  negativer  Exponent  zu- 

t    d^JT 
fallen  wurde,  alle  wegzulassen  und  weil  der  eigentliche  Coefficient  von  %^''^  das  Produkt  — --r-^  ist, 

so  hat  zur  vollständigen  Bildung  desselben  zu  dem  eben  angedeuteten  Verfahren  noch  die  Division  durch 
pl  hinzuzutreten. 

Da  hiemit  die  Bildung  der  transformirten  Differentialgleichnng  als  abgeschlossen  zu  betrach- 
ten ist ,   so  können  wir  zur  Discussion   übergehen  der  Gleichungen  (359) ,  denen   die  Werthe   von 

[r],  [r — 1],  [r  — 2],  [0]  zu  entnehmen  sind,  und  zur  Erörterung  der  verschiedenen  Formen, 

welche  die  particulären  Integrale  der  Differentialgleichung  in  allen  denkbaren  Ausnahmsfällen  anzuneh- 
men vermögen.  Da  wir  diese  Untersuchung  in  S.  2  der  Transformationslehre  in  einzelnen  Beispielen 
umständlich  durchgeführt  haben,  so  können  wir  uns  hier  damit  begnügen,  nur  die  Methode  einer  sol- 
chen allgemeinen  Untersuchung  anzudeuten.  Wir  werden  bei  diesem  Beginnen  durch  die  Andeutangco 
der  Formenlehre  unterstutzt,  welche  mindestens  dazu  dienen  können,  unsere  Erwartungen  festzustellen. 
Es  ist  uns  nämlich  bekannt,  dass  eine  jede  Differentialgleichung  der  n*««  Ordnung  betrachtet  werden 
könne  als  eine  Zusammensetzung  von  mehreren  solchen  von  niedereren  Ordnungen,  nur  muss  die 
Summe  aller  Ordnungszahlen  der  Zahl  n  gleichkommen.  Setzt  man  noch  hinzu,  dass  die  particulären 
Integrale  einer  Differentialgleichung,  in  der  Form  e  gedacht,  auch  irrationale  9  enthalten  können, 
jedoch  gruppenweise,  z.  B.  zwei  abhängig  von  einer  Gleichung  des  zweiten  Grades,  drei  abhangig  von 
einer  algebraischen  Gleichung  des  dritten  Grades  u.  s.  w.,  so  geht  bei  dieser  möglichen  Beschaffenheit 
der  Functionen  ^  unmittelbar'  hervor,  dass  man  im  Verlaufe  derjenigen  Rechnung,  die  gegenwartig  der 
Gegenstand  unserer  Untersuchung  ist ,  und  bei  der  absteigenden  Entwicklung  des  9  auf  Irrational^t^^Ss- 
sen  gelegentlich  stossen  werde,  die  aus  der  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  hervorgehen,  die 
den  n^nGrad  zwar  nicht  übersteigt,  die  aber  jede  niedrigere  Gradznhl  anzunehmen  vermag,  so  jedoch, 
dass  sich  diese  Irrationalgrössen  gegenseitig  ausschliessen  in  dem  Sinne,  dass,  wenn  es  einmal  nadi- 
gewiesen  ist,  dass  die  Functionen  9  von  r  verschiedenen  particulären  Integralen  aus  einer  algebrai- 
schen Gleichung  des  H«n  Grades  als  Wurzeln  hervorgehen,  daraus  unmittelbar  folgt,  dass  die  n  —  r 
fibrigen  9  in  den  annoch  rückständigen  particulären  Integralen  höchstens  durch  eine  cilgebraische  Gloi- 
chang  vom  Grade  n  —  r  zusammenzuhängen  vermögen ;  und  wenn  ferner  dargethan  ist ,  dass  eini^ 
unter  diesen  letzteren,  9  an  der  Zahl,  wieder  unter  sich  durch  eine  algebraische  Gleichung  des  #*"■ 
Grades  verknüpft  sind,  die  übrigen  n  —  r  —  s  Wurzeln  sein  können  nur  von  einer  algebraischen  Glei- 
chung von  el)on  dieser  Gradzahl  n-   r  —  s  u.  s.  w.  Wir  werden  daher  im  weiteren  Verlaufe  der  Rech- 
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Bimg  gelegentlich  Quadrat  ==  dritten,  vierten  Wurzeln  u.  s.  w.  begegnen  können,  gruppenweise  ge* 
hörig  zu  zwei ,  drei  und  vier  particulären  Integralen .  In  welcher  Weise  man  zu  solchen  gelangen 
könne,  sollen  uns  die  Gleichungen  (359)  sagen,  die  wir  erhalten  haben,  die  Coefficienien  der  höchsten 
Potenzen  von  x  in  dem  letzten  Gliede  der  transformirten  Differentialgleichung,  dem  mit  dem  Factor 
%  verbundenen  nämlich,  der  Nulle  gleich  setzend.  An  und  für  sich  genommen  werden  sie  zwar  zu  die- 
sem Zwecke  annoch  unzureichend,  nachdem  man  im  Verlaufe  der  Untersuchung  auch  de>  Anfangs- 
glieder der  Coefficicnten  von  z\  z".  ....  benöthigt.  Nachdem  jedoch,  wie  oben  dargethan,  diese  aus 
den  zn  %  gehörigen  sehr  einfach   dadurch  abgeleitet  werden ,  dass  man  einem  jeden  A  beziehlich  um 

1,  2,  3, Striche  mehr  gibt  und  gleichzeitig  durch   1/,  2/,  3/ dividirt,  so  ist  mit 

der  Kenntniss  des  letzten  Cocflicienten  zugleich  die  der  uhrigen  factisch  errungen,  und  wir  können 
auf  Grundlage  der  Gleichungen  (359)  alsogleich  zur  Discussion  der  transformirten  Differentialgleichung 
schreiten. 

Die  erste  von  ihnen,   die  A„^^=0  nämlich,  hat  nie  mehr  als  n,   manchmal  sogar  weniger 
Wurzeln ,   gehörig  offenbar  zu  ej)en   so  vielen  particulären  Integralen ,  unter  welchen  noch  uberdiess 
gleiche  vorhanden  sein  können,   und   zwar  nicht,  wie  sonst  bei  algebraischen  Gleichungen  ausnahms- 
weise, sondern  in  der  Regel.  Man  nmss  nämlich  in  der  Regel  annehmen,  dass  in  der  Differcjitialglei- 
chnng  nicht  laufer  Ansteigungen  um  r  Einheiten   in  der  Gradzahl  auf  das  Paar,  sondern  auch  andere. 
ganz  und  gebrochen,  positiv  und  negativ  vorkommen,  namentlich  geringere.  Beim  Vorhandensein  dieser 
Letzteren   aber  bekommt  die  Gleichung  ^,„  =  0  jedesmal   eine  gewisse  Anzahl  von  gleichen  Wurzeln 
Nall ,  sd  dass  also  die  *  Fälle   verschiedener  und  gleicher  Wurzeln  in  dieser  algebraischen  Gleichung 
nicht  subordinirte,  sondern  coordinirte  Fälle  sind,  d.  h.  die  ^^  =  0  wird  im  Allgemeinen  jederzeit  eine 
Anzahl  verschiedener  und  eine  gewisse  andere  Anzahl   gleicher  Wurzeln  gewöhnlich  gleich  Null  be- 
sitzen. In  Bezug  auf  die  Ersteren  ist  das  Resultat  der  Untersuchungen  ein  sehr  einfaches ,  für  sie  gibt 
nämlich  die  zweite  der  Gleichungen  (3j9)  den  Werth  von   [r  — 1]  jedesmal  und  unfehlbar,  weil  Ä,„ 
nicht  gleich  Null  ist;  die  dritte  liefert  eben  so  und  aus  dem  Grunde  [r  —  2];  die  vierte  [r  — 3]  u. s.  w. 
bis  zur  (r  —  l)«»««",  der  wir  den  Werth  von  [0]  entnehmen.  Der  unter  (326)  ganz  und  rational  voraus- 
gesetzte Werth  von  <p  mri  also   vollständig  in  allen  seinen  Bestandthciien  erhalten  und  es  zeigt  sich 
auch  nirgends  eine  Spur  einer  Irrationalgrösse  in   dem  Factor  der  zweiten  Classe  des  particulären  In- 
tegrales.   Wenn  also  gleichwohl   in   demselben   noch  eine  solche  vorhanden  sein  könnte,  so  fällt  sie 
offenbar   in  den   multipiicativen   Bestandtheil  der  ersten  Classe  dieses  particulären  Genüge  leistenden 
Werthes.  Gleiche  Wurzeln  der  Gleichung  -4^  =  0  fuhren  zu  viel  mannigfaltigeren  analytischen  Erschei- 
nungen, und  diese  sind  es,  die  wir  hier  bloss  anzudeuten  unternehmen,  nachdem  wir  ohnehin  wissen, 
was   ZB  erwarten  stehe  und  auch  in  speciellen  Fällen  bereits  gesehen  haben,  auf  welche  Weise  sich 
unsere  Erwtrtungen  realisiren.  Nehmen  wir  also,  stets  vom  einfachsten  Falle  beginnend,  an,  es  habe  die 
il^ttsO  zwei  gleiche  Wurzeln,  gieichgiitig  ob' gleich  Null  oder  davon  verschieden,  die  bekannt- 
Ifeh  nueh  iie  A^^^O  erfüllen.   Unter  dieser  Voraussetzung  sehen  wir,  dass  bereits  der  zweiten  der 
Cileiehnngen   (359)   nur  ausnahmsweise  Genüge  geleistet  werden  kann,  dann,  Irenn  der  wiederholte 
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Wurzelwerth  ffir  [r],  der  die  At^=^0^  aoeh  die  ilg|_i  =  0  erfüllt.  Abgesehen  von  diesem  letiteren 
Falle  ergibt  sich  daher  die  vorausgesetzte  Form  von  y»,  nämlich: 

(370)  9  =  M  a?*"  +  [^  -  i]  3P^*  + +  [0] 

schon  bei  dem  zweiten  Gliede  als  unzulisslg.  Es  hindert  aber  Nichts,  die  Transformation  zu  bescbräo- 
ken  auf  das  erste  Glied  von  9 ,  d.  h.  9  =  [r]  x^  anzunehmen.  Erwägt  man  nun ,  dass  fär  das  voll- 
ständige 9  die  Coefficienten  von  s",  e",  s,  respective  der  Schluss  der  Differentialgleichung  in  ihren 
Anfangsgliedern  aufgeschrieben,  aussehen  wie  folgt: 

^«".[^;ar-^  «-)'•+ ]  + 

+  i.  »'  .  [A^  x^^^'^^^'  +  U;„.,  +  [r-  1]  A;J  ar«^'^'*-^''-*  + "I  + 

(371)  1/  L.  J 

+  z.[A^  x^^^''    +    (A^^,  +  [r  -  1]  AJ    x-*^«--    +    (il«.,   +  [r  -  1]  A^,     + 
+  i  [r-  !]•  ^';  +  [r  -  2]  ^i,..)  x-^—  +   ], 

und  statuirt  man  noch  uberdiess,  9  wirklich  auf  sein   erstes  Glied  zurfiekführend : 

[r  -  I]  =  [r  —  2]  =  =0, 

so  gewahrt  man  alspgleich  in  den  vorliegenden  drei  Endcoefficienten  beziehlich  die  Gradzahlen: 

m  +  (»  —  2)  r ,  m  +  (n  —  1  j  r  —  1 ,  m  -{-  nr  —  i , 

also  im  Bereiche  derselben  eine  von  dem  in  der  übrigen  Differentialgleichung  fiblichen  r  verschiedene 
Ansteigung  von  r Einheiten  auf  zwei  Coeffieientenpaare ,  darauf  hindeutend,  dass  fSr  den  dop- 
pelten Wurzelwerth  für  [r]  und  in  zwei  particulären  Integralen  das  absteigend  geordnete  9  nicht  mehr 
den  Werth  (370),  sondern  einen  von  anderer  Form  besitze,  nämlich: 

(372)  9  =  M  a?^  +  [r    -  ^]  ar*^     ^  +  [r  _  1]  ar»^-*  +    

Den  Vorschriften  der  Formenlehre  zufolge  kennt  man  sogar  den  Doppelwerth  von  \r 1.  Er  leistet 

nämlich  der  binomischen  Gleichung: 

Genüge,  und  gehört  in  seiner  positiven  Bedeutung  zu  dem  einen,  in  seiner  negativen  aber  zum  ande- 
ren der  beulen  particulären  Integrale.  Die  Formeln  jedoch,  die  der  gegenwärtige  Paragraph  gebracht 
hat,  dienen  nicht  mehr  zur  Ermittlung  der  übrigen  Glieder  der  beiden  Functionen  9,  und  man  settt 
voraus,  dass  der  Rechner,  um  ihrer  habhaft  zu  werden,  in  der  Regel  zur  Einfuhrung  einer  neuen 
unabhängigen  Veränderliehen  anstatt  der  x,  durch  die  die  IrrationalgrSsse  V  x    herauszuschaQen  >  list. 
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greifen  werde.  Diese  nene Transformation  wird  überflüssig,  wenn  die  vorliegende  binomische  Gleichung 
vermöge  des  bestehenden  A„i_^  =  0  gleiche  verschwindende  Wurzeln  bekömmt,  weil  dann  die  irratio- 
nalen Formen  wieder  in  rationale  übergehen.  Hiervon  überzeugen  uns  die  Gleichungen  (359),  von  wel- 
chen in  diesem  Falle  für  ein  der  ersten  Genüge  leistendes  doppeltes  [r]  auch  die  zweite  identisch  er- 
fQlIt  ist,  die  dritte  aber  in: 

0  =  ^«_.  +  [r  -  1]  A^.,  +  ^  [f  -  iY  AI  (374) 

übergeht,  also  nicht  mehr,  wie  sonst,  [r  —  2]  bestimmt,  sondern  zur  Ermittlung  von  [r— l]  dien! 
und  für  dieses  zwei  in  der  Regel  verschiedene  Werthe  biethet ,  zu  deren  jedem,  falls  sie  wirklich  von 
einander  verschieden  sind,  die  nächstfolgende  der  Gleichungen  (359)  ein  [r  — 2]  u.  s.  w.  hinzufügt, 
so  dass  man  also  auf  keine  widersprechende  Gleichung  und  somit  auch  auf  keine  Irrationalgrösse  mehr 
slösst.  Man  hat  also  wieder  ein  rationales  9  durch  die  gleichen  und  verschwindenden  Wurzeln  einer 
binomischen  Gleichung  herbeigeführt,  nur  reichen  zu  seiner  Berechnung  nicht  mehr  nur  r+1  der 
Nulle  gleich  gesetzte  Anfangscoefficienlen  hin,  sondern  es  sind  deren  r  +  2  vonnothen,  von  welchen  der 
letzte  nicht  mehr  ausschliesslich  zu  Q  gehörig  ist.  Alleiu  auch  die  vorliegende  Gleichung  des  zweiten 
Grades  (374)  in  [r—i]  kann  gelegentlich  gleiche  Wurzeln  haben,  wenn: 

^«-.  +  [r  -  1]  AI  =  0  (375) 

wiri.  Da  dem  zufolge-  der  Coelficient  von  [r  — 2]  in  der  folgenden  in  Null  übergeht,  so  vermag  sie 
nicht  mehr  zur  Bestimmung  dieses  [r  —  2]  zu  dienen  und  geht  sanimt  der  darauffolgenden,  bei  wel- 
chen allen  derselbe  Umstand  eintritt ,  in  eine  widersprechende  über ,  d.  h.  in  die : 

0  =  A^^,  +  [r  ^  1]  A^_,  +  I  [r-  !]•  A^,,   +  ^  [r  -  1]*  A^.  (376) 

Der  Widerspruch,  der  in  ihr  in  der  Regel  liegt,  deutet  darauf  hin,  dass  die  obangeführte  Form  des 
9  unter  (370)  unstatthaft  sei,  jedoch  erst  bei  dem  dritten  Gliede,  daher  man  sich  immer  erlauben 
kann,  den  Werth  von  9  auf  seine  zwei  ersten  Glieder  zu  beschränken,  d.  h. : 

y  =  [r]  x""  +  [r—  1]  x*"-*  (377) 

zu  statuiren.  Thut  man  diess,  so  gewahrt  man  in  den  drei  Endcoefficienten  der  transformirten  Glei- 
rhung,  die  hier  unter  (37t)  vorliegen,  beziehlich  die  Gradzahlen: 

IM  +  (ii  —  2)  r,  m  +  (n  —  1)  r  —  2,  wi  -f-  wr  —  3. 

3 

Sie  weisen  eine  repartirte  Ansteigung  von  r  —  -  auf  das  Coeffidentenpaar  aus ,  deuten  demnach  hin 

2  \ 


auf  zwei  particuläre  Integrale,  denen  die  folgende  Form  der  Function  9  angehorig  ist: 

y  =  Lr]x^  +  [r-l]ar^-*  +  [r--]  x*"    ^+  (878) 
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Gemäss  den  Vorschriften  der  Foniienlebre  lasst  sich  auch  der  Doppelwerth  Von  Ir^ Jangeben,  er 

ist  der  binomischen  Gleichung : 

(379J  ^  A'^  [r  -  |]'  +  ^„..  +  [r      1]  ^;.,  +  \\r^  !]•  A'^,,  +  ^  C»-  ^  0'  ^2  =  0 

entnommen,  und  gehört  in  seiner  positiven  Bedeutung  dem  einen,  in  seiner  negativen  Bedeutung  dem 
anderen  der  beiden  particulären  Integrale  zu,  vermag  jedoch  ausnahmsweise  auch  in  einen  Doppelwerth 
Null  zu  übergehen  und  bewerkstelligt  dann  wieder  die  ZuruckfOhrung  des  irrationalen  9»  auf  eine  ra- 
tionale, ilievon  äberzeugt  man  sich  abermals  durch  die  Gleichungen  (359),  von  welchen  die  erste  ein 
doppeltes  [rn  liefert,  die  zweite  identisch  erfüllt  ist,  die  dritte  einen  Doppelwerth  von  [r — 1]  liefert, 
die  vierte  wieder  identisch  wird,  die  folgenden  aber  der  Reihe  nach  [r  —  2],  [r  —  3],  [r  —  4]  .... 
bestimmen.  Man  hat  also  wieder  zu  thun  mit  einem  rationalen  ^,  nur  genügen  zu  seiner  Berechnung 
nicht  mehr  r'\-{  der  Nulle  gleich  gesetzte  Anfangscoefficienten ,  es  sind  vielmehr  deren  r  +  3  noth- 
wendig  und  die  Letzleren  geboren  nicht  mehr  ausschliesslich  zum  Polynome  Q.  Fahrt  man  auf  diese 
Weise  in  derUntersuchung  fort,  so  sieht  man  die  Irrationalgrösse  y"^  abwechselnd  erscheinen  und  ver- 
schwinden, und  zwar  immer  beim  Auftauchen  gleicher  Wurzeln.  Das  Erscheinen  nämlich  bewirken  gleiche 
Wurzeln  nicht  binomischer,  oder  wenigstens  nicht  nothwendig  binomischer  Gleichungen,  entnommen  dem 
Verzeichnisse  (359)  und  sämmtlich  dem  letzten  Glcichnngscoefncienten  entsprungen,  das  Verschwinden 
wird  immer  durch  das  Vorkommen  gleicher  Null  wurzeln  der  binomischen  Gleichungen  bewirkt,  deren 
Elemente  nach  den  Vorschriften  der  Formenlehre  aus  verschiedenen  Coefficienten  der  Differentialglei- 
chung zusammengesucht  werden.  Andere  Irrationalen  als  V^  kommen  bei  nur  zwei  gleichen  Wurzeln 
der  ^„^  =  0  niemals  vor.  Je  eine  grössere  Anzahl  der  letzterwähnten  binomischen  Gleichungen  gleiche 
Nullwurzcln  biethet,  desto  grösser  ist  auch  die  Anzahl  der  im  Verzeichnisse  (359)  der  ersteren  enthal- 
tenen und  identisch  erfüllten ,  die  dann  auch  nicht  mehr  zur  Bestimmung  eines  Gliedes  der  Function  9 
dienen  können,  und  ersetzt  werden  müssen  durch  einen  der  Nulle  gleich  gesetzten  Coefficienten  einer 
späteren  Potenz  von  x.  Zu  gleicher  Zeit  wächst  die  Anzahl  der  Anfangsglieder  der  Function  9>,  wdche 
zweien  pailiculären  Integralen  gemeinschaftlich  sind,  und  trifft  es  sich  einmal,  dass  das  ganze  unter 
*  (370)  aufgestellte  y  den  zwei  particulären  Integralen  gemeinschafUich  wird,  so  hat  man,  um  zu  den 

Werthen  von  [r],  [r—l]  [0]  zu  gelangen,  nicht  eben  so  viele,  d.  h.  r+1  Anfangsglieder 

des  letzten  Coefficienten  der  transformirten  Differentialgleichung,  sondern  vielmehr  deren  2r-|-l  der 
Nulle  gleich  zu  setzen,  weil  r  an  der  Zahl  der  so  gewonnenen  Bestimmungsgleichungen  unter  solchen 
Umständen  sieh  in  identische  verwandeln. 

Gehen  wir  jetzt  über  zu  dem  nächst  complicirteren  Falle  dreier  gleicher  Wurzebi  der 
Gleichung:  4#«  =  0i  welche  zugleich  auch,  wie  bekannt,  die  -4;^  =  0  und  A'^=^(^  erfüllen  werden. 
Die  zweite  der  Gleichungen  (359)  hört  dann  im  Allgemeinen  auf,  [r—  1]  zu  geben,  und  verwandelt  sieh 
in  die  meist  widersprechende:  ^^.^  =  0.  Es  ist  daher  nicht  erlaubt,  9  in  der  oben  angedeuteten  Form 
(370)  anzunehmen,  und  namentlich  erscheint  dieselbe  schon  bei  ihrem  zweiten  Gliedc,  dem  mit  [r — 1] 
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lenehenen  unzulässig.  Es  hindert  ^f»^  aber  Nichts,  y>  zu  beschränken  auf  sein  erstes  Glied,  d.  k 
^»[rjx**  aDzunehmen.  Um  nun  die  Wirkung  dieser  Substitution  klar  vor  Augen  za  haben,  nebOMOi 
ijr  die  vier  letzten  Coefficienten  der  Differentialgleichung,  nur  in  ihren  Anfongsgliedem  angezeichnet, 
so  wie  sie  dem  vollständigen  Polynome  f  entsprechen,  vor.  Sie  sind: 

l»"'[^;x-^("-:'+ ]  + 

-«-   p  «"  [^;  *"-(»-•>••  +  (^;_.  +  [r-  1]  AZ)  ar-^  "-•;•-'  +  ]  + 

-I-   ~ »'   f^  a.«H(*..)r  _,_  (^^  ^  [r  -  1]   A-J  x-^C»-')*-'  + 

1  •  L 

+  [-^^  +  [r-i]  AI.,  +i[r-ir^;4-tr-2]<_.jx«^vn-or-.+ ]+(380) 

-*-    % [^.x-+-+(^«.»+[r-l]^;jx«+"-'+(^,_.+[r-l]^;.. i [r-l]M:  +  [r-2]^;^  j  x»«"-  + 

-*- ]• 

'^^on  den  übrigen  und  vorangehenden  CoeflFieienten  genügt  es,  zu  bemerken,  dass,  weil  A^  vorausgesetz- 

^«rinassen  von  Null  verschieden  ist,  sie  die  gemeinsame  Ansteigung  von  r  Einheiten  und  zwar  ausge* 

^^^bnt  anf  n  — 3  Paare  bieten  werden,  und  nur  bei  den  drei  hier  vorliegenden  CoelTicientenpaaren 

"^^^rd  ein  anderer  Sachverhalt  eintreten.  Da  nämlich  unter  Voraussetzung  A^  =  A^  =  A!^=:0  und  Ä^ 

"^on  Null  verschieden  die  Gradzahlen  der  vier  letzten  CoeiHcienten  augenscheinlich 

m  +  (n  — 3)  r,       m +•  (»  — 2)  r  —  1,        it4  +  (n— l)r--l,       m  +  nr  —  1 

^^K^d,  so  gewahrt  man  bei  ihnen  eine  gemeinsame  grosste  Ansteigung  von  3r — 1  Einheiten  auf  drei 

^— ^>cfficientenpaare ,  und  somit  von  r Einheiten  auf  das  Paar,  zum  Zeichen,  dass  die  Function  9 

^^^c^ht  mehr  die  ihr  unter  (370)  vorausgesetzte  Gestalt  trage,  sondern  eine  andere  davon  verschiedene, 
^^2-K^stweilen  noch  unbekannte,  von  der  wir  nur  wissen,  dass  sie,  in  zwei  Anfangsgliedern  aufgeschrien 
^^^a,  folgendermassen  aussehe: 

9  =  [r]  x»-  +  [r  —  —1  x^".  (881) 

^^^s  [r]  ist  gleich  der  dreifachen  Wurzel  r  der  A^  =  0  und  dreien  partikulären  Integralen  gemein- 
^^liafUieb,  dahingegen  \r 1  eine  Wurzel  der  binomischen  Gleichung: 


^^;;[r-^f+^-.=.o 


(382) 
25 
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folglich  dreidentig  und  in  diesen  seinen  drei  versctiiedenen  Bedeutungen  eben  so  vielen  particnlären 
Integralen  angehSrig  ist,  zunächst  dazu  dienend^  sie  von  einander  zu  sondern,  ^r  stossen  also  hier 
auf  neue  IrrationalgrSssen  und  zwar  auf  dritte  Wurzeln ,  deren  Erscheinung  unsere  Rechnung  unter- 
bricht und  irgend  einen  andern  Weg  zu  gehen  nöthigt.  Sie  verschwinden  wieder,  so  bald  man  ^1^-1  =  ^ 
hat,  in  welchem  Falle  die  (382)  drei  gleiche  Nullwurzeln  bekommt  und  die  vier  letzten  Differential- 
gleichungscoefficienten  beziehlich  die  Gradzahlen: 

m  +•  (n— 3)  r,       m  +•  (h  — 2)  r  —  1 ,       m  +  (n — 1)  r  —  1 ,       m  +  w  —  2 

bieten.  Die  grösste  Ansteigungszahl  ist  hier:  r — -,  ausgedehnt  auf  zwei  Coefiicientenpaare.  Hierauf 
folgt  noch  die  Ansteigung  von  r — 1  Einheiten  auf  ein  einziges,  nämlich  das  letzte  Paar.  Wir  schlies- 
sen  hieraus  nach  unseren  bekannten  Vorschriften,  dass  bei  zwei  particnlären  Integralen  die  Function  9, 
In  ihren  zwei  Anfangsgliedern  aufgezeichnet,  folgendermassen  aussehe: 

(383)  9  =  ir]x'  +  \r-^^x     ^ 

und  dass  namentlich  \r — -"-l  bereits  doppelwerthig  und  gezogen  sei  aus  der  binomischen  Gleichung: 

(384)  ^-4;  [r  ~1]'+  4',.,  =  0. 

Bei  dem  dritten  particnlären  Integrale  hingegen  besteht  die  Form  (370)  des  9  fort,  und  es 
kann  diese  Function  ohne  Anstand  ganz  aus  dem  Complexe  der  Formeln  (359)  berechnet  werden,  von 
welchen  die  erste  das  dreideutige  [r]  bestimmt,  die  zweite  identisch  wird,  die  dritte  einen  einzigen 
Werth  von  t^  — 1]  liefert,  die  vierte  ebenso  [r  — 2]  bestimmt,  u.  s.  w.,  bis  man  endlich,  um  [0]  zu 
erhalten,  die  (r  +  2)<«  dieser  Gleichungen  in  Anwendung  zieht.  Da  alle  diese  Grössen  in  den  auf  ein- 
anderfolgenden  Gleichungen  den  Factor  A^^^  haben,  welcher  nicht  gleich  Null  vorausgesetzt  wird, 
so  geht  diese  Berechnung  des  9  ohne  Hindemiss  von  statten.  Wäre  dagegen  zufälligerweise  auch 
^'„i.i  =  0,  so  hätte  diess  alsogleich  zwei  verschiedene  gleiche  Wurzeln  der  algebraischen  (384)  zur 
Folge,  womit  wieder  eine  Formänderung  des  9  verknüpft  ist;  es  verschwinden  nämlich  die  Quadrat- 
wurzeln aus  demselben  und  machen  Cubik  würz  ein  in  dreien  particulären  Integralen  Platz.  In  der 
That  bieten  dann  die  vier  letzten  Differentialgleichungscoefficienten  die  Gradzahlen: 


m  +  (n  — 3)r,.    m  +  (n  — 2)r—  1,       m  +  (n— l)r  —  2,       m -^  nr  —  2 

r — 2 
einer  gemeinschaftlichen  grSssten  Ansteigung  von Einh 

hat  also,  in  ihren  zwei  Anfangsgliedern  aufgezeichnet,  die  Form: 


r — 2 

mit  einer  gemeinschaftlichen  grSssten  Ansteigung  von Einheiten  auf  das  Paar.  Die  Function  9 

3 


(385)  9  =  M  x^  -^^r-  -]  X 


2 
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mit  eindeutigem  [r]  und  dreideutigem  [^  —  7]«  weil  es  eine  Wurzel  ist  der  binomisclien  Gleichung: 

Aueh  diese  dritten  Wurzeln  Tersebwinden  wieder,  wenn  die  letzterwabnte  binomische  Glei- 
chung gleiche.  Null  wurzeln  bekonmit,  was  dann  der  Fall  ist,  wenn  nebst: 

auch  noch  ^1^,^=0  ausfallt,  und  machen  einer  rationalen  Form  Platz.  Von  den  Bestimmungsgleichun- 
gen (359)  werden  dann  die  zweite  und  die  dritte  identisch,  während  die  vierte  in  die : 

0  =  4«..  +  [r--  1]  ^,.  +  ^  [^-  0'  ^;-,  +  ^  [r-  1]'  AZ  ( 

verwandelt,  drei  Werthe  für  [r — 1]  liefert,  die  augenscheinlich  dreien  particulären  Integralen  ange- 
boren. Sind  diese  von  einander  verschieden,  so  gibt  die  fünfte  der  erwähnten  Bestimmungsgleichungen 
für  [r — 2]  einen  Ausdruck,  der  durch: 

^U-.  +  [r  -  1]  Al,^,  +^[r-  !]•  AZ  '  ( 

gebrochen  ist.  Die  darauffolgende  sechste  gibt  einen  ebenso  gestalteten  Werth  von  [r— 3]«  die  sie- 
bente von  [r— 4]  u.  s.  w.,  bis  man  endlich  der  (r-f-3)*«"  den  Werth  von  [0]  entringt.  Man  sieht 
sich  daher  zu  einer  rationalen  Form  zuriickgefuhrt,  den  Fall  ausgenonmien ,  wo  die  (387)  gleiche 
Wurzeln  hat,   entweder  zwei  oder  drei  an  der  Zahl,  weil  dann  der  hier  aufgezeichnete  gemeinsame 

Nenner  der  Werthe  von  [r— 2],  [r  — 3], der  Nulle  gleich  wird,  wodurch  alle  unbrauchbar 

gemacht  werden. 

Der  aufmerksame  Leser  sieht  jetzt  schon ,  was  der  fernere  Verfolg  der  Rechnungen  bringen 
kann.  Nachdem  er  die  Erfährung  gemacht  hat,  dass  beim  Vorhandensein  dreier  gleicher  Wurzeln  zwi- 
schen das  Glied  mit  x^  und  mit  x^~^  sich  irgend  ein  anderes  einzuschalten  vermag  mit  einer  der  Po- 

r^y        r-i         r-^ 

tenzen  x  ',  a?  ' ,  x  *,  so  wird  sich  ihm  daraus  von  selbst  ergeben,  dass  auch,  durch  gleiche 
Wurzeln  herbeigeführt,  zwischen  x^~^  und  oet^*  Glieder  zu  erscheinen  vermögen  mit  x  *,  x  \ 
X  '  '  u.  s.  w.  Sind  solche  nicht  vorhanden,  was  wieder  beim  Vorhandensein  gleicher  Wurzeln  statt 
hat,  so  wird  nicht  nur  der  Coefficient  [r— 1],  sondern  auch  [r— 2]  durch  zwei  Gleichungen  ver- 
weigert, die  aufhören,  Bestimmungsgleichungen  zu  sein,  und  identisch  erfüllt  sind.  Man  ist  also  genöthigt, 
[r— 2]  zu  ziehen  aus  der  siebenten  dieser  Gleichungen,  die  dann,  als  nach  diesem  [r— 2]dem  dritten 
Grade  angehörig,  dafür  drei  Werthe  liefern  wird,  unter  denen  auch  gleiche  vorhanden  sein  können.  Zwei 
gleiche  fähren  Quadratwurzeln  ein,  drei  gleiche  hingegen  Cubikwurzeln.  Andere  als  diese  den  Gleichun- 
gen des  zweiten  und  dritten  Grades  zukommende  Irrationalgrössen  kommen  nicht  vor,  und  diese  erschei- 
nen desto  spater,  je  öfter  man  gleichen  Nullwurzeln  der  binomischen  Gleichungen  begegnet  ist,  und  je 

25  • 
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ffiahrere  der  im  Complexe  (350)  eDthaltenen  ihren  Charakter  als  Bestimmiuigsgleichiiiigeii  verioren 
haben,  und  identisch  geworden  sind.  Die  Bestimmung  von  [r—  1],  die  sonst  der  zweiten  dieser  Glei- 
chungen obliegt,  Icann  aber  nicht  nur  von  dieser  zweiten,  sondern  auch  von  der  darauffolgenden  dritten 
durch  Identischsein  verweigert  werden.  Ebenso  Icönnen  dann  die  fünfte  und  sechste  zur  Bestimmung  von 
[r  —  2]  sieh  als  untauglich  erweisen,  indem  sie,  identisch  erfüllt,  Bestimmongsgleiehungen  zu  sein 

aufhören  u.  s.  w.   Die  Coefficienten :  [r — l]f  [t*  — 2], [0],  die  r  an  der  Zahl  sind,  koaneo 

daher  durch  2r  Gleichungen  verweigert  werden.  Man  wird  somit  zur  vollständigen  Bestimmung  des 
9  mindestens  r+i  und  höchstens  3r  +  i  gleich  Null  gesetzte  Anfangsglieder  des  letzten  Coefficienten 
der  transformirten  Differentialgleichung  benothigen,  und  namentlich  3r  + 1  nu^r  in  denyenigen  PftUe,  wo 
dasselbe  rationale  9  enthalten  in  der  Form  (370)  allen  dreien  particulären  Integralen  gemeinsehaft- 
lich  zugehört,  so  dass  dieselben  sich  nur  in  einem  Factor  der  erten  Classe  unterscheiden. 

Hat  man  einmal  Einsicht  gewonnen  in  den  Rechnungsgang  bei  zwei  und  drei  gleichen  Wur- 
zeln der  ^1^=0,  so  ist  es  nicht  mehr  schwer,  auch  bei  vieren  und  mehreren  solchen  die  Erschei- 
nungen  des  Calculs  vorauszusehen.  Man  erschliesst  in  der  That  zunächst  aus  dem  Umstände,  dass 
vier  gleiche  Wurzeln  vorhanden  sind,  dass  in  vier  particulären  Integralen  dasselbe  Anfangsglied 
von  9 ,  nämlich  [r]  x^  vorkömmt.  Das  nächstfolgende  [r  —  1]  x^'^  wird  aber  nur  dann  demselben  an- 
gehören, wenn  die  zweite,  dritte  und  vierte  der  Gleichungen  (359)  ihren  Charakter  als  Bestimmangs- 
gleichnngen  verloren  haben  und  identisch  geworden  sind,  worauf  dann  die  fünfte,  als  nach  [r — 1] 
dem  vierten  Grade  angehörig,  vier  Werthe  dieser  Grösse  litfem  wird.  Werden  diese  erwähnte«  drei 
Gleichungen  nicht  identisch,  wenigstens  nicht  alle,  so  ist  auch  das  9  schon  bei  dem  zweiten  Gliede 
nicht  mehr  rational ,  und  es  verdrängen  sich  bei  dem  successiven  Uentisehwerden  erst  der  zweiten, 
dann  der  dritten,  endlich  der  vierten  von  ihnen v  vierte,  dritte  und  zweite  Wurzeln  gegenseitig  In 
leicht  zu  bestimmender  Reihenfolge.  Anderen  IrrationalgrSssen  jedoch  begegnet  man  nicht.  Hat  man 
wirklich  vier  von  einander  verschiedene  [r — 1]  gefunden,  durch  die  sich  die  vier  particulären  Inte- 
grale von  einander  unterscheiden ,  so  bleiben  auch  alle  vier  Polynome  9  in  den  späteren  Gliedern  bis 
[0]  rational.  Gleiche  Werthe  far  [r — 1]  Megegen  fuhren  dieselben  Irrationalgrössen :  vierte,  dritte 
und  zweite  Wurzeln  nämlich  wieder  ein.  Soll  sich  die  rationale  Beschaffenheit  des  9  ausdehnen  Ms 
auf  das  dritte  Glied  [r  —  2]af''*^  m  Ist  fiberdem  noch  nothwendig,  dass  die  sechste,  siebente  and 
achte  der  Gleichungen  (359)  die  Eigenschaft,  eine  Bestimmungsgleichung  zu  sein,  vertiere,  worauf 
dann  die  neunte  für  [r— 2]  -wieder  der  Werthe  vier  liefern  wird.  Sind  diese  von  einander  verschie- 
den, 80  bleibi^n  df e  >9  wieder  rational,  verlieren  aber  diese  Beschaffenheit,  wenn  unter  den  [r  —  2] 
gleiche  vorkommen  u.  s.  w.  Allgemein  fordert  ein  jedes  fernere  Glied  von  9,  wenn  es  allen  diesen 
vier  Functionen  gera^fndtihaftlieh  sein  soll,  einen  Verlust  von  drei  Bestimmungsgleiehmgen  durch  Uen- 
tischwerden.  Soll  dabir  der  gak»e  -Factor  zweiter  Classe  e  vieren  particulären  Integralen  gemein- 
sehafllich  angehören,  unter  9  den  Werth  (370)  verstanden,  den  wir  ihm  ursprunglich  gegeben  hallen, 
so  fordert  diess  einen  Verlust  von  Bestimmnngsgleichungen  3r  an  der  Zahl,  die  durch  der  Nulle  gleldi 
gesetzte  spätere  Coefficienten  ersetzt  werden  müssen,  wodurch  man  zum  Schlüsse  gelangt,  dass  znr 
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VoÜbtSndlgen  Bestimmuiig  des  ganzen  Polynomes  f  mindestens  r-f-1  and  hSehstens  4r+l  Anfangs- 
gUeder  des  letzten  Coeißeienten  der  Differentialgleichung  berechnet  nnd  der  Nnlle  gleich  gesetzt  wer- 
den mnssen.  Diese  Andeutungen  mögen  genügen,  um  den  Rechner  vorläufig  zu  orientiren. 

Wenn  es  nun  auch  dem  Gesagten  zufolge  nicht  nothwendig  ist,  mehr  als  einen  gewissen 
Theil  des  letzten  Coefficienten  der  transformirten  Diflerentialgleichung  zu  besitzen,  um  den» voUstandi- 

ffdx 

gen  multiplicativen  Bestandtheil  zweiter  Classe  e  zu  bestimmen,  so  weiss  man  doch  selten  im  Vor- 
aus, wie  ausgedehnt  dieser  Bestandtheil  sei,  d.  h.  aus  wie  viel  Gliedern  er  bestehe,  und  andererseits 
benothigt  man  der  ganzen  transformirten  Differentialgleichung,  wenn  man  die  annoch  rfickständigen 
Factoren  erster  Classe  der  particulären  Integrale  kennen  lernen  will.  Die  Formel  (369)  gibt  nun  zwar 
zunSchst  den  letzten  Coefficienten,  und  dann  durch  einfaches  Hinzufügen  von  Strichen,  Verminderung 
der  Exponenten  von  x  und  Strichen  gewisser  Glieder  auch  die  übrigen  CoeflFicienfen  alle.  Diese  Formel 
erscheint  aber  wegen  der  angehängten  vielen  Bedingungsgleichungen  auf  dem  ersten  Anblicke  dermas- 
sen  complicirt,  dass  man  leicht  an  ihrer  practischen  Anwendbarkeit  zweifeln  konnte;  eine  leichte  Be- 
kanntschaft mit  ihr  jedoch  in  spcciellen  Fällen,  wie  sie  in  der  Rechnungspraxis  vorzukommen  vermö- 
gen, in  denen  die  ganze  Zahl  r  stets  einen  massigen  numerischen  Werth  hat,  und  wodurch  ein  gros- 
ser Theil  dieser  Bedingungsgleichungen  wegfällt ,  überzeugt  uns  leicht  vom  Gegentheile.  Damit  jedoch 
auch  der  Leser  diese  Überzeugung  gewinne ,  wird  es  gut  sein ,  wenn  auch  nicht  die  Formel ,  so  doch 
die  Bedingungsgleichungen  für  die  einzelnen  Fälle:  r  =  0,  i,  2,  3  speciell  aufzuzeichnen.  Den  fall 
r=o  ausgenommen,  wo  sie  zusammenschrumpfen  in  eine  einzige  nämlich  T'\-}i^=:im  lassen  sie  sich 
stets  zurückfuhren  auf  deren  nur  zwei  und  diese  zwei  sind  beziehlich  fflr  r=  i ,  2,  8: 

r  =  1 ,        /iJ  +  2y.  =  w,        ß,  +  r  +  ,1  =  m  —  ß 

r  =  2,        ß  +  2  (y,  +  /.)  +  3A,  =  »,        ß,  +  2ß,  +  r  +  ;x  =  m  -  2^ 

r  =  3,         ß  +  2(y.  +  y.  +  y,)  +  3(^-f-c\)-h4«,=W,         ß.  4-2/3.  +  3ß^+r+/*  =  iU- 3ß 

mid  es  steht  der  Aufflndung  aller  ihnen  entsprechenden  Auflosungen  in  ganzen  positiven  Zahlen  keine 
erhebliche  Schwierigkeit  entgegen. 

Die  in  diesem  Paragraphe  vorgetragene  Analysis  beschränkt  sich  auf  die  genaue  Erörterung 
des  Falles,  wo  sämmtliche  Gleichungscoefficienten  rationale  und  ganze  Functionen  von  x  und  noch 
fiberdiess  das  mit  9  bezeichnete  Polynom  rational  und  ganz  ist.  Sie  zwingt  also  den  Rechner,  alsogleich 
abzubrechen,  wie  ihm  irgendwie  Irrationalgr5ssen  entweder  in  den  Gleichungscoefficienten  vorkommen, 
oder  im  Verlaufe  der  Rechnung  in  die  Function  9  hineinfallen ;  setzt  daher  voraus ,  dass  derselbe  ge- 
legentlich entweder  von  einer  anderen  Transformntionsweise  Gebrauch  machen  werde ,  die  wo  möglich 
geeignet  ist,  die  IrrationaIgr5ssen  aus  der  Gleichung  oder  den  Grössen  9  herauszuschaffen,  oder  einen 
anderen  Weg  der  Rechnung  einschlagen  wird ,  nieht  die  irrationalen  ^ ,  die  bekanntlich  bei  einer  ra- 
tionalen Gleichung  gruppenweise  vorkommen,  sondern  vielmehr  die  rationale  algebraische  Gleichung 
aaehend,  welche  diese  irrationalen  ^  zu  Wurzeln  hat. 

Es  kann  nun  wohl  die  Frage  entstehen^  ob  diese  Beschränkung  nnserer  Analysis  auf  ratio- 
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nale  Formen  aothwendig  sei,  und  ob  man  nicht  etwa  auch  im  Stande  gewesen  wäre,  eine  irmtioBale 
Differentialgleichung  zu  transformiren  und  die  ihren  particulären  Integralen  entsprechenden,  gleichviel 
ob  rationalen  oder  irrationalen  Werthe  von  9  au&ufinden.  Diese  Frage  muss  wohl  in  einer  gewisson 
Beziehung  beantwortet^  werden  mit  Ja;  es  wird  jedoch  nicht  überflüssig  sein,  wenn  wir  auf  die  Schwie- 
rigkeiten ^ines  solchen  Beginnens  hier  zuvörderst  aufuierlcsam  machen,  bevor  wir,  wie  diess  ins  Werte 
gesetzt  werden  könne,  andeuten. 

Man  bedenke  daher  zuvörderst,  dass  es  Irrationalgrössen  in  den  mannigfachsten  Gestaltungen 
gibt:  Wurzeln  unter  anderen  Wurzelzeichen,  die  vielleicht  wieder  mannigfach  aggregirt  unter  anderen 
Wurzelzeichen  stehen.  Hieraus  folgt,  dass  es  unmöglich  sei,  über  die  Form  solcher  irrationaler  Coef- 
ficienten  eine  mehr  als  sehr  specielle  Voraussetzung  zu  machen,  und,  analytisch  ausgedruckt,  in  die 
Rechnung  niederzulegen.  Irrationalgrössen,  wie  etwa  \x  \\l  die  Coefficienten  hineinwerfen,  das  biesse 
einen  vier  zu  speciellen  Fall  zum  Gegenstande  der  Erörterung  machen,  und  die  gewonnenen  Besol- 
täte  würden  alsogleich  nicht  mehr  passen,  wie  auch  nur  eine  Differentialgleichung  vorläge,  die  ein 
Paar  sehr  einfache  Irrationalausdrficke ,  wie  V^  +  a  und  V^  +  6  enthielte.  Hieran  knüpft  sich  eine 
zweite  Bemerkung :  so  lange  nämlich  die  Function  9  eine  ganze  und  algebraische  Function  von  x  isr, 
bleibt  es  gänzlich  gleicbgiltig,  ob  dieses  9  absteigend  nach  Potenzen  von  ar,  oder  absteigend  naeh  Po- 
tenzen von  X  —  OL  geordnet  vorausgesetzt  wird.  Es  ist  in  dem  einen,  wie  in  dem  anderen  FaUe  ein 
geschlossener  algebraischer  Ausdruck.  Diess  hört  aber  auf,  gleicbgiltig  zu  sein,  wie  9  irrational  wird« 
dann  kann  es  vielleicht  absteigend  nach  Potenzen  von  ar  — a,  oder  theilweise  nach  x'±a*  oder  sonst 
wie  geordnet  einen  brauchbaren,  selbst  geschlossenen  Ausdruck  liefern,  während  es  auf  jede  andere 
Weise  hingestellt  zur  Discussion  der  Differentialgleichung  wenig  oder  gar  Nichts  beiträgt.  Es  lässt  sich 
daher  durchaus  nicht  im  Voraus  bestimmen,  was  der  Rechner  anzufangen  habe  mit  einem  irgend  wie 
im  Calcul  aufzusuchenden  irrationalen  9  und  die  Behandlung  desselben  wird  erst  durch  die  jedesmaligen 
Umstände  näher  bestinmit. 

Sollte  indess  Jemand  wünschen,  bei  einer  wie  immer  gestalteten  irrationalen  Differentialglei- 
chung sich  die  Werthe  von  9  zu  verschaffen,  absteigend  nach  Potenzen  von  oc  mit  gebrochenen  Exj^nenten 
geordnet,  so  ist  diess  allerdings  möglich  und  es  dient  Folgendes  zur  B^rundung  des  hiezu  einznschla* 
genden  Verfahrens :  Man  bekümmert  sich  zuvörderst  um  die  Gradzahlen  der  Coefficienten,  die  gebro- 
chen sein  können.  Um  sie  zu  ermittebi,  wird  es  aber  mitunter  nothwendig  sein,  die  angedeuteten  Wnr- 
zelausziehungen  vorzunehmen  in  absteigender  Reihenform,  diess  jedoch  meistentheils  nur  in  Einem  oder 
in  ein  Paar  Anfangsgliedern,  höchstens  so  vielen  nämlich,  als  nothwendig  sind,  um  des  Gliedes  mit 
der  höchsten  Potenz  von  x  in  einem  jeden  Coefficienten  habhaft  zu  werden.  Nun  betrachte  man  die 
in  der  Gleichung  vorhandenen  Ansteigungen  und  Abfälle  und  construire  wiie  gewöhnlich  das  normale 
Polygon,  um  dadurch  zur  Kenntniss  sämmtlicher  ^nsteigungszahlen  r  zu  gelangen,  so  hat  man  eine 
theilweise  Kenntniss  des  Anfangsgliedes  [rix"*  einer  jeden  Function  9,  die  dadurch  vervollständigt 
wird ,  dass  man  auf  die  bekannte  Weise  den  Coefficienten  [r]  bestimmt  aus  deiyenigen  Anfangsglie- 
dern der  Pifferentialgleichungs-Coefficienten,  deren  Gradzahlen  geometrisch  als  Ordinaten  constrnirt. 
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das  normale  Polygon  erreichen.  So  hat  man  also  die  Anfangsglieder  sämmtlieher  Functionen  <p.  Nun 
erideae  man  eine  von  ihnen,  die  man  näher  kennen  zu  lernen  wünscht,  —  [r]x^  sei  eben  das  An-* 
fiuigsglifid  ihres  f  —  and  transformire  die  Differentialgleichung  vermittelst  der  Substitution : 

f{r\x''4x 

y  =  e  .%. 

Unsere  Formel  (325)  in  Verbindung  mit  (319)  gibt  das  Resultat  derselben,  wenn  man  sich  unter  9 
eben  den  monomischen  Werth  [r]  x^  vorstellt,  und  es  ist  hiebei  nicht  nöthig,  die  Irrationalgrossen  in 
den  Gleichungscoefficienten  in  entwickelter  Gestalt  zu  haben.  Diese  werden  daher  auch  in  der  trans- 
formirten  Gleichung  noch  erscheinen,  die  Anzahl  derselben  noch  um  eine,  nämlich  die  x^  noch  ver- 
mehreij^.  Cber  den  Charakter  derselben  ist  zu  bemerken:  alle  höheren  Ansteigungen ,  als  die  um 
r  Einheiten  in  der  Gradzahl,  finden  sich  ungeändert  in  beiden  Gleichungen,  in  der  gegebenen  in  y 
and  in  der  transformirten  in  %.  Alle  geringeren  Ansteigungen,  als  um  r  Einheiten,  sind  in  solche  von 
r  Einheiten  übergegangen  und  nur  diejenigen,  welche  gerade  r  Einheiten  betrugen,  können  sich  in 
geringere  verwandelt  haben.  Diese  sind  es  nun,  die  man  auf  dieselbe,  eben  erwähnte  Weise  näher  zu 
bestimmen  hat  Irgend  eine  von  ihnen  mag  z.  B.  «  Einheiten  betragen,  wo  «•<f*  ist,  so  bekömmt 
man  jetzt  ein  zweites  Glied  des  gesuchten  9  in  der  Form  \ßi\QC^^  dessen  Coefficient  [«]  wieder  auf 
dieselbe  Weise  bestimmt  wird,  wie  der  iVuhere  [r]  und  so  erhält  man,  die  Rechnung  fortsetzend,  durch 
eine*Reihe  von  Transformationen  je  ein  Glied  der  gesuchten  Function  9,  bis  die  Ansteigungen  r,  «,  ... 
in  Abfalle  um  die  Einheit  oder  mehr  als  die  Einheit  obergegangen  sind. 

§.  10. 
BelVeioDg  von  eioein  Factor  zweiter  Classe,  wie  e   ^^"^K 

Die  Function  9  bei  dem  in  der  Form  e  gedachten  particulären  Integrale  vermag  auch 
gelegentlich  eine  gebrochene  zu  sein  und  hat  dann  bekanntlich  die  Eigenschaft,  für  einen  endlichen 
Werth  von  x  unendlich  werden  zu  können,  z.  B.  für  a?  =  a,  wenn  x  —  ol,  erhoben  zu  irgend  einer 
Potenz,  im  Nenner  des  9  erscheint.  Diesen  für  x^=a  unendlich  werdenden  Bestandtheil  des  9  kann 
man  aber  immer  in  Gestalt  einer  Summe  von  algebraischen  Brüchen  absondern,  woraus  sich  dann  ein 
Factor  zweiter  Classe  und  anderer  Art  ergibt,  verschieden  von  demjenigen,  den  der  vorige  Paragraph 
aufzufinden  lehrt  und  dem  auch  nicht  die  Gradzahlen  der  Coefficienten ,  sondern  die  Zusammensetzung 
derselben  aus  einfachen  Factoren  x  —  a  kennzeichnet,  der  sogar  mit  eben  demselben  der  Natur  der 
Sache  nach  in  gar  keinem  Zusammenhange  steht,  d.  h.  mit  ihm  gar  kein  Glied  gemeinschaftlich  ha't, 
und  den  zu  kennen  jedenfalls  nothwendig  ist,  wenn  man  die  particulären  Integrale  in  einer  jeden  Be- 
ziehung von  der  zweiten  zur  ersten  Classe  herabbringen  und  hiemit  die  Integration  einleiten  will. 
Man  schliesst  bekanntlich  auf  solche  particuläre  Integrale  mit  (x — a)"*  im  Nenner  des  9,  und  zwar 
auf  deren  r  an  der  Zahl,  wenn  die  Anfangscoefficienten  der  Differentialgleichung  an  Factoren  ar~a 
der  Reihe  nach: 
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rm.       (r  — l)ifi,       (r  —  i)m,        2m,       m,        0 

begitzen,  wenn  sohin  ein  gemeinschaftlicher  Abfall  von  m  Einheiten  auf  Aas  Ceeffleientoepaar  fidi 

bemerklich  macht  Wir  werden  von  der  Voraussetzung  eines  solche»  Vorkommens  ausgeheik  Bna  flp«- 

cielle,  was  in  derselben  liegt,  wird  aber  desshalb  der  Allgemeinheit  unserer  Untersuchungen  nicht 

schaden,  weil  wir  von  der  Annahme  gleicher  Abfälle  sehr  leicht  zur  Voraussetzung  ungleicher  solcher 

durch  Nullsetzen  gewisser  Coefficienten  den  Weg  finden  werden.  Wir  wollen  femer  m  betrachten  ab 

ganze  Zahl,  indem  wir  annehmen,  dass  man  an  irgend  einer  Polygonseite  etwa  vorhandene  gebrocheike 

* 
AbfSlIe  durch  Einfuhrung  einer  neuen    unabhängigen  Veränderlichen  in  ganze  verwandelt  hat  Den 

Werth  ffi=l  schliessen  wir  aus,  weil  sich  bei  solch*  einem  m  aus  den  gebrochenen  f  nur  der  Plar» 

tialbruch absondern  lässt,  der  dann  integrirt  zunächst  zu  einem  Logarithmus  im  Eiq^neiiten 

X  —  a 

der  Exponentielle,  dann  aber  zu  einem  Divisor  (x—a)^  des  particulären  Integrales  Veranlassung  gibt, 
und  der  nicht  zur  zweiten,  sondern  zur  ersten  Functionsclasse  gehört,  und  dessen  Aussonderung  wir 
bereits  in  S.  8  erledigt  haben.  Unser  n  ist  daher  der  naturlichen  Zahlenreihe:  2,  3,  4,  5,  ...  ent- 
nommen und  wir  nehmen  in  der  allgemeinen  Differentialgleichung  particuläre  Integrale  an,  r  an  der 
Zahl,  die  alle  die  Form  tragen: 


(389)  y 


(x-a)- 


Die  Summe  von  algebraischen  Brüchen  also,  die  man  von  r^ r;^  abzuziehen  hat,  um 

(jT— a)* 

einen  Rest  zu  erhalten,  der  für  j?  =  a  nicht  mehr  unendlich  wird,  trägt  daher  die  Gestalt: 

[m]  [m— 1]  [w  — 2]  [I]  P 


(3W)  (x  — a)"»  ^  (x  —  ay-'  "^  (x  — a)"*-»  "*"    "^  flp  — a  ~  (x—  a)"* ' 

allwo  somit: 
(391)         P  =  M  +  \m-\]  (x-a)  +  [ifi-2]  (x-a)«  +   +  [1]  (ar-a)*"* 

ist,  und  aufsteigend  nach  x  —  a  geordnet  erscheint,  eine  Weise,  in  der  wir  uns  auch  die  Gleichungs- 
coefficienten :  5G„ ,  06;^-, ,  X;,., , öG^ ,  5&p  hingestellt  denken  wollen.  Sie  werden  dann  zerfal- 
len in  zwei  Classen.  Die  anfanglichen  r  an  der  Zahl  werden  beziehlich  mit  den  Potenzen: 

{x  —  ay^,    (x  —  ayr-om^    (a._ayr-.«i (a:  — a)«~,    (ar  — a)« 

anheben,  die  übrigen  beginnen  mit  einem  Gliede  ohne  x — a.  Wir  werden  daher,  so  wie  in  S.  8, 
das  Gleichungspolynom  darstellen  als  ein  Aggregat  von  zwei  Summen,  annehmend,  dass: 

f39«)     3&«  =  (ar-a)'''«3(;;    SG«.,  =  (x-ay*^-*^«  5G ;     Ä;«-r+i  =  (a?-a)~3G,    ä;^^  =  ä; 

^         '  n  Ji— 1  ii— r+t  n-r 

ist.  Die  DiiTerentialgleichaog  in  2^  ist  mit  diesen  CoeflTicientenwerthen  die  folgende: 

(x — a)""  5G  .  «^"5  +  (a?  -  a)«»^''"*  5G  .  y«""*-  + +  (x  —  a)"  56y^"-"+'>  +  3G  y  "-•'  + 

(393) 

+  5G^.  y"-«-'^  +  5&„.,_.  y'"--^  + +X,y=^Q, 

oder  in  combinatorischer  Ausdrucksweise: 
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a-|-«>  =  r  a-+-««)  =  n  —  r— .  1 

Hier  tragen  die  vorkommeaden  X>  sämmtUoh  dnerlei  Gestalt;  sie  sind  nämlicb  die  naokrolgendei 
PMyiieme,  die  man  sich  li^enzt,  oder  ancli  unbegrenzt  denlien  kann: 

Ä=      [«,03      +     [n,l](a:-«)    +      [n,21(a?-a)»     + =Sj[M]  (« -  «Vj 

Ä  =  [n— 1,0]  +  [n— 1;1J  (a?-a)+  [n-1,2]  (a?-a)*+ =Sj[»»-M]  («-«)') 

^  =fe[»-r+l,0]  +  [n-r+l,l](ar— a)  +  [n— r+l,2](a:— «)»+ =S|[n— r+l,e] (sc— a)'|  (»») 

Ä,«  [»  —  r,0]  +  [n-r,l]  (ar-a)+  [n— r,2]   (a:-^)*+ »Sit»»-'''«]  («?-«)'  j 

Ä^  =      [0,0]        +      [0,1]  (a?-a)      +       [0,2]  (x-a)*     + =  S|[0,ö]  (x  -  a)^ j 

/Pite 
^^"""^  gesehieht   offenbar  vermittelst   der 

SobstitiitiOB: 

r  pdx 
y  =  e^(^-T.,.  (S96) 

^^  iat  ein  specieller  Fall  der  im  verhergehenden  Paragrapbe  durchgeführten,  deren  Besnltat  die  Trans- 
ft^nnirte  (325)  in  %  war.  Wir  werden  daher  auch  hier  «u  einer  ähnlichen  Transformirten  gelangen, 
^e   ^e  (325)  ist,  nur  werden  in  derselben  anstatt:  9',  9",  9'" beziehlich  erscheinen  die: 


—  (   ^    )    —  (   ^   )    —  (   ^    ) 


^s    mit  Q  bezeiclinete  Polpom,  welches  gegeben  ist  durch  die  Gleichung  (318),  wird  nach  EinfSb- 
'luts  des  Wertiies: 

"^^^obl,  wie  auch  der  unmittelbar  »ben  für  %„ ,  dG«.. ,  dG„-, ,  . . .  ^  angenommenen  Werthe  (392) 
"**»  verwandeln  in: 

(?     —       (X  —  ay'^>"  SC-P»  +  (a?  -    ay-»'"  XJT-'  +   +  (»— a)^'^'»'  5£P"-^  + 

n  n-i  n-r 

+  (a?  -  a)('-*+'^'"  5G„^,  J»""^-'  +  (ar  -  a)^«-^»-'"  3G,_^  P»^-»  + +  5C-.  = 

^^  filiQliche  Weise  kann  in  Gestalt  eines  Aggregates  von  zwei  Summen  dargestellt  werden  der  in 
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(n — ß)-MaI,  so  erhalten  wir  sofort: 


(325)  erscheinende  ^  ^, .    Differenziren   wir  in   der  That   das  Q  in  seiner    entwiclcelten  Gestalt 


=  <— r""i:4^'+|Efs"-^ +15^^^-+ 

' +  ei:=^V,  (»-«)'—]  = 

= ödi--  isH^U."--] + s  [^=^  «...  (-)-■  p-ii 

a-|-«s=r  a  +  <»  =  ß  —  r  —   1 

Fügen  wir  noch  hinzu,  dass  jetzt  anstatt  f',  9",  9'", die  folgenden  Ansdrfidie  auftreten: 

^        <te  l(a?-a)"J  (a?  — a)"+'        ^  ^  (a?  — a)"*  (ar— a)« 

*'  =  Ä^  lö^^Tir  J  =•"("*+*>  (a;-«)-*  +  ("*-'>  "•  (ar-a)-^'  +..+  1.2  ^j^:^  = 
=  .  _^.^,  [m(m+i)[w]  +  (m-Om[in-l](x--a)+ + 1 .2[<](a;-a)-']  =  ^^_^^^, 

Hiebe!  sind  in  Sununengestalt: 

P    =  S  [[«»  -  ^^3  (a^  -  «)'] 
%  +  v  =z  m  —  1 

P.    =  S  [(m  -x)[m-  X]  ix  -  ay] 
A  +  V  =  m  —  1 

^*®*^  J*.    =  S  [(»»  -  ^)  ("»•-  *  +  *)  t*»  -  X]  («  -  a)^] 

A  -I-  y  =  m  —  1 


^>.=sr-:tr)r'"-H»-»)'] 


r(m  — x  +  n  — 2)/ 
(m  — A,— 1)/ 
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Die  in  der  ersten  dieser  zwei  Zeilen  vorhandenen  Q^^  Q^, Q^^ ,  wiedergegeben  in 

Sammenform,  sind  zweigliedrig,  nämlich: 

<?o  =  S  LSi.'^^']  +  S  [(^  -  ^)^*""'^  ^-  ^"l 

a  +  ^  =  r  a  +  t0=»ii  —  r  —  2 

(403)  •^L(n  — r+a  — 2)/ ii-r+.  J        »^  L     a/  J 

a-|-a>Bcr  o  +  waasn  —  r   —   3 

•^  L  a.  ii-r+«       J 

U   +    Ca)    =   r 

Die  übrigen  lassen  sich  je  durch  eine  einzige  Summe  aosdrueken : 

r(»— r  +  a)/ 


0^. = s  [5=^:^  ^p--] 


a  -|~  ^  =  ^ 

(n  —  r  +  tt)/ 


im  e^.  =  s[e(i^^.i-| 


a  -|*  tt)  =  r 

r(n  — r+a)/ 


o„    =  S  r^^ --+;/•'  X  P--1 

•^  L    (a  —  r);      11^+«         J 
a  -|-  OD  s=s  r 


Die  zweite  nnd  die  folgenden  von  ihnen  beherbergen  aber  verschwindende  Glieder.  Ein  sol- 
ches ist  nämlich  immer  vorhanden,  wenn  es  eine  accentirte  negative  Zahl  in  den  Nenner  bekonunt. 
Man  thut  gut,  sie  im  Voraus  auszuschliessen ,  was  man  dadurch  bewerkstelligt,  dass  man  in  der 
zweiten  a+1,  in  der  dritten  a  +  2  u.  s.  w.  tinstatt  a  substituirt  und  dann  annimmt,  sammtliche 
Summen  seien  auf  alle  ganzen  positiven  Werthe  von  a,  die  die  Bedinpngsgleiehung  erfüllen,  anszn- 
dehnen.  Diess  gibt  den  vorliegenden  Formeln  folgende  Gestalt: 

,^.  ff—  -  s  [<"—+;+ '>^  X  P-] 

(405)  "^  L  a  /  ü-fH-n+t       J 


'■HöTTT^üT-.i'^n^n'^)' 0^.  (—)■'->]+ 


+  ••<'-«>-  &[,.'y.'L'...i'^)'i^)'i-a')' »-  (--'■>■-']  + 
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a  -I-  <»>  =x  r  —  2 

0.  -.s[^±;^i«i~| 

^  L       o  /         «+.        J 
a  -\-  a>  =  0 

Die  transfomirte  Differentialgleichang  in  s  aber  lässt  sich  mit  Hilfe  dieser  eingeführten 
P,,  P,,  i*«-!.  (?•«  (?i. ön  folgendermassen  wiedergeben: 

ß  +  2)-  +  3»  +  4«  + =  « 

(*=.y+  2«  +  3.  + ) 

r-i'A'  f+P»V  {-P,V 

y- 

ß  +  2y  +  3»  +  4«  +  =  n—  t 

(«  =  r  +  2»  +  3«  + ) 

ß  +  2y  +  3«  +  4«4- =«  —  2 

(«  =  y  +  2»  +  3*  +   ) 

/3  +  2y  +  3«  +  4*  +  =  ! 

(«  =  y  +  26  +  3.  + ) 

ß  +  2y .+  3d  +  4«  +  =0 

(««=y  +  23  +  3i+  .) 

Sie  gilt  ffir.ein  in  to  Form  (39t)  zwar«  aber  fibrq^ens  ganz  beliebig  gewähltes  P.  Soll 
jadaeb  inrdi  aeUddiehe  Wahl  dieses  Polynomes  eines  der  particnlären  Integrale  Ton  seinem  exponen* 
tteDei  FMer  befreit  nnd  hiemit  znr  ersten  Classe  herabgedriielEt  werdmi,  se  ist  nothwendig»  dass 
dieee  ^tanaliNrnirla  vermSge  einer  eiitretendei  Theilbarl^eit  durch  (dP-*a)*  an  Faeteren  x  —  a\^ 

ziehlieh  die  Anzahlen  (n — i)m,  (n—i)m^ m,  0,  0  in  ihren  CoeSicienten  aufweise.  Diese 

Theflbaikdit  äritt  efai ,  wenn  die  ersten  m  Anfiingsglieder  des  in  anüBteigender  Farm  gegebenen  Coefll- 
eiealei  vm  a^  venehwioden.  Sie  sind  mgleieh«  wie  eben  dargethan,  die  AnfimgsgHeder  von  Q^  bis  auf 
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das  m^  und  letzte  von  ihnen,  zu  dessen  Bildung  auch  Q^  mit  seinen  ersten  Gliedern  der  Entwlek* 
lung  mitwirkt.  Es  kömmt  daher  auch  hierT  so  wie  im  vorhergehenden  Paragraphe,  vor  allem  anderen 
an  auf  die  Entwicklung  von  Q^  in  seinen  m — 1  Anfangsgliedem ,  nur  ist  sie  hier  eine  aufsteigende, 
während  sie  dort  eine  absteigende  war. 

Um  dazu  zu  gelangen ,  nehmen  wir  den  zweitheiligen  Werth.  von  Q^  aus  der  ersten  der 
Formeln  (403)  vor,  bemerkend,  dass  die  Potenzen  P*  und  P"-^+*  vermöge  der  Polynomialformel 
(225)  Seite  131  symbolisch  geschrieben  werden  können,  wie  folgt: 

P«--+«  =  j[m]  +  [m  -  1]  (X  -  a)  +  +  [i]  (a-  _  a)«-*P^' 

^  C  r        (^  — ^  +  ^0'  ^^y,    |-^^  _   ij..    |-,-|..   r^  _  ^)..+..,+  .  .  .+(«..0..1 


«!  +  «•  +  «.+  +  a«  =  n  —  r  + 


a 


P         =  S  \—i 7^ 7  [»»]''  [»*  -  »]•'   [»]'-•  (*  —  a)'.+»".+  -  •  -t«^«).-] 

«1     +    «t    +    «.    +      +    ««    =^    « 

Wir  substituiren  sie  in  die  obgenannte  Formel  für  Q^  und  erhalten  zwei  Summen:  In  der  ersten  von 
ihnen  combiniren  wir  die  zwei  anzuhängenden  Bedingungsgleichungen  durch  Addition  und  setzen  die 
Summe  anstatt  der  ersten  von  ihnen.  Imgleichen  schreiben  wir  anstatt  %  und  %.  die  Summenwertbe 
ans  (305)  und  erhalten  so: 

Q^^       C  r    (n-r+<^).      [n-r+a,6]  [m]-«  [m-  !]•» [l]*-(ap~a)'+'«+'*»+-  •  •+(—*)•-.]  + 

La,/a,/  ...  o^/  J 

««  +   «»+«•+    +  «m  =  » 

a  -f-  tf>  SS  r 

^.  e  [—7 — ^ r  [a,e]  [m]'«  [m— 1]*«   [!]•".  (ar_a)*-Ki-H.)«^«.+««.+  .    .+(«-«).«] 

Hiemit  wäre  das  Q^  zwar  bereits  in  der  aufsteigenden  Reihenform  dargestellt  Man  erzielt  jedoch  eine 
Vereinfachung  des  dafür  gewonnenen  Ausdruckes  durch  denselben  Rechnungskunstgriff,  der  auch  im 
vorigen  Paragraphe  in  Anwendung  gekommen  ist  und  darauf  beruht ,  dass  man  die  in  der  Differential- 
gleichang  vorkommenden  constanten  CoeSicienten  in  Schichten  eintheilt  und  aus  jeder  soldien  Scbiehte 
ein  algebraisches  Polynom  des  m^  Grades  nach  [m]  constmirt.  Wir  bewerkstelligen  di^ss  so^  dass 
dasjenige  der  so  erhaltenen  Polynome,  dessen  Stellen  s=  oder  Schiehtenzahl  allgemein  m^+r  ist,  be- 
stimmt wird  durch  folgende  Formel,  welche  für  beliebige  «  und  solche  r,  die  kleiner  sind  ab  m  in 
gelten  .h<it : 

^,.+,  ^       [n,m6  +  r]  [mr  +  [n-l,iw+r][mr-*+ +  [u-r^iM+r]  [m}^  +^ 

(407)  +  [»-^-i,(^-.i)nt+r]  [mf-^-*+  [n-r-2,(«-2)m-hr]  [m]»-'^«;+-. ;  :[n^^9,T] [my^-. 
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Darek  BinfBhniiig  dieser  Polynome  A  nun  und  ihrer  nach  [m]  genommenen  Differentialqnotienfen ,  die. 
wie  gewohnlleh,  dnrch  dem  Ä  oben  angehängte  Striche  bezeichnet  werden,  fahren  ¥rir  die  Summimn- 
gen  nach  a,  a^,  o»  nnd  e  ans  auf  folgende  Weise.  Wir  (hssen  zoTorderst  den  ersten  BestandtheO  von 
Q^  ins  Auge,  denken  uns  den  Exponenten  von  x — a  begabt  mit  dem  bestimmten  Werthe  ma  +  T 
und  Sachen  nnn  denjenigen  C!oefficienten ,  mit  dem  die  Potenz  (x  —  a)'^"^^  im  ersten  Bestandtheile  von 
Q^  mnltiplizirt  erseheint.  Er  heisse  fl,  so  ist  offenbar: 

g  =  S[    ^'^~!''^^^'\ln-r  +  a,B-][my^[m^iy^    [l]-.] 

Itt,/  a,/   ...   a^/  J 

0  +  «.  +  2a,  + 4-  (m  —  1)  ««  =  m<f  +  r 

«  +  «1  +     «t  + +  ««  =  W 

a  -|-  tf>  =  r 

Ebenso  bezeichnen  wir  den  Coefficienten  derselben  Potenz  von  x  —  a  im  zweiten  Bestandtheile  von 
(^,  mit  Ji[ ,  so  ist  ebenso : 

Ä  =  Sf-7— r^ 7M]  [m]-.  [m-i]-.    [iH 

e  +  (l+«)m  +  «.  +  2a,+ +(m— l)a^  =  llt<f  +  r 

«i  +  «,  4- +  a^  =  o 

a4-oo==n  —  r  —  i 

Nnn  denken  wir  ans  femer  noch  anter  a,,  a^, a^  bestimmte,  den  Bedingangsgleichnngen  ge- 

nagende  Werthe,  etwa  so  erkiesen,  dass: 

«•  +  2«,  + +  (m  —  i)  a.  =  $ 

wird,  anter  (  and  1;  natfirlich  auch  bestimmte  Werthe  gedacht  Hiebei  ertheilen  wir  aber  den  griechi- 
schenr  Bachstaben  «>,  a^  and  a  alle  Werthe,  deren  sie  bei  bestimmtem  a,,  a,,  ......  a^,  (,  1^,  <f ,  r 

flhig  sind.  Diese  sind  im  Werthe  von  H  in  dem  folgenden  Schema  enthalten: 

a  =  r^  r—  1,  r  —  2,  0 

«  =  0,  1,  2,  r 

«!='*  —  V^    n  —  II  —  i,    n  —  f —  2,        M  —  ly  —  r 

B    =  WKf  +  T  —  i 

and  erzeugen  folgende  za  H  gehfirige  Glieder : 

Q^i  a^i    a^;  (tl— -1;;  fl  — if — 1/ 


n 


IV.    A  b  •  e  kn  i  1 1. 

Blao  ertrannt  selir  leieht  in  dem  eingeUamaierten  Polynome  den  ij^  DUferentkilqaotientei 
der  ersten  Zeile  des  d^  (407)  nachgrebildeten  Werthes  von  A^^+^^i.  Verffihrt  man  dMOso  mit  JC»  ee 
eriiäll  man  ein  anderes  Sdiema  zusammengehöriger  Werthe  von  a,  a^,  «,  s: 

«=      n  — r— 1,  n  —  r  — 2,              n  — r  — 3,  n 

«>=^            0,  1,                              2,  n  —  r  — II  — i 

a^=  n  —  r  —  i;— 1,  n — r — i;  — 2,  n  —  r — ti  —  3,  0 

d  =  ffi«  +  r  — $— m,  ifi(T+r  — {  — 2m,  »KT+r  — g— 3in,  UMf+r— {— (n— r— ^)m 

Ihnen  entsprechen  die  nachstehenden  Glieder  des  £: 


«••'«a-' «III 


(«  — r— 2)/ 


[m—l]*«[m  — 2]'«  ...[!]•"•  (    (n— r  — i)j 

+ +^  [v,i^-n  +  r  +  v)  m  +  r-€]j 

und  man  erkennt  wieder  in  dem  eingeklammerten  Polynome  den  n^n  Differentialqnotlenten  der  zweiten 
Zeile  des  Werthes  von  A^^^^^^.  Es  vermag  also  der  gesammte  Coeffident  von  (a?  — a)"*"***'  in  Q., 
der  offenbar  B-^K  ist ,  ausgedruckt  zu  werden  durch  die  einfache  Formel : 

ll+Ä«=S[     /     /  ' jlnt-ty^   [m-2r«    [i]-4;.Uil 

S  +  2«,  + +  (m  -  1)  ««  =  ? 

«.  +    «.  +  +  ««  =  ^ 

Nun  denken  wir  uns  diesem  Coefficienten  die  Potenz  (x—ay^"^"  als  Factor  angefügt  und  sodann 
dem  Exponenten  ma-^-r  alle  möglichen  Werthe  aus  der  unendlichen  Zahlenreihe:  0,1,2,3,... 
beigelegt,  alle  so  gewonnenen  Glieder  aber  summirt  und  dabei  der  Kfirze  wegen  m^+r  durch  /« 
ersetzt:  so  ergibt  sich  die  folgende  geschmeidigere  Formel  f&r  9«,  zusammengezogen  in  eine  einzige 
Summe: 

ö.  =  S  [     /      / >  [«  -  «]••  [*«  -  2]''   [«]-  ^^^i  («  -  «)'] 

■-*t  •   «• ««  • 

«.  +  2a,  + +  (m  _  1)  «.  =  $ 

(«•  +   «.  +• +  ««  ■=  n) 

Die  letzte  der  Bedingungsgleichungen  will  nur  besagen,  dass  es  il  mit  negativen  Stellenzei- 
gem  nicht  gebe.  Und  genau  so,  wie  wir  den  Werth  von  Q^  erhalten  haben,  zusammen  gezogen  in 
eine  einzige  Formel,  gelangt  man  auch  ganz  allgemein  zu  9^,  Q^, Q^^   und  gewinnt  nament- 
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lieh  dafir   Formeln ,  die  sieh  von  der  für  Q^  nur  darin  unterscheiden ,  dass  in  ihnen  der  Reihe  nach 
-^UB  1,  2 n  —  ß  Striche  mehr  trägt  Man  hat  also: 


«.   +  2a,  +    +  (m  ~   1)   a„,  =   § 


•   +   «,  +    +  «m  =  ^) 

{  +  «=/* 

Jetzt  können  wir  zur  Aufstellung  der  transformirten  Gleichung  in  z  schreiten.  Sie  erscheint,   wie  aus 
(406)  zu  ersehen,  in  der. Gestalt: 

und  es  ist  namentlich: 

^  =  S  [TTTiir-^ {=^)  i^r)  ("4r)' 0-  <—  «)■'-'] 

ß  4-  2y  +  3»  +  4«  + =  n 

(*  =  y  +  2«  +  3.  + ). 

Führt  man  hier  die  unter  (401)  und  (408)  früher  angeführten  Wertbe  Ton  P^,  P,,  P,,  ...  Q„_, 
ehi,  und  entwiclcelt  mit  Hilfe  der  Polynomialformel ;  so  ergibt  sieb  ^  in  aufsteigender  Reihenform: 

r  _  ^?  I 0-  0"" X 

[4.     ö,     4.    .  •  .fff  «8*  "4- •  • -"m-  /i  •  /t  •  /8- •  •  «ym-  *'i-  S  •  *^f  •  •  •^m»  *!•  *••  *8»  •*iif  •  •  • 

Xm^«'*"*«'*'*«'*'**''"*»'^'»"^*"  (m i)»»+««+«j+'t+««+'4+---  (fit 2)'' »■*■'•■•"**■*"»■*'' *"*■*•■•"*•• X 

X(w+  !)*»+•.+•»+ (m  +  2)'»+ X 

X[m]^«+*«+'«+ [m— l]'»+^«+'«+'»+ [m— 2]'»+^»+*«+*»+ X 

^^(s+ii-ß)/'^^^y(m-i)+^+T,+a,+«,+ +t(T,+«,+«,+ )+«(T4+a4+»4+ + | 

(»;  =  «.+    «•  +    «4  +  +  «m) 

(«  =  y  +  2ä  +3*  +  ) 

"•   +   2«.   +  3a,  +    +  (,n  —    1)   «^   =  § 

S  +  ^  =  /* 

ß  +  2y  +  3Ö  +  4«  + =  W 

yt  +  yt  +  ya  + +  rm  =  v 

*!   +   *.+*•+ +  *m  =  * 

«i    +«,  +  «.+ +  «m   =  « 


a. 


Es  ist  nicht  nothwendig,  auf  dieselbe  Weise  auch  ^t,  ^t« <^f  zu  rechnen;  man  erhält  sie 

aus  dem  ^  einfoch  dadurch,  dass  man  einem  jeden  A  beziehlich  um  i,  2,  ...:.  «  Striche  mehr 
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anhangt,  und  dabei  alle  di^enigen  Glieder,  deren  A  mehr  als  n  Striche  bekommt,  als  der  Nolle 

gleich  weglässt,  weil  jedes  A  ein  ganzes  und  algebraisches  Polynom  des  n^  Grades  ist,  folgUeh 

« 

durch  ein  mehr  als  n-maliges  Differenziren  zum  Verschwinden  gebracht  wird. 


S.  11. 

Einf&hrong  einer  neuen  an&bhingigen  Veränderliehen  in  die  allgemeine  Differentialgleicliong 

der  n*^  Ordnang. 

In  S.  5  dieses  Abschnittes  findet  sich  die  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderli- 
chen in  die  speciellen  DUTerentialgleichungen  der  zweiten,  dritten  und  vierten  Ordnung  mit  übrigens 
beliebig  gestalteten  Coefificienten  besprochen.  Es  ist  dort  angenommen,  dass  die  mit  x  bezeichnete  neu- 
einzufiihrende  unabhängige  Veränderliche  mit  der  in  der  Diiferentialgleichung  enthaltenen  x  benannten 
zusammenhänge  durch  die  in  der  Regel,  wenn  auch  gerade  nicht  nothwendig  algebraische  Gleichung: 

(409)  9  (a?,r)  =  0. 

Wir  haben  femer  alldort  diesem  Zusammenhange  zufolge  die  abhängige  Veränderliche  der 
Differentialgleichung,  die  y  hiess,  betrachtet  als  Function  von  ]c,  die  das  x  nur  insofern  in  sich  ent- 
hält, als  es  in  x  vorhanden  ist.  Wir  wollen  auch  hier  von  denselben  Voraussetzungen  ausgehen  und 
überhaupt  denselben  Gang  der  Rechnung  befolgen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  hier  eine  all- 
gemeine Differentialgleichung  der  n^^  Ordnung,  mit  beliebig  gestalteten  Coeflicienten,  zum  Gegenstande 
unserer  Untersuchungen  machen,  nämlich  die: 

(410)  SC.n  y  "^  +  3&„.,  y^"-   +   Xr.j/  +  X,y  =  ^[x,  y^^-]  =  0, 

aus  der  wir  uns  gegenwärtig  vornehmen,  jede  Spur  von  x  wegzuschaffen,  und  diese  Veränderliche 
durchwegs  durch  r  zu  ersetzen.  Hiezu  wird  aber  einerseits  nothwendig,  die  Differentialquotienten  von 
y  nach  x  genommen  in  solche  nach  r  umzusetzen,  und  andererseits  sind  noch  sänimtliehe  Coefficien- 
ten  in  reine  Functionen  von  r  umzugestalten.  Wir  thun  so  wie  im  S.  5  zuvörderst  das  Erstere. 

Die  Formel  (235)  von  S.  7,  Seite  138,  reicht  hiezu  vollkommen  hin,  und  ersetzen  wir  in 
derselben  den  Differentiationsindex  n  durch  a,  so  erhalten  wir  durch  die  Substitution  in  die  (4 10) 
den  folgenden  neuen  Ausdruck  der  Differentialgleichung  mit  nach  x  genonmienen  Differentialquotienten 
des  y: 

Qf        A/        \.    f  dt    x*/     d*x     \    d"r    i'  d*^'^'^     yi 

«  +  2/3  +  3y  +   =  A, 
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In  den  Coefficienten  jedoch  befinden  sich  annoch  die  Differentialquotienten  von  r  nach  x  genommen, 
und  schaffen  wir  diese  vermittelst  der  Gleichung  9(;r,r)  =  0  heraus,  so  werden  sich  zunächst  diese 
Coefficienten  verwandeln  in  Functionen  von  x  und  r,  in  denen  aber  kein  Differentiationszeichen  mehr 
vorhanden  sein  wird.  Man  wird  daher  schliesslich  noch  x  eben  vermittelst  der  f{x,x)  =  0  aus  ihnen 
zn  eliminiren  haben.  Suchen  wir  diess  der  Reihe  nach  zu  leisten. 

Wir  haben  in  S.  5,  die  dieser  Transformation  zu  Grunde  liegende  Gleichung  y(a?,t)  =  0 

viermal  differenzirt  nach  allen  a?,  hiebei  r  als  Function  von  x  ansehend,  und  die  so  gewonnenen  vier 

dl     d*x     d*r     d*x 
Gleichungen  zur  Besthnmung  von  — ,  -— ,  -— ,  -—  benutzt.    Die  hier  angestrebte   Allgemeinheit 

OX     OX       uX       ox 

erfordert  aber  gegenwärtig  eine  nt-malige  Differentiation  dieser  Function,  unter  m  eine  beliebige  ganze 
und  positive  Zahl  verstanden ,  d.  h.  wir  brauchen  jetzt  die  Gleichung : 

d'^X 
die  zur  Bestimmung  dienen  kann  von  — |^,  wenn  die  früheren  Differentialquotienten  bereits  bekannt 

^  ox 

sind.  Da  es  sich  aber  hier  um  einen  unabhängigen  Ausdruck  für  den  nt^''  Differentialquotienten  von  r 
handelt. in  Function  der  partiellen  Differentialquotienten  von  9^  allein,  und  es  schwer  hält,  zu  einem 
solchen  in  voller  Allgemeinheit  zu  gelangen ,  so  fassen  wir  hier  vorderhand  unsere  nächsten  Bedürf- 
nisse ins  Auge,  bemerkend,  dass  der  vorzuglichste  Zweck  der  Einfahrung  einer  neuen  Veränderlichen 
das  Hinwegschaffen  einer  entweder  in  der  Differentialgleichung  oder  mindestens  in  ihren  particulären 
Integralen  vorhandenen  Irrationalgrösse  sei ,  und  dass  eine  Substitution ,  welche  die  Anzahl  der  alldort 
vorkommenden  Irrationalgrossen  nicht  verringert ,  vielmehr  zu  den  bereits  bestehenden  neue  einfahrt, 

vorderhand  wenigstens  als  zwecklos  gelten  durfte.  Diese    unsere    Bedurfnisse    im   Auge*  behaltend, 

d'^x 

sehreiten  wir  also  zur  Auffindung  eines  solchen  unabhängigen  Ausdruckes  ffir  — -^ . 

ox 

Wenn  m  die  Zahl  4  nicht  überschreitet,  so  ist  diese  Aufgabe  durch  die  Formeln:  (173), 
(174),  (175)  und  (176)  Seite  102  bereits  gelöst.  Die  aufmerksame  Betrachtung  derselben  lehrt,  dass 
die  aufeinanderfolgenden  Differentialquotienten: 


dt 

d*x 
dx*' 

rf»r 

<rt 

dx' 

dx 

dx* 

sämmtlich  gebrochene  Functionen  sind  der  verschiedenen  partiellen  Differentialquotienten  von  ^  von  der 
Gradzabl  Null,  eben  so  viele  Faeloren  dieser  Art  im  Zähler  wie  im  Nenner  enthaltend.  Gebrochen  sind 
sie  der  Reibe  nach  beziehlich  durch: 

9..         9\.         9\.         9\ 9^'^ 

Die  Anzahlen  der  Dimensionen  der  homogenen  Zähler  sind  daher  ebenfalls  beziehlich: 

1,         3,  5,         7,  2m  —  t. 

Sieht  man  nur  die  oberen  Striche,  welche  der  Fonction  anhängen  und  Differentiationen  nach  x  andeu- 
ten, md  daikt  eich  hiebei  alle  Potenzen  der  f  in  ihre,  einzelnen  Factoren  auligelSst,  so  gewahrt  man 
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alsbald»  dass  die  Summe  der  Anzahlen  der  oberen  Striche  in  diesen  aufeinanderfolgenden  Formeln  in 

allen  einzelnen  Gliedern  beziehlich  sei:  1,  2,  3,  4 m.  Summirt  man  hingegen  in  den  einzd- 

nen  Gliedern  alle  Striche,  die  oberen  sowohl,  wie  die  unteren,  so  bekommt  man  beziehlieh  die  folgaiiden 

Constanten  Anzahlen:  1,  4,  7,  10, Sm—2.  Endlich  gewahrt  man  noch,  dass  die  Zeichen  der 

einzelnen  Glieder  innerhalb  der  Klammem  sich  lediglich  nach  f^  richten ,  und  dass  alle  mit  geraden 
Potenzen  von  9^  multiplizirten  das  Zeichen  +,  alle  mit  ungeraden  Potenzen  von  9^  hingegen  das 
Zeichen  —  tragen,  so  zwar,  dass  man  allda  die  sammtlichen  Glieder  mit  dem  Zeichen  +  hinschrei- 
ben konnte,  wenn  man  nur  — 9^  anstatt  9^  substituirte.  Alles  dieses  ist  zwar  nur  erwiesen  bis  m=4, 
weil  die  Formeln  (173),  (174),  (175)  und  (176)  nur  so  weit  reichen;  wir  werden  aber  sehen»  dass 

diese  Beschaffenheit  sieh  vollständig  von  einem  jeden  Werthe  von  m  auf  den  nächst  grosseren  fort- 

cP"r 
pflanze.  Ist  dem  wirklich  so,  so  wäre  der  gesuchte  Ausdruck  von  -— ^ ,  in  Summengestalt  wiedergege- 

ben,  der  folgende: 

^^= -  ,-i.i  S[^  (-9.y^  f'^  9!;  9?'  ¥'^  9!,:  9::'  t"-  9-- ] 

(41«)  ?i  +  »/i+  S«+  Vt+  ^.+  5t+  Vu+  ^,+  <«,+ =2m— 1 

Vt  +  V^+2^,  +  i?.+25,+3<->,+ ='    m 

5i  +  ^i  +2«.  +21;.  +22.  +3?,  +31;,  +32,  +30D,  + =  3m  —  2 

Die  erste  der  angehängten  drei  Bedinpngsgleichungen  besagt,  dass  die  Summe  der  Dimensionen  in 
allen  Gliedern  2m— 1  sei,  die  zweite,  dass  die  Summe  der  sammtlichen  oberen  Striche^  die  Differen- 
tiationen nach  X  bedeuten,  m  betrage,  die  dritte  erklärt,  dass  die  Gesammtsumme  aller  Striche,  der 
oberen  und  unteren,  3m — 2  sei.  Man  kann  von  dieser  dritten  die  erste  abziehen  und  ansatt  ihr  die 
so  durch  Subtraktion  erhaltene  einfachere,  d.  h.  die: 

S.  +  1;.  +  ^.  +  2§,  +  21;,  +  22,  +  2c^,  + =  m  —  1 

setzen.  A  ist  ein  annoch  unbekannter  CoeSicient,   den  man  anzusehen  hat  als  eine  Function  von  m, 
und  nebenher  noch  von  den  sammtlichen  in  den  Bedingungsgleichungen  vorkommenden  Buchstaben- 
grössen.  Oberdiess  gewinnt  man  leicht  die  Überzeugung,  dass  die  Anzahl  der  Glieder  in  der  Summe  § 
gleich  sei  der  Anzahl  der  Auflösungen  der  drei  angehängten  Bedingungsgleichungen  in  ganzen  positiven   j 
Zahlen ,  und  dass  diese  Glieder  und  jene  Auflosungen  sich  vollkommen  Glied  ffir  Glied  entsprechen.  « 
Diess  zwar  vdeder  nur  bis  zu  m  =  4,  allein  es  wird  sich  nachweisen  lassen,  dass  aneh  diese  Be — 
sohaffenheit  sich  von  jedem  m  auf  das  nächst  grössere  fortpflanze  und  folglich  als  eine  allgemeinem 
Eigenschaft  des  Ausdruckes  zu  gelten  habe. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  erwerben  wir  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  r  an — 
statt  X  eine  Verringerung   der    Anzahlen    der   Irrationalgrössen   in  der  Differentialgleichung,   oderra 
in  ihrem  Integrale,    vermeiden    daher  gerne  eine   jede  Substitution,    welche    neue   VS^urzelgrössen^ 
einfährt.  Diess  geschieht  aber  jedesmal,  so  oft  die  Gleichung  9>=:0  nach  x  von  höherem  als  vom- 
ersten  Grade   ist.  Desshalb  tragen  auch  alle  unsere  S.  5  Seite  104  und  105  zur  Sprache  gebrachten. 
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rational  machenden  Sobstitutionsweisen,  respective  Gleichungen  9  =  0,  die  Gestalt:  P,x  +  Q  =  0,  unter 
P  und  Q  Functionen  von  x  verstanden.  Jede  so  geformte  Function  9  verträgt  nur  ein  einmaliges  Dif- 
ferenziren nach  X,  und  wird  schon  beim  zweiten  auf  Null  gebracht.  Fassen  wir  diesen  uns  zunächst 
angehenden  Fall  zuerst  ins  Auge,  so  verschwinden  aus  unserer  Summenformel  alle  9,  die  mehr  als 
Einen  Strich  oben  tragen,  und  sohin  auch  alle  mit  einem  solchen  Factor  verbundenen  Glieder.  Dieser 
unser  Ausdruck  von  —r—  reducirt  sich  daher  unter  solchen  Umstanden  auf  den  einfacheren: 


=  -  ^  S  [^».  (-  9^'  <P'"  9!:  9?^  9!:  C ] 


S.  +  V.  +  g,  +  17.  +    ?a  +    V,+ =2m~  i 

Vx  +  v%  +   v%+ =  w 

?.  +  1;,  +  2?.  +  217,  + =  m  -  1 

Hier  haben  wir  den  Coefficienten  A^  genannt»  um  anzudeuten,  dass  er  der  Formel  für  den  m^»  Diffe- 
rentialquotienten angehöre.  Wir  differenziren  diese  Formel  nach  allen  j?,  sowohl  dem  explicit  in  9 
vorhandenen,  als  auch  dem  in  r,  wie  es  aus  der  Gleichung  9(af?,r)  =  0  abgeleitet  wird,  vorfindigen 
und  erhalten,  weil: 


dr  _  _  9; 
dx  (p, 

df 
dx 

dx 


1  r     '  *^    /    1      ^9n       ^  r^  •'        '     1     ^9,n      *  r    '        /    n 

:  =  ^\9'9.-9  9,.\.  -rf-  =  -  b'  9..  -  9  9.J,  -rf^  = ;;;  b'^"  -  9  H' 


ist,  folgenden  combinatorischen  Ausdruck  für  den  nächsten  (m +!)'''">  Differentialquotienten: 


V  ==  -  ^"irr  S [^m  (-  ^.)''  y'.v  ?!•  9;"  %.:  9?,'  f'.:.  <; x 

+  ^- T +  ''' — V — + )\ 


(—  y.)  *-,„  +  (—  %)  9  9ir  ,       (—  9.)  9  9,,, 

9,„  9„ 

?.  +  '/.  +  ?.  +  ';.+   1. 4-   -;,  + =  2m  -  1 

V,  +  V»  4-    >?,  + =   m 

?.  +  v.  +  2|.  +  217  + =    m  -  1 

Nachdem  aber  die  Formel,  aus  welcher  er  eben  abgeleitet  wurde,  wie  wir  voraussetzen,  ^ine  allge- 
meine, für  jedes  m  giltige  ist,  folglich  auch  dann  noch  zu  Recht  besteht,  wenn  man  m  inm+  i  ver- 
wandelt, so  muss  die  folgende,  auf  diese  Weise  erhaltene  Gleichung: 
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S  [^ta+.  (-  o**  <?"'  ?!•  ^r*  ip!.'  ?;:•  y,V  ¥:: ] 


(415)  ?i  4-  i;i  +  ?,  +  i;.  +    S.  +    v,  + =  2m  +  l 

Vi  +  »;•  +    V.  + =    m  +  t 

S.  +  V«  +  2?,  +  2i;,  + =    m 

mit  der  nächst  vorbergehenden  verglichen,  in  vollster  Uebereinstimmnng  Glied  für  Glied  dasselbe  Re- 
sultat geben,  nicht  mehr  und  auch  nicht  weniger.  Diese  Gleichstellung  soll  uns  nun  zu  denWerthen  der 
mit  A  bezeichneten  Coefficienten  verhelfen.  Wir  leiten  sie  also  ein  und  zwar  anfangend  von  den  ein- 
Cachsten  derjenigen  Fälle,  die  beim  Rationalmachen  einen  praktischen  Nutzen  versprechen.  Ein  solcher 
wäre  zunächst: 

(416)  ^  (a?,0  =  r'  +  «r  +  6  +  ex  =  0. 

Man  wird  sich  dieser  Substitution  bedienen,  um  in  der  Differentialgleichung  zwei  gebrochene 
Ansteigungszahlen  in  ganze  zu  verwandeln  und  vielleicht  auch  noch  nebenher  eine  Wurzel  aus  cx  +  b 
aus  der  Gleichung  oder  dem  Integrale  wegzuschaffen.  Der  Coefficient  a  ist  hiebei  dem  Ermessen 
des  Rechners  überlassen  und  es  kann  von  ihm  ein  beliebiger  Gebrauch  gemacht  werden.  Legt  man  diese 
Function  9  zu  Grunde,  so  sind  nur  y, ,  9',  9,,  von  Null  verschieden,  alle  übrigen  Differentialquotien- 

ten  von  9  hingegen  Null,  daher  denn  auch  die  Werthe  der  Buchstabengrossen  17,,  17,,  $,,  I4,  ^^. 

in  den  von  Null  verschiedenen  Bestandtheilen  obiger  Summen  sämmtlich  nur  Null  sein  können.  Wendet 
man  sich  unter  diesen  Umständen  an  die  Bedingungsgleichungen,  so  sieht  man,  dass  sie  nur  eine  ein- 
zige Auflosung  in  ganzen  Zahlen  zulassen,  nämlich:  ^t  =  0,  17^  =  111,  ^,  =  m— 1,  die  Summe  daher 
sowohl  in  der  (413)  wie  in  der  (415)  auf  ein  monomisches  Glied  zusammenschrumpfe.  Man  hat  daher 
aus  (413) : 

aus  der  (415)  hingegen: 

Hiemit  in  Übereinstimmung  liefert  die  durch  Differentiation  erhaltene  (4 14): 

•  dx^^  ~  ^««+»  ' 

Es  ist  also: 

^iii-Ki    =    (2w  —  1)    A,^ 

und  folglich  ebenso,  da  man  in  dieser  allgemeinen  Formel  m  in  m—  1 ,  wj  — 2 zu  verwan- 
deln berechtigt  ist: 

Am     =    (2m  -  3)    J,„., 

^m-,  =    (2m  -  5)     ^„,., 

A,       =  A,. 
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{i  =  17,  =  m  —  1 ,        m  —  2 2  ,  1  ,  0 

f  ^  =       0 ,  1 ,  m  —  3 ,        m  —  2 ,        m  —  1 

17^  =        1 ,  2 ,  w  —  2 ,        m  —  I ,  m. 

Weil  in  diesem  Falle  alle  Grossen  der  Bedingangsgleichungen  sieh  durch  die  einzige  §^  ausgedrückt 
finden,  so  ist  es  gestattet,  sie  alle,  bis  auf  diese  eine,  aus  der  Summenformel  zu  eliminiren.  Auch  A 
kann  hiebei  als  Function  von  m  und  g^  aufgefasst  werden,  was  man  dadurch  andeuten  vrird,  dass  man 
diesen  Coefficienten  mit  A,^,^  bezeichnet.  Die  drei  Bediigungsgleichungen  gehen  zusammen  in  eine 
einzige,  welche  lediglich  zu  besagen  hat,  dass  ^^  aller  möglichen  Werthe  von  0  bis  m — 1  fähig  sei. 
Die  Formel  (413)  geht  daher  jetzt  aber  in: 

(419)  rf^  =  -  ^TüTT  &  L^«..  (-  y.)  'f      f..      9.  J 

1+  II  =  m  —  i 
Die  für  den  «nächstfolgenden  Differentialquotienten  geltende  (415)  wird: 

'^^'^  = -*.  _  c;  r^     .  r-  <pV  *'"-*^'  «,""*  «.'H 

5  +  V  =  »« 

Die  liier  vorhandene  Summe,  in  entwiclcelter  Gestalt  aufgeschrieben,  besteht  aus  den  folgenden  Gliedern 
»1+  1  an  der  Zahl: 

S  =    ^«4..«   (-  f.r  9-  ?:* 
+  ^«+..»-.  (-  *.)""•  9'*  9..  ?: 

(420)  +  -^m+t-m-.    (—  9T~*  9''  fl   9. 

+  ^,„+...      (-  f,)  9'"*  9T'  9. 


m-1 


m-t 


>^^ 


Die  Formel  (4 14)  hingegen  gibt  für  denselben  (m+1)»««"  Differentialquotienten  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  zunächst  den  folgenden  Werth  in  Summengestalt: 


=  -  -.L-,S|^ia  (.-9X9'""''  9^'^'  9'  X  [(3m-2§-l)(-9,)9;+(2m-5-l)9>'9.]j 


I  +  »/  =  m  —  1 


Auch  diese  Summe  zeichnen  wir  auf  in  entwickelter  Gestalt.  Sie  besteht  gleichfalls  aus  Gliedern  m+l 
an  der  Zahl,  die  dieselben  Potenzen  der  verschieden  gestrichelten  9  zu  Factoren  haben.  Sie  sind: 
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S  =  (m  +  1)  ^„,„_,    (-  y.)"  9'  ?'.'" 

+  [(«1  +  3)  A„,^  +         m       ^«,„_ J  (-  9.)»-'  9''  f..  y;"*"* 
+  [(m  +  5)  ^„„_,  +  («  +  0  ^„,„_.]  (-  ?,)-•  9'"  9,',  y;"^* 

+  [(«  +  7)  ^,^.  +  («•  +  2)  ^^._.]  (-  o"-  9'*  9,',  ?;'""• 

+  [(3m~3)^„,.     +(2m-3)^„,.     ](_*,)•?'""'  9™-'  /' 

+  [(3m-i)^„,.  +(2»»-2)^„,.  ](-*.)  ^'"•fr'^; 

+  (2m-l)^„,.  ^''""''Pr 

Damit  aber  die  volle  Übereinstimmung  stattfinde  zwischen  den  beiden  Summen  und  folglich 
zwischen  den  beiden  Werthen  von  ^^,.  ist  noch  nothwendig,  dass  die  A  genannten  CoeSicienten 
folgendes  System  von  Beziehungsgleichungen  erfällen: 


l/JM- 


-^m+i»w  —  0'*  +    0  ^m,n 

^m+umr-i  =  (»»  +  3)  ^„„m-a  +  »*  ^m.i»i-i 

^«+i,m-t  =  (»»  +   5)  ^m^m-a  +  (^  +  0  ^iii,iim 

^m+i,m-8  =  (^  +  7)  ^mni-4  +  (»»  +  2)  ^„„w-» 

^m+i,.      ==  (3m  -3)  ^«„      +  (2m  -  3)  ^«„ 
^m+t,i      =  (3m  -  1)  ^„^      +  (2m  -  2)  A^,, 

Diese  sind  es  also,  denen  wir  die  allgemeinen  Werthe  von  -4^,m-i,  ^mm-t*  •••  ^m,o  ^^ 
Function  von  m  und  hiemit  anch  den  allgemeinen  Werth  von  A^^^  in  Function  von  m  und  ^  zu  ent- 
ringen haben.  Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  die  erste  dieser  Gleichungen  vor,  und  ersetzen  in  der- 
selben m  der  Reihe  naeh  durch  m— 1,  m  — 2, 1,  so  ergeben  sieh  uns  folgende  Gleichungen: 

Ain,m-i       ^^  ^  "^m-i/m-t 

■"öi-i/m-«  ^^^  \V^  ~"    *y  -^jM-i/m-» 
Ani-t^tn-s  ^  (^*  2)   -Aai_3,„4_4 


Sie  liefern,  auf  dem  Wege  der  Multiplication  mit  einander  verbunden,  eine  Formel  far^^,^.^,  nämlich: 

^«,m-i  =  m  (m  —  1)  (m  —  2) 2  .  A,,^. 

Das  Glied  mit  dem  Coefficienten  A^^  geht  aus  dem  ersten  Bestandtheile  der  äunune  (420)  fär  m  =  0 

dt 
hervor,  und  ist:  A^,^f'.  Es  gehört  offenbar  zum  ersten  Differentialquotienten  — .  Da  aber  dieser  gleich 

ist,  so  hat  man  offenbar:  il|^=>l  und  folglieh: 

28 
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(422)  ^m.m^i  =  m  (m  —  I)  (m  —  2)     2.1  =  m/ 

Verfahren  wir  jetzt  mit  der  zweiten  der  Formeln  (421)  ebenso,  m  in  derselben  der  Reihe 
nach  durch:  m  —  i^m  —  2,  2  ersetzend.  Das  Ergebniss  ist: 

^m,m-t      =  (^  +  2)  ^„-i,«_,  +  (m  —  1)  ^„-1,,«-, 
^m-i,m-a   =  (»*  +   0   ^m-%,m-^  +   (Wl  —  2)   il«j-,,««. 


Von   diesen  Gleichungen   multipliziren  wir  die  erste  mit  Eins,   die  zweite  mit  nt +  2,  die  dritte  mit 

(m  +  2)  (w+1)  u.  s.  w.,   die  letzte  endlich  mit:  (m  +  2)  (m+ 1)  m 6,  sodann  addiren 

wir  sie  und  erhalten : 

Ai.m-.  =        (m  +  2)  (m  +  1)  m  (m  —  1)  6.5  ^,,.  + 

+  (m  -  1)  A„,^,,^,,  +  (m  +  2)  (m  —  2)  A»-.,«^.  +  

+  (m  +  2)  (m  +  1)  m  (m  -  1) 6.2  A.,,. 

Das  Glied  mit  A^,^^  geht  aus  dem  zweiten  Gliede  der  Summe  (420)  hervor  für  ms=i  und 
heisst:  ^,,o9'*9,,.  Es  gehört  offenbar  zum  zweiten  Differentialquotienten,  für  welchen  wir  die  Formel 
(174)  Seite  102  gewonnen  haben.  Es  erscheint  allda  das  Glied  9'*  9,,  verknüpft  mit  dem  Coefficienten 
Eins;  mithin  ist  ^,^^=1.  Zudem  hat  man  vermöge  der  Formel  (422): 

Am-ifm-i  =  (^*  —  i)  •  »  -^iii-»»m-8  =  (w*  —  2)  •  ,  -4,^^  s=  2  .. 

iMit  Hilfe  dieser  Werthe  geht  unsere  eben  gewonnene  Formel  über  in: 

^«.m-.  =  ^^^'  +(m--l)[(m-l)/]+(m+2)(m-2)[(m-2)/]+(m+2)(m+l).(m-3)[(m--3)/] 

(m  +  2)/  , 

(«3)  +      -5/  ^•^• 

=  (m  +  2)!  1^— — ^+_^+— _^-  +   +  m(m+9(m+2)J 

Die  hier  vorkommende  Reihe  ist  summirbar  mit  vielen  anderen,  der  Form  nach  mit  ihr  verwandten. 
Um  aber  mit  leichter  Mühe  zu  den  Ausdrucken  ffir  die  verschiedenen  Formeln  zn  gelangen,  konnte 
man  sich  benehmen  auf  folgende  Weise:  Man  zeichnet  die  nicht  sumimirbare  Reihe  der  reciproken 
Werthe  der  natürlichen  Zahlen  zweimal  auf,  so  jedoch ,  dass  nicht  das  erste  Glied  nnter  das  erste, 
das  zweite  Glied  unter  das  zweite  zu  stehen  kommt  u.  s.  w.,  sondern  dass  die  obere  Reihe  gegen  die 
untere  um  ein  Glied  verschoben  ist,  und  subtrahirt  sie  dann  von  einander  Glied  für  Glied,  jedes  der 
unteren  Reihe  von  dem  unmittelbar  darüberstehenden  der  oberen,  so: 


m 

+ 
1 

1 

m 

+ 
1 

2 
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S=  i    +    3    +    4+    +  idhT  +»«4-2 

Sl    .      1            1            1 
=        2+    i    +    4    +    5    +    + 

o  =  -A  +  _L  +  JL  +  J_+  + ! +._! 

2        2.3^  3.4        4.5  ^  (m  +  1)  (m  +  2)  ^  m  +  2 

so  ergibt  sich  daraus  die  Summe  der  folgenden  Reihe: 

2  ""  m  +  2  ~273'*"3T44T5   "*"   "*"  (m  +  1)  (m  +  2) ' 

mit  der  man  dann  auf  genau  dieselbe  Weise  verfahrend  weiter  erhält: 

2"  V2T3  ""  (m  +  l)(m  +  2)J  ~  2T3.4        3.4.5        4.5.6  ■*"   "*"  w(m+l)(?n+2) 

und  so  geht  es  fort.  Bemerkt  man  jetzt  noch  überdiess,   dass  sich  die  in  der  Formel  (423)  vorfindige 
Reihe  auch  so  schreiben  lasse: 

?--U-'^+-*— + + ^^-^^^ -  = 

2.3.4        3.4.5        4.5.6  w  (m+l)(w  +  2) 

_  1  ^       _  *  r  ^  *  1  _  m  (m  —  1) 

~  3  ~  w  +  2  ~  2  L273  ~  (m  +  1)  (m  +  2)J  ""  2*  (m  +  1)  (m  +  2)' 

Hieraus  ergibt  sich  nun  der  folgende  Werth  unseres  gesuchten  Coefficienten : 

m!  m  (m  —  1)  m  /  a/|\ 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  dritten  der  Formeln  (421),  und  verwandeln  wir  in  derselben  m 
der  Reihe  nach  in  m  —  1 ,  m  —  2 ,  ...  3 ,  so  gelangen  wir  zum  folgenden  Systeme  von  Gleichungen : 

^iii,w-t       =  (W  4-  4)  ^m-i,m-4  +  ^*  ^m-um-s 

^«-t,m-4  =  (^*  +  3)  4^,,^..  +  (m  —  1)  A^^,^^^ 
-4iM-i,»j-»  =  (^*  +  2)  -.4^_3,,„_,  +  (m  —  2)  -4„,_,,yj_4 


( 


-^»,t     —  ö  •  -^».i  +  5 .  -A4,, 

^»,.  =  8      A„,  +  4  .  A,„.  • 

Sie  geben  der  Reihe  nacli  die  erste  mit  Eins,  die  zweite  mit  m  +  i,  die  dritte  mit  (m  +  4)  (m  +  3), 
und  endlicii  die  letzte  mit  (m-|-4)  (m  +  3j 9  multiplizirt  und  addirt: 

^«,«-.  =       (m  +  4)  (m  +  3)  (m  +  2)  9.8  A,„  + 

+  »»  4m-i,«-.  +  (»»  +  *)("»  — 0^«-.,m-*  +  (w*  +  4)  (»1  +  3)  (m— 2)  ^«_„„_.  4- 

+(«»  +  4)(m  +  3)  (mH-2)  9.4^.,,. 

28  • 
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Hier  geht  ^,,0  aus  dem  dritten  Gliede  der  Summe  (420)  hervor  für  fn=2  und  gehört  zu  9'*  9*.  Ein 

d'r 
solches  Glied  aber  ist  in  der  Formel  (175)  für  -— —  vorfindig,  versehen  mit  dem  Coefficienten  3.  Man 

dx 

hat  daher  -4„,=3.  Die  Werthe  ferner  von  ^m-i,«-,,^«.,,!»-*. .  ^t,!  gehen  sammtlich  ans 

der  eben  gewonnenen  Formel  (424)  hervor,  wenn  man  in  ihr  m  der  Reihe  nach  inm  —  1,  m  —  2,... 3 
umsetzt.  Substitnirt  man  dieselben  in  die  vorliegende  Gleichung,  und  summirt  dann  ahnliche  zum  Vor- 
schein kommende  Reihengebilde,  wie  diejenigen,  welche  wir  eben  kennen  gelernt  haben«  und  auf 
dieselbe  Weise,  so  bekommt  man: 

(m  +  1)/  m  (m  —  j)  (m  -  2)        (m  +  1)/  ffn\ 
(ieS)  A»,w^.  -        2.4  1.2.3  ~     2V2/     UJ' 

Das  Gesetz,  nach  welchem  diese  aufeinanderfolgenden  Coefficienten  gebildet  sind,  fällt  nun  bereits  in 
die  Augen.  Nach  demselben  wäre  allgemein  für  jeden  Werth  des  Buchstaben  v  von  Null  bis  n — i: 

(m  +  v—  1)/  f    tn    \ 
(486)  ^iii,«r^-t  =  2^  ,y/  U  +  ij' 

Dass  er  es  in  aller  Strenge  wirklich  sei,  davon  überzeugt  man  sich  durch  unmittelbare  Substitution  in 
diejenige  der  Gleichungen  (421) ,  die  dazu  bestimmt  ist ,  ihn  zu  liefern.  In  ihm  sind  die  Ausdrucke 

(422)  und  (424)  für  ilm,«.!  und  A^,^^  als  specielle  Fälle  enthalten,  und  wir  bekommen  demnach  IBr 

if"r 

— -  die  nachstehende  allgemeine  auf  ein  in  der  Gestalt  (418)  erscheinendes  9  gegründete  Sommen- 

formel : 

(4«7)  ^«  -       ^.«.1  ö  [        2^  .;/  U  +  iJ  ^     ^'^   ^        ^"        ^'  J 

g  +  17  =  m  —  1. 
Noch  einer  abermals  etwas  eomplicirteren  Form  der  Function  9  sind  wir  genothigt,   unsere 
Aufmerksamkeit  zu  schenken,  nämlich  der  folgenden: 

(488)  9 X^rO  =  r»  +  ar  +  6  +  a:  (er'  +  irr  +  Ä), 

weil  in  ihr  die  unter  (182)  und  (183)  Seite  104  aufgezählten  rationalmachenden  Substituüonsfünctienen 
als  specielle  Fälle  enthalten  sind,  weil  noch  überdiess  die  (184)  und  (185)  darauf  zurückgeführt  wer- 
den können.  Wir  haben  hier:  9,*  9\  9.»  9U  9',  von  Null  verschieden;  die  übrigen  Differentialquo- 
tienten  verschwinden.  In  den  Bedingungsgleichungen  zu  (413)  können  daher  auch  nur:  1^,  9^,  {,,  9,,  9, 
vorkommen;  die  übrigen  sind  der  Nulle  gleich.  Die  drei  Bedingungsgleichungen  sind  also: 

€t  +  ^t  +  5.  +  ^.  +    ^.  =  2m  -  1 
9t  +  ^t  +    ^t  =  »» 

€,  +  1?,  +  2t^,  =  m  —  1. 

Drei  der  darin  enthaltenen  Grössen  kann  man  ausdrücken  durch  die  zwei  übrigen,  welche  letztere 
am  passendsten  9,  und  9,  sind.  Man  bekömmt  nämlich  ohne  Mühe: 

?i  =  ^«  +  29a,  !?t  =  W  —  ^t  —  ^t'  §•  =  m  —   1   —  9,  —  29.. 
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Die  letzte  dieser  drei  Gleichungen  besagt,  dass  weder  ^,,  noch  i^,,  noch  weniger  aber  Vn  die  Zahl 
m  — i  za  fibersehreiten  yermSgen.  Hat  man  sie  so  auf  alle  möglichen  Weisen  gewählt,  so  erscheinen 
9i  und  ft  ▼on  selbst  als  ganze  nnd  positive  Zahlen,  so  wie  es  sein  muss.  Wir  können  daher  g^  und 
Vt  ms  der  Summenformel  wirklieh  eliminiren  und  es  wird  dann  genügen,  von  diesen  Gleichungen  die 
dritte  als  einzige  Bedingungsgleichung  der  Summe  anzuhängen.  Man  kann  sich  hiebei  erlauben ,  zur 
Vermeidung  der  Stellenzeiger  $,,  17,  und  9,  zu  ersetzen  durch  1;,  ^,  ^.  Die  allgemeine  Formel  (413) 
geht  hiedurch  über  in: 


d'^X 


-  -riir  S  [^.,1,;  (-  %y^''  9'~-"'  9:  9''  9;!]. 


^     §  +  i7  +  2?  =  m—  1 
Schreibt  man  in  ihr  anstatt  m,  m+1,  so  ergibt  sich: 

^  =  -  ;4  S  [^...  (- O'*-'  9'-*-"'  *:.  9: 9;:]  ^ 

€  +  7  +  25  =  m. 
Differenzirt  man  hing^egen  direkt  nach  allen  x,  oder,  was  dasselbe  ist,  ersetzt  man  in  der  (414)  die 
grieehisdien  Zahlzeichen  durch  die  hier  angenommenen  Werthe,  so  erhält  man  abermals: 

^  =  -  ;4l  S  [{An.u.    (-  9^-^  9^^"'  91  9:  9;:)  X 

X  ((2m- 1-5-25)  ((-9,)  9\  +  9'9.)  +  (ni^k-^){-9:)9\  +  V  ^=^^  +  gizi^^^')]  ^ 

«  +  ,y  +  22  =  m-l 
Diese  zwei  Werthe  müssen  in  allen  Gliedern  übereinstimmen  und  durch  Gleichstellung  der  CoeSicien- 
ten  haben  die  Werthe  der  letzteren  hervorzugehen.  Einige  von  ihnen  kennen  wir  schon;  alle  diejenigen 
nämlich,  für  welche  5=0  ist,  d.  h.  wir  besitzen  den  allgemeinen  Werth  von  ^„,{,0*  gegeben 
durch  die  Formel  (426).  Es  bleibt  uns  daher  noch  übrig,  Formeln  aufzjpuchen  für  die  anderen,  für 
welche  a  von  der  Nulle  verschieden  ist.  Um  zu  diesem  Ziele  zu  gelangen,  heben  wir  beiderseits  aus 
der  (430)  sowohl,  wie  auch  aus  der  (431)  alle  diejenigen  Glieder  heraus,  für  welchQ  i;  einen  und 
denselben  Werth  hat,  £  und  ^  hingegen  in  (430)  der  Reihe  nach  die  folgenden  Systeme  von  Werthen 
annehmen: 

2=        0,  1,  2,  

^  =  m  —  ^,  m  —  iy  —  2,  m  —  if  —  4,  

Diese  Glieder  sind: 

kj  =        -^m+i/iii-^/o      \      9,}        9       9 II  9, 

+  -^m+t#m-^-t#i    (        9J  9  9n    9,  9n 

+,A^um-,-,..  (-  9.)"^  9"**-  9,:  9r""  r.: 


tm+i 
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Um  hingegen  auch  aus  der  Summe  (431)  jene  Glieder,  denen  einerlei  v  angehört,  zu  erhalten,  zer- 
legen wir  dieselbe  in  ihre  Bestandtheile ,  vier  an  der  Zahl,  so  viele  nämlich,  als  Glieder  unter  dem 
Summenzeichen^  Sie  sind: 

JS  [(3m-l-25-3^)  A„,,.,   (-9,)^"'^-^^  9'""*"'  91  %''  9''']  +' 
+  S  [(2m-l-   ?-2^)  Ä„,„,,  i~9y'^'      9'""'"""  9:r  /  ^p'']  + 

+  s  t  ^m.i.  (-<p,)^^'^^'  v"^'-'  9r  9''  9'::'^  + 

5  +  17  +  25  =  m  —  1 

und  nun  suchen  wir  aus  jeder  dieser  vier  Summen  jene  Glieder  heraus,  welche  mit  denselben  Potenz- 
produkten der  9,  wie  sie  in  der  Formel  der  Reihe  nach  vorkommen,  mit  Factoren  verknüpft  sind,  so 
erhalten  wir  durch  Gleichstellung  der  Coeflicienten : 

Die  erste  dieser  Gleichungen  enthält  lauter  durch  die  (426)  bereits  gegebene  Coefficienten,  und  qs 
kann  sehr  leicht  nachgewiesen  werden,  dass  sie  identisch  erfüllt  sei  durch  die  eben  aus  (426)  gezo- 
genen Werthe.  Die  zweite  dieser  Gleichungen  hingegen  sollte  ^w/m-n.i  gehen»  es  fällt  indessen  schwer, 
ihr  diesen  CoefRcienten  zu  entringen  auf  den  bisher  betretenen  Wegen.  Wir  finden  uns  daher  veran- 
lasst ,  Gebrauch  zu  machen  von  der  £rfahrflng ,  dass  sämmtliche  mit  A  bezeichneten  Coeflicienten  mo- 
nomische Ausdrucke  seien, ^die  sich  einer  von  dem  nächstfolgenden  nur  unterscheiden  durch  einen  Fac- 
tor von  ziemlich  einfachem  Baue.  Wir  nehmen  dem  gemäss  an,  dass: 

A  U  4 

sei,  unter  jff»,,«-,  einen  bisher  noch  unbekannten,  m  und  ?/  enthaltenden  Ausdruck  verstanden.  Die 
zweite  der  Gleichungen  (433)  geht  kraft  dieser  Voraussetzung  über  in : 

(frf  +  ly  +  2)  (m  +  ly  +  1)  (m  +  iy)  (m  +  1)  _ 

2'   (r/+l)  0/  +  2)   (i;  +  2)  (17  +  3)  «H-i^m-,-.  - 

^  (m+2y+2)(m+v+l)(m+iy)(m— iy— 2)  (m+iy)(m+iy— 1)  m  +  tf 

2«  0,+ 1)  (v+2)  0;-|-2)  (i,+3)  '"'»'-^-  +     2  (17+I)  (17+2)    ^"•-*— «  +  2(^=2)"^  * ' 

Sodann  «orgen  wir  zuvörderst  für  eine  Vereinfachung  dieser  Gleichung,  erzielt  dadurch,  dass  wir  z.  B. 
als  Multiplicator  von  fr„„,„.,_a  einen  Bruch  annehmen,  der  die  Factoren  (»7+ I)(i7-|-2)(i;-h3)  im 
Zahler,  dagegen  die  (m'\-ri)(m  +  ff,+  i)  im  Nenner  trägt.  Wir  nehmen  also  an: 
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2V  iv  -i)  (V-  2) 
(m  +  i;  —  2)  (iw  +  17  —  3) 


ff ^7      Vf     ^J      Vf    ^J  fT 


Hiednrch  verwandelt  sich  die  vorliegende  Gleichung  unmittelbar  in  die  folgende: 

(w+i;)  (m+l) Ä«..t,«-,-  =  (m+217+2) (m-17-2) Ä«,«.,.3  +  2iy(i;+2)  Ä«,^.,..  +m+  31;  +  4 , 

welcher   letzteren    augenscheinlich  der  Werth  Ä«,«-,  =  1    identisch  Genüge  leistet.  Wir  haben  also 
endgiltig : 

ff         _      2iy(iy-i)(iy-2)  _  /17  +  3^  (m-H-i)/  /   »^  x 

~"^'         (w-H-2)(m+,,-3)'        ^«m-—  -^    1    ;      2^+*i;/      W  +  3j-  (43*) 

Genau  auf  demselben  Wege  gelangt  man  jetzt  zu  dem  Werthe  des  nächstfolgenden  CoeSicienten  aus 
der  nächstfolgenden  dritten  der  Gleichungen  (433).  Er  ist  gegeben  durch  die  Formel: 

_  (v  +  i\  (m  +  iy—  1)/ 


-h  +  i\  (m  +  iy-1)/  /    m    \ 


Das  allgemeine  Gesetz,  nach  welchem  alle  diese  CoefBcienten  gebildet  sind,  fällt  bereits  in  die  Augen. 
Man  hat  nämlich  voraussichtlich: 

und  fiberzeugt  sich  auch  von  der  Richtigkeit  dieses  Werthes  durch  unmittelbare  Substitution  in  die 
allgemeine  der  Gleichungen  (433),  d.  h.  in  die: 

^H-., 11^,-1  c,c*  =  (m+2i;+2+l)  ^„„_,-,5-t,c  +  (m-H— 1)  ^«,«-,-,«,«  +(i;+i)^m,«-.-.c,;^,    + 

welche  sich  dadurch  in  eine  identische  verwandelt  Diesen  eben  ermittelten  Werth  des  CoefBcienten 
A  substituiren  wir  jetzt  in  unsere  Summenformel  (429)  und  gelangen  hiemit  zu  einer  Gleichung,  in 
der  die  (417)  und  (427)  als  specielle  Fälle  enthalten  sind: 


iPr 

^  +  ff  +  2a  =  m—  i 


(437) 


und  es  stellt  in  derselben  f  den  folgenden  Ausdruck  dar: 

9  (a?,r)  =  r'  +  ar  +  6  +  a?  (er'  +  yr  +  ä), 
während  noch  fiberdiess: 

^        d9  d(p  ,  _    <r9  ^"9  ,   ^"9 

ist  Diese  Formel  wird  zur  Einffihrung  der  neuen  Veränderlichen  x  anstatt  x  in  all*  den  Fällen  zurei- 
chen, deren  im  S.  5  Erwähnung  geschieht,  und  diess  zwar  unmittelbar  angewendet  zur  Wegschaffung 


• 
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von  Irrationalgrossen,  wie  \/  ^  +  ^    und  \/x^  +  ax  +  b  aus  der  Gleichung  oder  ihren  pardculä- 

V    ax+b  ^  .. 


ren  Inte^alen.  Hat  man  hingegen  eine  Irrationalgrösse  zu  entfernen,  wie  V «x  +  6 ,  oder  deren  zwei 

der  Zahl,  entweder  wie  \/^  +  a  und  \/x  +  b  gestaltet,  oder  wie  \ /  ^ "*" ^  und  \/^  ,      , 

V   x-\-c  \   x-\-c 

Fälle ,  in  denen  die  Substitutionsfunction  9  von  complicirterer  Gestalt  ist ,  nämlich : 


an 


9  =  a:  [1  —  ar^]  +  c  —  6r^, 
oder: 

9  =  (X  +  c)  [ar*  +  ör*  +  c]  +  ^rr*  +  Ar«  +  &, 

so  wird  man  besser  thun,  nicht  unmittelbar  zur  Einfuhrung  der  neuen  Variablen  r  zu  schreiten,  son* 
dem  wird  ihr  die  einer  anderen  »  vorangehen  lassen,  welche  mit  x  durch  eine  der  Gleichongen: 

9  =  a?  [1  —  a«]  4-  c  —  fr«» 
oder : 

<^  =  (x  +  c)  [«»•  +  bz  +  c]  +  g%^  +  A«  +  Ä 

zusammenhängt  Hiezu  reicht  die'Formel  (437),  oder  auch  gelegentlich  die  (417)  und  (427)  au3.  Hier* 
auf  substituirt  man  erst  r  anstatt  %  vermittelst  der  Gleichung  9  =  «  — rfl  =  o,  oder  9=»«  — t»=3B0, 
was  vermittelst  der  Formel  (417)  geschehen  kann,  was  sich  aber  besser  und  kurzer  noch  dadurch 
bewerkstelligen  lassen  wird ,  dass  man  anstatt  r  seinen  Werlh  \J%  oder  \fi  unmittelbar  in  die  Trans- 
formirte  (411)  einführt 

Es  ist  nicht  unmöglich,  ja  es  unterliegt  sogar  keiner  bedeutenden  Schwierigkeit,'  auch  für 
complicirtere  Fälle  von  algebraischen  und  transcendenten  Substitutionen  ähnliche  Formeln  aufzustellen 
und  sogar  die  allgemeine  abzuleiten,  in  der  alle  diejenigen  enthalten  sind,  die  wir  im  Verlaufe  dieses 
Paragraphes  kennen  gelernt  haben ,  allein  man  kennt  vorderhand  gar  keine  Veranlassung ,  die  zur 
Einfuhrung  einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  vermittelst  einer  Transcendenten  oder  sollst  wie 
verwickeiteren  Substitutionen  nöthigen  könnte.  Wir  lassen  uns  daher  nicht  ein,  auf  die  Aufstellang 
symbolischer  Formeln ,  die  keinen  unmittelbaren  practischen  Nutzen  versprechen ,  und  fugen  nur  noch 
die  Bemerkung  hinzu,  dass  überhaupt  der  Gebrauch  von  Summenformeln  bei  sehr  einfachen  Beispielen 
von  Differentialgleichungen ,  wie  sie  gewöhnlich  vorkommen,  keineswegs  eine  Nothwendigkeit  sei,  dass 
man  vielmehr  in  den  meisten  Fällen  ihrer  ganz  und  gar  entrathen  kann,  und  nur  wenn  die  Differen- 
tialgleichungen eomplicirter  werden,    wird  .der  Gebranch  dieser  Formel  zur  unerlässlichen  Nothwen- 
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$i.  1. 
iDtegration  in  Form  vob  aufsicigendeo  Reihen. 

1/ie  Form  einer  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  oder  auch  von  (x  —  a)  geordneten  Reihe  ist,  wie 
wir  aus  der  Mae-Lauri naschen  Formel  wissen,  das  allen  Functionen  passende  Kleid;  es  ist  aber  auch 
schon  benoierlrt  worden,  dass  eben  darum  diese  Form  allen  Functionen  ein  und  dasselbe  Aussehen  er- 
theile,  und  aus  dieser  Ursache  im  Allgemeinen  weder  zu  ihrer  Unterscheidung  von  einander,  noch  zur 
ErmirtluDg  ihrer  speciellen  Eigenschaften  besonders  dienlich  sei.  Dem  ungeachtet  aber  kommen  dieser 
Reihenform  drei  Ilauptvorzuge  zu^,  die  zu  einem  angelegentlicheren  Studium  derselben  nöthigen. 
Dämlich:  erstens,  sie  ist  die  einzige,  von  der  man  Gebrauch  machen  kann,  wenn  man  irgend  allge- 
meine Eigepsehaften  der  eine  Differentialgleichung  erfüllenden,  oder,  wenn  man  will,  auch  irgend  eine 
andere  Rolle  spielenden  Functionen,  wie  etwa  Existenz  erweisen  will,  eben  weil  sie  die  allgemeine  ist: 
zweitens,  da  es  Fälle  gibt,  in  welchen  die  Mac-Laurin*sche  Formel  entweder  überhaupt,  oder  ohne 
vorgängiger  Sonderung  eines  gewissen  Factors  oder  Divisors  ihren  Dienst  verweigert,  so  bilden  eben 
diese  Fälle  eines  der  allerwichtigsten  Unterseheidungsmittel  der  particulären  Integrale  von  einander,  und 
drittens  ist  sie  die  der  wirklichen  numerischen  Berechnong  bei- vorhandener  Convergenz  in  der  Regel 
am  meisten  zusagende.  Wir  sehen  uns  daher  genothigt,  nicht  nur  der  Integrationsmethode  in  Reihen- 
form überhaupt  unsere  Aufmerksamkeit  zu  schenken,  sondern  auch  alle  in  derselben  vorkommenden 
Andnahmsfalle  einer  sehr  sorgfältigen  Discnssion  zu  unterwerfen,  und  diess  um  se  mehr,  als  wir  denn 
doch  sehr  oft  in  den  Fall  kommen,  einen  der  einer  linearen  5ifferen(ialgleicbung  Genüge  leistenden 
Werthe,  oder  auch  mehrere,  gerade  in  dieser.  Form  zu  benöthigen.  E&  sei  also  in  Form  einer  nach  auf- 
steigenden Potenzen  von  (x  —  a)  geordneten  Reihe  zu  integriren  die  allgemeine  lineare  Differentialglei- 
chung der  n^n  Ordnung,  in  der  man  sich  aber  vorderband  die  Coefficienten  ^-»^ ,  ^;,.,  ...  ^^ «  d^ 
als  algebraische  ganze  und  rationale  Functionen  von  ar  denken  mag,  da  wir  nur  solche  Gleichungen 
zum  Gegenstande  unserer  Untersuchungen  gemacht  haben: 

^  =  ^.y'"^  +  ixi«-iy  "-•'  + +  ä;,.v'  +  x.y  =  o, 

29 


21^  V.    Abschnitt. 

Welche  Function  von  x  man  sich  auch  anstatt  y  gesetzt  denken  mag,  so  wird  das  Gleichungspolyoom 
T  auch  immer  eine  Function  von  x  vorstellen,  die  mittelst  der  Hac-Laurin'schen  Formel  nach  auf- 
steigenden Potenzen  von  x  —  a  jedesmal  in  eine  Reihe  entvlckelbar  sein  wird.  AllenflUige  Ausnabmea 
haben  entweder  gar  keinen  oder  nur  einen  in  die  folgenden  Entwicklungen  sich  selbst  verfleehtendeo 

Einfluss.  Bezeichnen  wir  daher  mit  P,  F,  F',  dasjenige,  was  aus  9,  ^,  *£"  u.  8.  w.  wird, 

wenn  man  in  ihnen  a  anstatt  x  substituirt,  eine  Bezeichnung,  inGemässheit  deren  auch  y,  y",  y",  ... 

X,  X',  X"  die  Werthe  sind,  welche  bezüglich  y,  y,   if SG> ,  SQ>' ,  SO!' ,  annehmen, 

wenn  man  x  In  a  verwandelt,  so  erhalten  wir  zunächst: 

(«)  <P  =  P  +  P'  (X  -  a)  +  1  P-  (a:  -  a)*  + 


für  jeden  Werth  von  y ;  denken  wir  uns  aber  anstatt  y  einen  Genüge  leistenden  Werth,  so  wird  der- 
selbe die  Gleichung  ^f=0  identisch  machen,  und  zwar  für  jedes  x,  was  nur  dann  angeht,  wenn 
P  =  F=P"= =P''">  =  o  wird  für  jedes  ganze  positive  r.  Nun  erhält  man  aber,  das  Glei- 
chungspolynom ^£  wiederholt  differenzirend ,  und  nach  geschehener  Differentiation  a  anstatt  x  setzend : 

(3)    P    =X„yf»'     +'     X^.  y^"-'>      +       X,^.    y'"--'     +..;+  X.        y' +  X.  y  =  0 

P'=X„y''+'>+      X^,]y^")        +     .X„_.lr''-)    +...+        -X. 


(4) 


(5) 


(6) 


+     x^^jy")      +     x„_.ir''-"  +  ...  +  -X.  ly 

+     x;  J          +     x;_.J  +  x;  J    +x'.  y  =  o 

F'  =  X„  y'-^"  +       X„_.ly(''^')     +       X,^,  l  y'»'  +  . . . 

+     2X;    J               +     2X;_.  +  2X'.  jy' 

+     x;  J  +  x;;  ]    +  xf  y  =  o 

+0»  J        .    +(i)^"-.  +  ^  Xr  J     H-X^^^o 

+(yx;  _ 


^»•5=  X 


(V 


Das  allgemeine  Glied  der  letzten  Formel,  d.  h.  das  «+!■>*  ist: 

y  --^  [x„_.  +  (;)  x;^..  +  (J)  X-  + .•••••+  (,1 0  XL-"  +  (j)  x- j 

und  wir  bemerken ,  dass  in  demselben  der  Natnr  der  Sache  nach  jene  der  Anfangs  stehenden  CoeSr- 
cienien  X,  deren  Stellenzeiger  für  gewisse  s  negativ  sind,  durch  die  Nulle  ersetzt  werden  müssen, 
wodurch  es  sich  als  höchstens  (»+ l)4heiliger  Ausdruck  darstellt.   Da  wir  nun  olTenbar  im  Sinne 
haben,  den  Werth  von  y  zu  ermitteln,  und  zwar  in  Reihenform,  d.  h.  in  tet  fotgenden: 

(8)  y  =  y  +  y'(x-u)  +  ly"(^x-ay+ ; 


so  handelt  es  sich  im  Grunde  um  die  Werthe  der  Coefllcieaten  y ,  y\  y" Es  seheint  tiber  die 

Gleichung  P  =  0,  wie  man  sieht,  geeignet,  den  Werth  zu  liefern  von  y"'  in   Function  der  y""*-. 

y^**"*^ , y'  9  y «  und  zwar  als  nach  diesen  Grössen ,  die  n  an  der  Zahl  sind,  linearen  Ausdruck, 

den  Fall  ausgenommen,  wo  X„  =  0  ist,  also  das  X>n  mindestens  Einen  Factor  x  —  a  besitzt.  Wir 
sehen  vorderhand  von  diesem  Falle  ab,  betrachten  also  y"^  als  endlichen,  mit  dem  Nenner  X„  ver- 
sehenen  Bruch.     Die   folgende    Gleichung  P'  =  0   gibt   uns  dann  zunächst  y^"'*'^^  in  Function  von 

yÄ)^  y(ii-i)^  y,^  y  yjj^  j^jjgjj  gehorigcr  Substitution  des  aus  der  ersten  für  y"^  gefolgerten 

Werthes,  in  Function  von  y^""*-,  y^""*', /,  y  und  zwar  abermals  als  nach  diesen  n  Grössen 

linearen  Ausdruck,  der  durch  XJ  gebrochen  erscheint.  Gleiches  gilt  von  P"  =  0,  P"'  =  0  und  allge- 
mein von  P^'')  =  0,  welche  Letztere  y^"'^''^  liefern  wird  in  Function  von  y^""*-,  y*^'^  y',  y  als 

linearen  durch  Xl^^^  gebrochenen  Ausdruck.  Wir  erhalten  also  alle  CoelTicienten  der  für  y  angenom- 
menen Reihe  bis  auf  die  ersten  n  an  der  Zahl ,  zu  deren  Bestimmung  die  vorgelegte  Differentialglei- 
chung kein  Mittel  an  die  Hand  gibt,  diesohin  willkuhrlich  bleiben,  also  die  Rolle  von  n  verschiedenen 
Integraüonsconstanten  abernehmen  können.  Der  Werth  von  y  wird  sich  dann  nach  diesen  n  Constanten 
ordnen  lassen,  und,  wenn  man  dem  Gesagten  gemäss  annimmt,  dass: 

y(i.+r)  ^  ^o,r]  y  +  [t,r]  y'  +  [2,r]  y"  + +  [n-  i,v]  y"''' 

sei,  einen  Ausdruck  biethen,  wie  folgt: 

»=     y  [       '         +M     TTTf  +  t"']       T-ö^+        -l 

s.     r         1  r     1     (x  —  ctY-*        .      ,  (x—a)"-*  1 

+  ,-..(.-ar-[^:::^+[n-.,o]^  +  [.-ul-i^,+ j 

der,  wie  man  sieht,  zusammengesetzt  ist  aus  n  particulären ,  mit  je  einem.  wiUkuhrlichen  constanten 
Factor  versehenen  Integralen,  und  zwar  in  Form  von  Reihen,  von  welchen  bereits  im  Eingange  des 
!.  Bandes  dieses  Werkes  bewiesen  worden  ist  (siehe  I.  Abschnitt  S.  3) ,  dass  sie  mindestens  für  solche 
X  —  iX  convergiren,  die  zwischen  Grenzen  genommen  sind,  welche  im  endlichen  Abstände  von  einan- 
der sich  befinden.  Diese  particulären  Integrale  enthalten  fiberdiess  die  0*«,  !■*•, (ti—ty^  Po- 
tenz von  X  —  a  als  Factor,  was  mit  dem  im  S.  1  der  Transformationslehre  Gesagten,  jedoch  daselbst 
auf  anderem  Wege  Abgeleiteten,  in  voller  Übereinstimmung  steht.  Ein  sehr  einfaches  Verfahren  hat 
uns  also  zum  allgemeinen  Integral  gefuhrt  in  einer,  was  Brauchbarkeit  im  Calcul  betrifft,  völlig  tadel- 
losen Form,  die  aber  dermassen  an  Undurchsichtigkeit  leidet,  dass  aus  ihr  in  der  Regel  keinerlei 

29  • 
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Eigenschaften  der  Genüge  leistenden  Werthe  zu  entnehmen  sind,  daher  denn  auch  diese  stets  anwend- 
bare Integrationsmetliode ,  so  lange  x  —a  nicht  als  Factor  in  dem  ersten  GleichungscoeflFieienten  vor- 
kommt, von  äusserst  geringem  Nutzen  ist  und  auch  nur  in  den  seltensten  Fällen  angewendet  werden 
durfte.  Desto  nutzlicher  werden  uns  aber  die  Ausnahmsfälle ,  in  welchen  man  auf  diese  Weise  nicht 
integriren  kann ,  weil  sie  zur  Unterscheidung  der  particnlären  Integrale  von  einander  dienen,  und  noch 
iiberdiess  über  die  Formen  derselben  mancherlei  Aufschluss  geben. 

Der  erste  und  gewohnlichste  dieser  Ausnahmsfalle  ist  der,  wo  der  erste  Coefficient  X^  mit 
einem  einzigen  Factor  x  —  a  versehen  ist,   woraus  wir   nach  den  Vorschriften  der  Formenlehre  ein 

particuläres  Integral,  wie  - — ^-rr  erschliessen.   Sämmtliche  CoelTiclenlen  von  der  Gestalt  [#,  r\  in 

(x  —  aY  ^       -^ 

der  Gleichung  (9)  erhalten  in  diesem  Falle  unendliche  Werthe,  wodurch  dieselbe  naturlich  unbrauch- 
bar wird.  Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Bestimmungsgleichungen  (3) ,  (4) ,  (5)  und  (6)  zurfiek ,  imd 
fassen  namentlich  die  erste  von  ihnen  ins  Auge,  annehmend,  dass  unendliche  Coefiicientenwerthe  über- 
haupt, also  namentlich  auch  ein  unendlicher  Werth  von  y^"^  unstatthaft  sei;  so  verschwindet  in  der- 
selben das  erste  Glied  X^y^"^  und  die  Gleichung  liefert  nicht  mehr  y("\  sondern  dient  vielmehr  zur 

Bestimmung  von  y^"**^  in  linearer  Function  dern—  1  Grössen  y^'*^\ /»  y»  die  gebrochen  ist 

durch  Mo=X;^.^.  In  ähnlicher  Weise  wird  die  folgende  (4)  nicht  y^»+*\  sondern  y^**-  liefern  in  linearer 
Function  derselben  n  —  1  Grössen ,  die  gebrochen  ist  durch : 

die  darauffolgende  (5)  nicht  y^''^'^  sondern  y^*+^^  bestimmen,  abermals  in  linearer  Function  dersel- 
ben n — 1  Grössen,  die  gebrochen  ist  durch  das  Produkt: 

M,  =  X^,  (X„.,  -I-  X;)  (X„.,  +  2X'J. 

und  genau  in  derselben  Weise  wird  endlich  die  (6)  einen  nach  y^""*',  y^'"\ y*,  y  linearen 

Werth  von  y^"-^"*)  bringen,  der  das  Produkt: 

(11)  M,  =  X;^,  (X^,  +  x;,)  (x^,  +  2x;) (x^,  +  rx;) 

im  Nenner  fuhren  wird.  Wir  erhalten  also  wieder  Werthe  für  die  Coefficienten  der  anstatt  y  gesetztea 
Reihe,  mit  Ausnahme  jedoch  der  ersten  n—i  an  der  Zahl,  zu  deren  Bestimmung  nichts  vorliegt,  di^ 
somit  als  eben  so  viele  willkuhrliche  Constanten  betrachtet  werden  können;  und  nehmen  wir  abermals 
allgemein  an,  dass: 

(12)  M,  y^'»+*-*)  =  [0,r]  y  +  [l,r]  y'  +  4-  [w  — 2,r]  y^»-> 

sei,  so  gelangen  wir  sofort  zu  einem  (n— l)-theiligen,  nach  den  Constanten  y,  y' y"'"^ 

geordneten  Werth  von  y: 


^^       '^"^      ""^       Ll...(n^2)^      M,       i...(n-0  M,         1...n      ^  J 

der  aber  kein  allgemeines  Integral  ist ,  weil  ihm  Eine  willkühriiche  Constanle  fehlt.  Dieser  Mangel  hat 

seinen  Grund  in  der  Annahme,  dass  y^"-,  y(»+0^  endliche  Grössen   seien,  eben  so  gut,  wie 

y,  y,  y"~'\   die  offenbar  so  lange  eine  unrichtige  ist,  als  man  sich  das  particuläre  Integral 

TT  als  Bestandtheil  von  y  denkt  mit  von  der  Nulle  verschiedener  Constante  C;  diese  Coefficienten 

endlieh  annehmen  heisst  daher  C=0  setzen.  Da  wir  aber  hiedurch  Einen  Genüge  leistenden  Werth 
und  zugleich  dei\jenigen  Theil  von  y^  den  die  Mac-Laurin'sche  Formel  in  Reihenform  zu  liefern  ver- 
weigert ,  gänzlich   weggelassen  haben ,  so  können  uns  offenbar  nur  n  —  1  particuläre  Integrale  librig 

bleiben,  die,  wie  man  aus  der  Formel  (12)  ersieht,  bezüglich  der  0**'",  1»*«",  2*«"  ...  bis  (n  — 2)*«« 

CO 

Potenz  von  x  —  a  proportional  sind,  so  dass  jetzt r^    an  der  Stelle    des  mit   dem  Factor 

{x  —  ay 
(x  —  a)""*  verbundenen  Integrales  erscheint,  die  ferner  lauter  endliche  Coefficienten  haben  werden, 

unter  der  Bedingung,  dass  ihr  allgemeiner  unter  (il)  erscheinender  Nenner  keinen  verschwindenden 

Factor  birgt,  was  dann  Statt  findet,  wenn  für  keinen  ganzen  und  positiven  Werth  von  r: 

X;,.,  +  rX'„  =  0, 

X 

wird,  also,  wenn  -^^p-  keine  ganze  negative  Zahl  ist  Vergleichen  wir  hiemit  den  aus  der  Formenlehre 

bekannten  Werth  von  ft,  d.  h.: 


%^(x-«)|-n+l=^* 


*  =  -7^  (x  —  d)\  —  n  +  i  =  ^^  —  n  +  1 , 


X 

aus  welchem  — ^  =^  +  11  —  i  hervorgeht,  so  sehen  wir,  dass  das  Unendlichwerden  der  Coefficien- 

ten  der  Gleichung  (12)  für  positive  k  nie  erfolge,  auch  nicht  fQr  gebrochene  positive  oder  negative 
oder  gar  imaginäre,  dass  es  aber  von  irgend  einem  derselben  angefangen  jedes  Mal  vorkomme,  so  oft 
k  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  die  einen  numerisch  grösseren  Werth  hat  als  n — 1;  wir  verfallen 
also  diesem  Unendlichwerden  der  Coefficienten  dann,  wenn  das  eine  particuläre  Integral,  dem  der 
Factor  (x — a)  des  ersten  Coefficienten  angehört,  keinen  Nenner  (x  —  a)*  besitzt,  wohl  aber  einen 
Faetor  (x — a)*,  wo  h  grösser  als  n  — 1  ist,  und  es  fragt  sich  nun,  wie  es  wohl  kommen  kann, 
dass  ein  vorhandener  Genüge  leistender  Werth  CQ(x—a)^  alle  übrigen  particulären  Integrale  n — i 
an  der  Zahl  der  Differentialgleichung,   von  denen  wir  doch  sicher  wissen,  dass  sie  für  a?=a  nicht 
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unendlich  werden,  der  Herrschaft  der  Mac-Laurin*schen  Formel  entzieht.  Bevor  wir  diese  Frage  beant-  . 
Worten ,  wird  es  gut  sein ,  nachzusehen ,  ob  man  diesem  Unendlichwerden  nicht  irgend  wie  entgehen 
könne.  Zu  diesem  Behufe  fassen  wir  die  (6)  ins  Auge,  und  nehmen  an,  dass  wirklich  Xn-i+^^'u=^^ 
sei.  Da  wir  nun  ein  unendliches  y^''^'^-'*^  zuzulassen  nicht  Willens  sind,  so  verschwinden  uns  die  zwei 

Anfangsglieder  dieser  Formel.   Die  y^^-^-*'^ ,  y(w+r-»:  ^  y(n-i)  ^^^^  vermittelst  der  vorangehenden 

Gleichungen  als  lineare  Functionen  von    y^"-*^- ,  yC«-«/  ^    y' ,  y    bereits  gegeben ,   daher  die 

(6)  nach  gehörig  durchgeffihrter  Substitution  dieser  linearen  Werthe  die  Form  gewinnen  wird: 

(15)  (0,r)  y  +  (t.r)  y'  +  +  (ii  — 2,r)  y^"-^  =S=  0, 

allwo  die  Coefficienten  noch  keinen  verschwindenden  Factor  im  Nenner  haben.  Dieser  Gleichung  ist 
aj  dann  von  selbst  Genfige  geleistet ,  wenn  solche  Relationen  n  —  1  an  der  Zahl  zwischen  den  con- 
stanten  Parametern  der  Differentialgleichung  obwalten ,  dass : 

(16)  (O.v)  =  (l,r)  =  =  (n~2,r)  =  0 

wird.  Es  bleiben  dann  nicht  nur  die  y,  y', y  ""•-  willköhrlich ,  sondern  auch  das  y  '»+'^*\  Die 

auf  die  P^'*^  =  0  folgende  Gleichung  P^''+*)  =  0  liefert  ohne  Anstand  einen  endlichen  Werth  für  y^""*-''\ 
da  sein  Coefficient  X„_j  +  (r+ 1)XJ,  =XJ,  von  Null  verschieden  ist,  jedoch  nicht  mehr  als  lineare 

Function  bloss  von  y ,  y\  y^'*^'^  sondern  auch  von  y('»+''-'\  welches  daher  als  neue  n^  Con- 

stante  hinzutritt.  Gleiches  gilt  auch  von  den  Gleichungen  P^''+'^  =  0,  P'*'^'^  =  0, ;  das  n^  par- 

ticuläre  Integral  ist  also  an  dem  gehörigen  Orte  selbst  in  der  Rechnung  aufgetreten,  und  wir  erhalten 
sohin  unter  den  Bedingungen  (16)  das  allgemeine  Integral  in  Reihenform,  ziehen  aber  hieraus  auch 
umgekehrt  den  Schluss,  dass,  wenn  dieses  allgemeine  Integral: 

ist,  und  wenn  man  überzeugt  ist,  dass  die  Functionen  y^y  y^i  yn-x  für  x=^a  endlich   und 

stetig  bleiben,  und  sich  mittelst  der  Ma c- La uri naschen  Formel  in  Reihenform  entwickeln  lassen  mit 
lauter  endlichen  Coefficienten,  die  constanten  Parameter  der  Differentialgleichung  die  n — 1  Bedin- 
gungsgleichungen (16)  nothwendig  erfnilen  müssen. 

69  Wären  nicht  alle  Coefficienten  in  der  (15)  identisch  Null,  sondern  nur  Einer  oder  einige 
von  ihnen,  z.  B.  (0,r),  so  wird  man  die  Gleichung  P^^^  =  0  dadurch  zu  einer  identischen  machen, 

dass  man  y'  =  y"= =y(«-»)  =  o  statuirt,  oder  mit  anderen  Worten  w  — 2  particulare  Integrale, 

offenbar  di^enigen,  welche  der  Behandlung  mittelst  der  Mac-Lauri naschen  Formel  widerstreben, 
wegwirft.  Die  P^**-  =  0  bestimmt  dann  weder  y  noch  y^»+**-*),  die  darauf  folgenden  bestimmen  aber 

der  Reihe  nach  y^"^''^ »  y(n+rf ii  ^  ^^  Functionen  der  frfiheren  beiden ;  man  erhalt  also  nur  zwei 

particulare  Integrale,  nämlich  das  mit  der  Constante  y  und  keinem  {x  —  a)  als  Factor  versebene  nnd 
das  CQ{x  —  ay.  Hätte  man  hiezu  etwa  noch  (l,r)  =  0  erhalten,  so  wären  es  drei;  wäre  auch 
(2,r)  =  0,  so  wären  es  vier  u.  s.  w.  particulare  Integrale ,  die  sich  in  Reihenform  aus  der  Kechnung 
ergeben  hätten. 


cj  Verschwindet  in  der  Gleichung  (15)  kein  einziger  Coefficient,  so  lässt  sich  auch  keines 
der  n— 1  partieulären  Integrale  mittelst  der  Mac-Laurin*schen  Formel  in  Reihenform  wiedergeben, 

man  kann  sie  dann  alle,  y=y'=y"= =y(»-»)  =  o  statuirend,  wegwerfen;    die  Gleichung 

p*')  =  0  lässt  dann  yC'»+''-»)  willkuhrlich  und  die  folgenden  liefern  y^"+*'\  yin+r+D^  {„  punction 

dieser  einzigen  Constante ;  wir  bekommen  daher  alle  n  —  1  partieulären  Integrale ,  die  anfangs  die 
Rechnung  zu  liefern  schien,  nicht,  erhalten  aber  das  n^,  das  die  Rechnung  anfänglich  zu  verweigern 
Miene  machte.  Die  Formeln,  aus  welchen  diese  aufeinanderfolgenden  Coefficienten  gezogen  werden,  sind, 

wegen  der  ebenfalls  verschwindenden  y^""*',  y'"\  y^"^'\  y(n+r-t'  keineswegs  sehr  eomplicirt, 

namentlich  sehen  die  ersten  unter  ihnen  so  aus: 

P'-^'^  =  x',y «^'•^   +  [x„_,  +  (r+1)  x;,.,  +  ('"t *)  ^n]  y^"^'*-'  =  0 

P>-^'  =  2X;,y''^'^^-  +  [X,.,  +  (r  +  2)  X;,,,  +  (^  +  ^)   X^]  y'"^''^  + 

+  [x..,  +  (r+2)  x;,,  +  (''+2)  x;.,  +  C't^)  ^n]  y""""'  =  0 

P'-^»-  =  aX^y"^-^'^  +  [X,.,  +  (r  +  3)  X;,..  +  (''+^)  X;]  y«^'^'^  + 

+  [x^.  +  (r+3)  x;..  +  ('-  +  3)  x;_,  +  (''t^)  Xn]  y^"^'^    + 

+  [x«_.  +  (r  +  3)X^.  +  (^  +  3)x^.+  (''  +  3)x^,  +  ('^|3)x„J  y^«--  =0. 

dj  Das  Bemerkenswertheste  aber  ist,  dass  selbst  in  dem  Falle,  wo  keine  der  Bedingungen 
(16)  erffiUt  ist,  tadellose  particuläre  Integrale  in  Reihenform  mit  lauter  endlichen  Coefficienten  gewon- 
nen werden  können  durch  Aufopferung  eines  einzigen  derselben,  indem  man  keine  der  Constanten 

y,  y",  y", y^**"*^  der  Nulle  gleich  setzt,  wohl  aber  zwischen  ihnen  die  Beziehungsgleichung 

(15)  aufstellt,  kraft  deren  eine  von  ihnen,  etwa  y^**-*),  als  lineare  Function  der  übrigen  erklärt  wird, 
etwa: 

r"^'^  =  9.y  +  9ty  + +  s^n-.y^"-^. 

Die  P^*'^  =  o  wird  dadurch  identisch  und  die  darauffolgenden  Bestimmungsgleichungen  liefern  y^"+''\ 

y^'*^^*\ als  lineare  Functionen  von  y,  y', y^**"*^  und  von  y^'*^^*).    Bezeichnen  wir 

nun  der  Kulrze  wegen  in  der  Formel  (13)  die  veränderlichen  Factoren  von  y»  y',  y**"*  mit 

9»  Vi^  9t 9ii-t»  80  dass: 

y  =  y9  +  y'9t  +  y"9.  + +  y^''"*^^;,-. 

wird :  so  wird  wohl  Niemand  daran  zweifeln ,  dass  die  der  Differentialgleichung  Genüge  leistenden 
Werthe  n  — 1  an  der  Zahl  auf  diejenige  Form  gebracht  werden  können,  die  sie  in  dieser  Gleichung 
haben;  aber  es  ist  auch  andererseits  aus  den  eben  gewonnenen  analytischen  Ergebnissen  keinem  Zweifel 


232  V..    A  b  s  c  h  n  i  t  t 

unterworfen,  dass  die  Functionen  9,  Vi«  V«*  9/<-t  si<^h  alle  der  Behandlung  mittelst  der  Mac- 

Laurin*schen  Formel  entziehen,  dass  sie  diess  ferner  nicht  mehr  thun,  wenn  man  den  Werth  von 
j^*"-*-  aus  der  Formel  (18)  nimmt,  wodurch  die  (19)  verwandelt  wird  in: 

(«0)  y  =  y  (v+fl'oVi,-.)  +  y'  (9i+s^.Vn-.)  + +  y^""*^  (v«-.+s^*-,^ik^). 

Wiewohl  also  9,  9t,  9/7-,  mittelst  der  Mac-Laurin*schen  Reihe  nicht  entwickelbar  sind,    so 

sind  es  doch    die  Summen   9  +  S^o9«-«»  Vi+S^tVn-«»    ^n^+9n-^^n-%n  was  sich  nur  dann 

denken  lässt,  wenn  der  in  \)n'-%  vorhandene,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x — a  in  Reihenform 

nicht  darstellbare  Bestandtheil  auch  in  den  anderen  Functionen  1^ ,  9^ « Vn-.«  vorhanden  ist ,  und 

zwar  bezuglich  mit  den  constanten  Factoren:  —j^.,  —  j^i,  —9n-»  multiplizirt.    Der  Fall,  dass 

keine  der  Bedingungsgleichungen  (16)  erfüllt  ist,  ist  nun  offenbar  der  allgemeinste,  und  jeder  andere,  wo 
eine  oder  mehrere  derselben  identisch  werden,  ein  specieller,  in  dem  allgemeinen  enthaltener.  Wir  sehen 
also,  dass  in  einer  auf  den  ersten  Anblick  räthselhaften  Weise  die  blosse  Existenz  eines  particulären 
Integrales  CQ(x—d)\  aber  nur  für  ganze  positive  ä,  die  die  Zahl  n — 1  überschreiten,  die  übrigen, 
n — 1  an  der  Zahl,  der  Herrschaft  der  Mac-Laurin*schen  Formel  entziehe,  und  zwar  dadurch,  dass 
sie  ihnen  einen  und  denselben  in  Reihenform  nicht  darstellbaren  Bestandtheil  ertheilt.  —  Wir  sind  überall, 
und  hauptsächlich  in  der  Formenlehre  bemuht  gewesen,  einer  jeden  analytischen  Erscheinung  in  der 
Differentialgleichung  mindestens  Eine  Form  der  derselben  Genüge  leistenden  Werthe  entgegenzustellen, 
welche  diese  Erscheinung  zur  Folge  hat,  und  wiewohl  wir  nicht  glauben,  dass  es  unsere  Obliegen- 
heit sei,  alle  Formen,  die  diess  thun,  zu  erschöpfen,  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  alle  yielleicht 
noch  nicht  erfunden  sind;  so  hallen  wir  doch  die  Aufstellung  von  wenigstens  Einer  derselben  für  etwas 
ganz  und  gar  Unerlässliches ,  da  wir  nicht  wünschen,  dass  uns  das  Integriren  einer  Differentialglei- 
chung nur  mit  Ausnahmen  gelinge.  Es  ist  nun  klar,  dass  die  n  particulären  Integrale  der  Gleichung 
(17),  in  eine  Differentialgleichung  vereinigt,  zu  solchen  Erscheinungen  niemals  die  Veranlassung  geben 

werden,  so  lange  man  sich  die  y^,  j^, ,  j^;,.^  etwa  in  der  assymptotischen  Form  e  mit 

algebraischen  geschlossenen ,  ganzen  oder  gebrochenen ,  rationalen  oder  irrationalen  9  vorstellt  Um 
nun  Aufschluss  zu  erhalten  über  die  Formen,  die  diess  leisten,  beginnen  wir  am  besten  mit  einer 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  und  zwar  der  allgemeinen: 

(«1)  3&,y"  +  3Q^,y  +  X^,y  =  0, 

in  deren  ersten  Coefficienten  dG,  der  einzige  Factor  x — a  enthalten  sein  mag,  dem  wir  alsogleich, 
um  den  in  Rede  stehenden  Ausnahmsfall  vor  Augen  zu  haben,  ein  particulares  Integral  CQ(x — a)* 
entsprechen  lassen  wollen,  mit  ganzem  und  positivem  die  Einheit  überschreitendem  h.  Dieses  particuläre 
Integral  kann  nun ,  wie  wir  gesehen  haben ,  ohne  Schwierigkeit  in  Reihenform  aufgefunden  werden ; 
die  Reihe  beginnt  mit  einem  Gliede  mit  dem  Factor  (x  —  a)*,  ihre  Coefficienten  liefern  die  Gleichun- 
gen (3),  (4),  Wir  wollen  es  uns  also   gefunden  denken  und  mit  7;  bezeichnen,   und  um  das 

andere  der  Mac-Lauriirschen  Formel  widerstrebende  particuläre  Integral  seiner  Form  nach  kenneu 
zu  lernen,  die  Gleichung  davon  befreien,  im  Wege  der  SubsliUition 
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y  =  t)  f%dx. 

durch  welche  die  (21)  verwandelt  wird  in: 

f  %dx  [cX;,?;"  +  ^,r)'  +  SGp?;]  +  %  [2aX,7;'  +  ^^,17]  +  %'^^r)  =  0. 

Die  mit  dem  Factor  f%dx  verbundenen  Glieder  verschwinden,    weil  der  Voraussetzung  nach  /;   ein 
der  (21)  Genüge  leistender  Werlh  ist.  Die  integrirte  Gleichung  liefert  demnach: 

V 

da  nun  5t,  den  einzelnen  Factor  x  —  a  hat,  so  Ifisst  sich  aus  ^  der  Partialbruch  — ^' —   son- 

«Xi,  X  —  a 

dern.  Wir  nehmen  also  an,  es  sei: 


3G>,        X  —  a 
so  hat  man  bekanntlich : 


+  Ä. 


^  =  Tr  (^  —  ^) 


Andererseits  erscheint  aber  auch  der  Werth  des  Exponenten  k^^-^h  bei  dem  particulären  Integrale: 
gegeben  durch  die  Formel : 


'        {x  —  cCy 


Ä  =  -  A  =  ^  (a:-a)|  -  1; 

a 

es  ist  daher  -4  =  —  A+ 1.  Mit  Uiicksicht  auf  diese  Werthe  wird: 

Die  letzte  dieser  Gleicliungen  löst  nun  das  Rätlisel  in  Bezug  auf  den  einfachsten  Fall  einer 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  ganz  vollständig;  da  nämlich  die  Function  R  fär  x=a 
keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  mehr  erleidet ;  so  lässt  sie  sich ,  wie  jeder  andere  rationale  alge- 
braische Bruch,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  in  eine  Reihe  entwickeln,  dasselbe  lässt  sich 
nicht  bloss  von  f  Rdx,  sondern  auch  von  e  sagen;  gleiches  gilt  von  Q,  Q*  und  -^^,  so  dass 

man  der  Form  nach  annehmen  kann: 

e--^""'         ^         a                     b                                         g 
C*Q*(x-ay        (a?  — a)*+'  "^  (x  — a)*  "^ "*"  x~a'^  

J    C*Q*  ix-ar^  *^  =  -  A(x-a)*  "  ^-  l)(x-a)*-  " +y%(*-«)+    • 

y  =.  CgQ  (x-ci)*  log  ix-a)  -  CQ  [^  +  tS^^S±+ ] 
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und  nun  ist  derjenige  Bestandtheil  des  anderen  particulären  Integrales,  der  sieh  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  x  —  a  in  eine  Reihe  nicht  entwickeln  lässt,  dem  Auge  unmittelbar  ersichtlich;  es  ist  nämlich 
der  erste  mit  dem  Factor  log  {x  —  a)  behaftete.  Dieses  particuläre  Integral  hört  aber  desshalb  nicht 
auf,  für  x==ct  einen  von  Null  und  Unendlich  verschiedenen  Werth  anzunehmen,  so  dass  ihm  k=0 
entspricht,  gemäss  den  aus  der  Differentialgleichung  gezogenen  analytischen  Andeutungen.  Die  ersten 
Differentialquotienten  desselben,  h—i  an  der  Zahl,  sind  für  x=^a  annoch  endlich,  nnr  den  A^b 
macht  der  logarithmische  Factor  unendlich  gross,  daher  die  Mac-Laurin'sche  Formel  erst  bei  dem 
(Ä  +  l)»<«n  Gliede  den  Dienst  versagt.  Hätte  man  zufallig  flr  =  0,  so  wurde  Letzteres  gar  nicht  statt- 
finden, und  die  Mac-Laurin*sche  Formel  bliebe  vollkommen  anwendbar;  es  ist  daher  anzunehmen, 
dass  die  Gleichung  ^  =  0  mit  der  früher  aufgestellten  Bedingungsgleichung  (16),  (0,r)  =  0  fir 
r  =  +  Ä  —  w  +  1  entweder  zusammenfalle,  oder,  dass  mindestens  die  Erstere  in  der  Letzteren  als 
Factor  enthalten  sei.  Wichtig  ist  noch  zu  bemerken,  dass  es  nebst  ^  =  0  noch  einen  anderen  allge- 
meinen Fall  geben  kann,  in  welchem  das  in  Rede  stehende  particuläre  Integral  in  Reihenform  darstell- 
bar bleibt,  den  nämlich,  wo  y  als  geschlossener  Ausdruck  nicht  in  der  Form: 


(24) 


rj^dx 


erscheint,  zu  der  wir  eben  gelangt  sind,  unter  tj^  und  i;,  geschlossene  Functionen  von  x  verstanden, 
die  ausser  Exponentialgrussen  keine  anderen  Transcendenten  enthalten,  und  für  x  =  a  weder  Null 
noch  unendlich  werden,  sondern  vielmehr  in  folgender  anderen,  dieselbe  Form  der  Differentialgleichung 
zu  Folge  habenden: 

(25)  y  =  ViJ^Vt(^  —  «)*■*  dx 

und  wir  schliessen  daraus ,  dass  auch  die  Bedingung  des  Vorhandenseins  dieser  Form  in  der  Gleichung 
(0,r)  =  0  enthalten  sei. 

Es  ist  bereits  in  der  Formenlehre  S.  22  Seite  384  die  Bemerkung  gemacht  worden,  dass 
das  Integral  einer  höheren  Differentialgleichung  auch  Logarithmen,  Kreisbogen,  ellyptische  Fonc- 
tionen  und  andere  Transcendenten  dieser  Art  enthalten  könne,  von  denen  in  den  algebraischen  und 
ganzen  Coefficienten  keine  Spur  zu  sehen  ist.  Diess  sind  so  zu  sagen  die  allerverborgensten  analyti- 
schen Elemente ,  welche  das  allgemeine  Integral  beherbergen  kann ,  denn  während  man  eine  jede  darin 
vorkommende  Exponentialgrösse,  einen  jeden  Nenner  aus  dem  Coefficientenbaue  alsogleich  und  auf  den 
ersten  Blick  erkennt,  vermag  ein  Logarithmus  sich  zu  verbergen  auf  eine  Weise,  dass  die  Formen- 
lehre kein  Mittel  besitzt,  Kunde  zu  geben  von  seinem  Dasein.  Das  Integriren  in  Reihenform  und  zwar 
das  ausnahmsweise  eingeleitete  nach  aufsteigenden  Potenzen  der  einfachen  Factoren  des  ersten  Coeffi- 
cienten zieht  ihn  jedoch ,  wie  wir  aus  der  vorliegenden  Discussion  sehen ,  in  allen  Fällen ,  wo  er  vor- 
handen ist,  unfehlbar  an  den  Tag,  und  es  ist  uns  namentlich  klar  geworden,  dass  man  einem  solchen 
Logarithmus  begegne  in  der  Regel  bei  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  wenn   ein 


particnlares  Integral  mit  dem  Factor  (x  —  aY  versehen  ist,  unter  h  eine  ganze  positive  Zahl  ver- 
standen. Er  verräth  sieh  auf  die  natürlichste  Weise  dadurch ,  dass  er  der  Reihenentwicklung  vermit- 
lelst  der  Mac-Laurin*schen  Formel  hindernd  in  den  Weg  tritt.  Er  ist  nur  ausnahmsweise  nicht 
da,  ungeachtet  des  oberwähnten  Factors,  wenn  nämlich  die  (0,r)  =  0  erfüllt  ist,  und  diess  gibt 
offenbar  der  Integration  in  Reihenform  einen  besonderen  Werlh ,  der  ihr  aber  nur  zukommt  in  den 
AusnahmsfSllen  und  die  ganz  allgemein  die  Reihenentwicklungen  nach  aufsteigenden  Potenzen  belie- 
biger Variablen  nicht  besitzen.  Eine  zweite  Folgerung,  die  uns  hier  entgegentritt,  ist,  dass  das 
allgemeine  Integral,  trotz  des  im  Grunde  darin  enthaltenen  Logarithmus,  doch  wieder  zu  geben  sei  in 
einer  Form,  der  (24)  nämlich,  in  der  derselbe  nicht  unmittelbar  ersichtlich  ist,  sondern  nur  bei  ein- 
geleiteter ausfuhrlicher  Berechnung  als  Integrationsresultat  erscheint,  woraus  wir  dann  wieder  schliessen, 
dass  sich  die  Integration  emer  Differentialgleichung  jedesmal  zusammensetzen  lasse  aus  den  Berech- 
nungen von  Functionen,  wie  7;^  und  7;,,  die  keine  Transcendente  in  sich  enthalten,  welche  durch  die 
Gleichungscoefiicienten  nicht  unmittelbar  angegeben  wäre  und  auch  der  Entwicklung  in  Reihen  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  x—a  wenigstens  vermittelst  der  Mac-Laurin'schen  Formel  nicht  wider- 
streben. Gilt  nun  diese  Form  allgemein  für  alle  ganzen  und  positiven  Wcrthe  des  Exponenten  A,  so 
wird  sie  offenbar  noch  allgemeiner  giltig  sein,  zunächst  für  anstatt  h  gesetzte  Buchstabengrössen  von 
unbestimmtem  Werthe,  die  gelegentlich  sich  in  ganze  positive  Zahlen  verwandeln  können.  Hat 
man  daher  bei  einer  gegebenen  Differentialgleichung  particuläre  Integrale  von  der  in  Rede  stehenden 
Form,  versehen  nämlich  mit  einem  Factor  (x  —  ay^  so  vermögen  sie  auch  unmittelbar  zu  di^en  zur 
Entdeckung  eines  reellen  oder  imaginären  Logarithmus  im  allgemeinen  Integrale,  und  berechtigen  zur 
Annahme  der  Form  (24)  desselben ,  die  man  daher  als  die  allgemeinste  ansehen  wird ,  welche  die 
einer  beliebigen  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Genüge  leistende  Function  anzunehmen  vermag. 
Sie  gibt  dem  einen  der  particulären  Integrale,  welches  eben  mit  dem  Factor  {x  —  aY  versehen  ist,  in 
gewisser  Weise  den  Vorrang,  den  Rechner  so  zu  sagen  nöthigend,  vor  allem  anderen  zur  Ermittlung 
dieses  ersten  zu  schreiten,  wenn  er  sich  nicht  etwa  mit  Formen  befassen  will,  die  sich  der  Herrschaft 
der  Mac-Laurin*schen  Formel  entziehen,  also  namentlich  dann,  wenn  ihm  daran  gelegen  ist,  wo 
möglich  in  geschlossener  Form  zu  integriren,  und  nur  wenn  die  Bedingungsgleichung  (0,r)  =  0  erfüllt 
ist,  wird  man  auch  die  zweite  Form,  die  (25)  nämlich,  bei  dem  Integrale  voraussetzen  können,  ja 
sogar  bei  dem  Streben  nach  geschlossenen  Ausdrucken  voraussetzen  müssen,  nicht  darum,  weil  dann 
die  (24)  ausser  Wirksamkeit  tritt,  sondern  weil  es  sehr  gut  möglich  ist,  dass  die  7;^  und  7;,  in  einer 
von  ihnen  geschlossene  Ausdrucke  sind  und  in  der  anderen  nicht.  In  beiden  aber  werden  sie  es  nur 
dann  sein,  wenn  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  die  Integration  in  geschlossener  Form  zulässt, 
und  es  wird  die  Integrabilität  des  Differentialausdruckes  in  jeder  dieser  beiden  Formen  die  gleiche 
Eigenschaft  auch  in  der  anderen  nothwendig  zur  Folge  haben. 

Diesen  Bemerkungen  kommt  keineswegs  nur  eine  auf  Differentialgleichungen  der  zweiten 
Ordnung  beschränkte  Giltigkeit  zu,  sie  sind  vielmehr  allgemein.  Um  jedoch  diess  zu  zeigen,  wenden  wir 
nns  jetzt  zur  Differentialgleichung  der  dritten  Ordnung,  als  dem  nächst  schwierigeren  Falle,  d.  h.  zur: 
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(86)  5G.y'"  +  5G,y'  +  aX.y'  +  X,y  =  0. 

In  ihrem  ersten  Coeffieienten  <%«  setzen  wir  abermals  einen  einzigen  Factor  x  —  a  voraus,  und  lassen 
diesem,  um  alsogleich  den  der  Untersuchung  unterworfenen  Ausnahmsfall  vor  Augen  zu  haben,  das 
particuläre  Integral  7}^(x  —  a)^  entsprechen  mit  ganzem,  positivem,  nicht  unter  2  liegendem  A.  Die 
drei  particulären  Integrale  also,  die  der  Differentialgleichung  Genüge  leisten,  werden  der  Reihe  nach 
der  0*en,  l»*«n,  und  Ä'«''  Potenz  von  x  —  a  proportional  aus  unserer  Berechnung  in  Reihenform 
hervorgehen,  und  das  vorhandene  dritt«  von  ihnen  wird  den  beiden  ersteren  zwar  nicht  gleich  vom 
Hause  aus,  wohl  aber  vom  (A+1)»*««  Gliede  angefangen  die  Darslellbarkeit  vermöge  vorkommender 
unendlicher  Coeffieienten  nehmen,  es  sei  denn,  dass  die  Bedingungsgleichungen  (o,r)  =  (l,r)  =  0  für 
r  =  h  —  n+i=h  —  2  erfüllt  sind.  Da  wir  nun  bei  der  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
gesehen  haben,  dass  diese  Macht  des  der  Ä^e«  Potenz  von  x  —  a  proportionalen  particulären  Integrales 
dein  Vorhandensein  unbestimmter  Integrale  in  der  Integralformel  ihr  Dasein  verdanken  könne,  so  fassen 
wir  auch  hier  eine  solche  Form  ins  Auge  und  bemerken ,  dass  &  =  0 ,  —  i ,  —  h  folgenden  drei  For- 
men dieser  Art  entsprechen  könne: 


(27) 


y  =  c.,./,.(x-.a)-c/x/^^, 
y  =  c,r),jy,dxji),  (x~ay-'  dx. 


In  der  (Mslen  von  ihnen,  die  wir  des  leichleren  .Verständnisses  wegen  entwickeln  wollen,  so  dass  die 
darin  entlialtencn  drei  particulären  Integrale  ins  Auge  fallen, 

/Ti  dx  /'     /7  dx         /^ 

(ar~a)^^>  +  ^3  ?;>   (a:-a)^y  ^^^^^^,^,  y  7;,  dar, 

entsprechen  diesen  Letzteren  bezuglich:  k^^—h^  0,  — 1.  Das  erste  von  ihnen  verträgt  anstandslos 
die  Entwicklung  mittelst  der  Mac-Laurin'schen  Formel,  selbst  wenn  man  es,  ohne  früher  den  Factor 
X  —  a  zu  sondern,  dieser  Behandlung  unterwirft,  mit  der  einzigen  Bemerkung,  dass  die  Entwick- 
lungsglieder erst  vom  (Ä-l-l)»*«»  angefangen  von  der  Nulle  verschiedene  Werthe  bekommen,  was  mit 
unseren  allgemeinen  Deductionen  auch  vollkommen  übereinstimmt ;  das  zweite  und  dritte  hingegen  w  ird, 
und  zwar  vom  A-i-l»*«"  Gliede  an,  der  Reihenentwicklung  desshalb  widerstreben,  weil  in  ihnen,  wie 
leicht  einzusehen,  Bestandtheile  vorkommen  werden,  wie: 

9x  ^1  (^  —  ^y  log  (a>— a)      und      g^  ?;,  (x  —  a)*  log  (x  —  d), 

nur  in  gewissen  constanten  Factoren  gi  und  g^  unterschieden;  die  Nichtdarstellbarkeit  in  Reihenform 
wird  daher  ganz  oder  zum  Theile  aufhören,  wenn  entweder  gt=gt  =  0  ist,  Gleichungen,  die  mit  den 
(0,r)  =  (l,r)  =  0  entweder  zusammenfallen,  oder  wenigstens  in  ihnen  enthalten  sind:   oder,  wenn 


zwischen  den  Integrationsconstantcn  c,  und  c^  die  Bedingungsgleichung  c^gt  +  c.^g^  =  0  aufgestellt 
wird,  wodurch  Eines  der  beiden  letzteren  particulären  Integrale  aufgeopfert  wird.  Auch  diess  steht  mit 
den  Resultaten  unserer  allgemeinen  Untersuchungen  in  der  vollsten  Uebereinstimmung. 

Entwickeln  wir  auf  dieselbe  Weise  die  zweite  der  Formeln  (27) ,  so  geht  sie  über  in : 

y  =  c,7;,  -;-  c^V^Jj),  (x^ay-'  dx  +  c,r),Jij^  {x  —  af''  dxj-^^^. 

Den  hier  unmittelbar  ersichtlichen  drei  particulären  Integralen  entsprechen  die  Werthe:  ft=0,  — h.  — 1 ; 
das  erste  und  zweite  von  ihnen  ist  der  Reihenform  fähig,  sohin  die  Bedingungsgleichung  (0,r)=0 
erfüllt,  das  dritte  besitzt   einen  BestamUheil,  der  den  Factor  log{x  —  a)  hat,   der  zunächst  aus: 

^•grj.J  Vt  (^  —  tt)*-'  log  (x  —  d)dx 
entspringt,  durch  das  Verfahren  des  theilweisen  Integrirens,  das  zum  Wertlie  fuhrt  von: 

j  rf^{x  —  oLy-''logix  —  a)dx  =  log  {x  —  a)  J  tj^{x—  lxY'' dx—  1  ----  jTj^ix  —  af'd^ 
und  den  oberwähnten  Bestandtheil  liefert  in  folgender  Gestalt: 

c%gV^  %  i^  —  ^)fv^  (x— a/-*  dx 

der  die  Reihenentwicklung  bei  dem  /*+!■*««  Gliede  jedesmal  hindern  wird,  wenn  nicht  flr=0  ist, 
eine  Gleichung,  die  in  der  (l,r)  =  0  enthalten  sein  muss.  Entwickeln  wir  endlich  auch  die  dritte  der 
Gleichungen  (27)  auf  die  bereits  geübte  Weise ,  so  dass  sie  in  Gestalt : 

y  =  c,ij,  +  c^Tj.f  rj^dx  +  c^ij.frj.dxjT],  {x  —  af^^  dx 

erscheint;  so  gewahren  wir  in  den  drei  particulären  Integralen  ft  =  0,  — 1,  — h.  Der  Reihenentwick- 
lung widerstrebt  keines  von  ihnen,  die  dreigliedrige  Gleichung  (o,r)  =  (l,r)  =  0  ist  daher  identisch 
erfüllt,  und  wir  schliessen  aus  diesen  Betrachtungen,  dass,  weil  das  Nichtstatlflnden  dieser  Bedingungs- 
gleichungen (0,r)  =  (i,r)  =  0  der  allgemeine,  das  Stattfinden  Einer  derselben  oder  beider  der  specielle 
Fall  ist,  auch  von  den  drei  Formeln  (27)  die  erste  die  allgemeine  Form,  die  zweite  die  zunächst  darauf- 
folgende minder  allgemeine  sei,  während  die  dritte  unter  allen  die  speciellste  ist,  ganz  ausser  Stand 
eine  der  beiden  vorhergehenden  durch  ihre  Giltigkeit  ausser  Wirksamkeit  zu  setzen,  während  sie  von 
ihnen  in  der  Regel  ausser  Geltung  gebracht  wird.  Da  indessen  drei  beliebige  combinatorische  Elemente, 
also  auch  die  drei  particulären  Integrale  einer  Differentialgleichung  sechs  verschiedene  Permutations- 
gruppen zulassen,  und  wir  nur  drei  Formen,  die  (27)  nämlich,  kennen  gelernt  haben,  so  sind  noch 
drei  andere  übrig,  welche  das  allgemeine  Integral  ebenfalls  anzunehmen  vermag,  und  zwar: 


,»+t 
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(«8)  y  =  c,ij,  ix-cC)  Jrj,  (x-a)*-  dx J-j^^^ 

y  =  c,7j,  {x-o)  f  ^—^Jrj^  (a?-a)*-*  dx. 

Schreibt  man  sie  auf  in  entwickelter  Form,  so  geht  jede  von  ihnen  über  in  eine  Summe  von  drei  par- 
ticulären  Integralen.  Die  Werthe  von  k^  die  diesen  letzteren  entsprechen,  sind 

in  der  ersten  Form :  ä  =  —  Ä,        —  1,0 

in  der  zweiten  Form :  A;  =  —  1  ,        —  Ä  ,  0 

endlich  in  der  dritten  Form:     ä  =  —  1  ,  0  ,        —  Ä  , 

Zwischen  ihnen  jedoch  und  den  früheren  (27)  besteht  ein  sehr  wesentlicher  Unterschied  Die  (27) 
nämlich  gehören  eigenthumiich  der  vorgelegten  Differentialgleichung  an,  mit  einem  einzigen  Fac- 
tor x  —  a  des  ersten  Coefficienten  insoferne,  als  die  in  ihnen  enthaltenen  particnlären  Integrale  für 
alle  möglichen,  der  Reihenentwicklung  vermittelst  der  Mac- La uri naschen  Formel  fähigen  Werthe 
von  t;^,  ?;,  und  i;,,  in  eine  einzige  Differentialgleichung  vereinigt,  eine  solche  von  der  vorgelegten 
Gestalt,  d.  h.  mit  einem  einzigen  Factor  x  —  a  des  ersten  Coefficienten  wirklich  zur  Folge  haben. 
Die  vor  Augen  liegenden  hingegen  gehören  eigentlich  zu  einer  ganz  anderen  Gleichung  mit  Factoren 
x  —  a  beziehlich  2 ,  1 ,  1,0  der  Anfangscoefficienten ,  weil  die  in  ihnen  enthaltenen  particulären 
Integrale  für  alle  so  in  Reihen  entwickelbaren  Werthe  von  t;^  ,  i;, ,  rj^  auf  dem  Wege  der  Vereinigung 
im  Allgemeinen  zu  einer  Solchen  fuhren,  und  nur  ausnahmsweise  bekommt  auch  der  letzte  Coeficient 
den  Factor  x  —  a.  Hiedurch  tritt  eine  Theilbarkeit  durch  eben  denselben  ein,  nach  welcher  dem  ersten 
von  ihnen  nur  Ein  solcher  Multiplicator  bleibt,  und  diess  ist  der  specielle  Fall,  in  welchem  auch  die 
letzterwähnten  drei  Formen  auftreten  können.  Es  entspricht  ihnen  also  beziehlich  eine  noch  etwas 
speciellere  Geltung  als  den  (27).  Um  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Angabe  zu  äberzeugen,  analysiren 
wir  vor  allem  anderen  die  drei  Formen,  um  darzuthun,  dass  in  ihnen  jedesmal  zwei  particuläre  Inte- 
grale sich  der  Herrschaft  der  Ma c- La uri naschen  Reihe  entziehen,  und  diess  nicht  bloss  darum,  weil 
in  ihnen  ein  log  (x  —  a)  vorkommt ,  sondern  vielmehr ,  weil  sie  bereits  zwei  von  einander  verschie- 
dene Transcendenten  dieser  Art  bergen,  nämlich  log(x  —  a)  und  log*(x  —  a),  es  sei  denn,  dass 
zwischen  den  constanten ,  in  ihnen  erscheinenden  Parametern  eine  gewisse  Bedingungsgleichung  waltet 
Betrachten  wir  nur  die  erste  der  drei  Formeln  aufmerksamer  und  legen  wir  sie  dar  in  entwickelter 
Gestalt,  der  folgenden  nämlich: 


(29) 


Das  erste  der  drei  hier  ersichtlichen  particulären  Integrale  ist  durch  die  Mac-Laurin*sche 
Formel  ohne  Anstand  zu  behandeln.  Nicht  so  das  zweite,  denn  hier  erscheint  i;,  in  Reihenform  darge- 
stellt in  folgender  Gestalt: 
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tf,^  A.  +  A,  ix~a)  +  A,  ix-ay  +  +  A,_,  (ar -«)*"*  + (30) 

dividirt  dureh  (ar— a)*  und  der  Integration  unterworfen,  gibt  es: 


A 


Vndx     ^ A^ A, 

(ar— a)*  (A— l)(x  — a)'^-*       (A— 2)  (x—a)^* 


+  ^A-,%(x— a)  + 


enthält  also  das  der  directen  Entwicklung  widerstrebende  Glied: 

^A-i  tag  ix—  a), 
welches  so  wie  die  anderen  mit  c^ij^ix  —  a)*  zu  multipliziren  ist  und  so  behandelt  den  Ausdruck  gibt: 

c^rj,  Af,^,  (aP  — a)*  log  (x  —  a), 
der  mit  seinen  fortlaufenden  Differentialquotienten,  h —  1  an  der  Zahl,  für  x  =  a  verschwindet,  während 
der  darauffolgende  für  eben  diesen  Werth  von  x  unendlich  wird,  daher  denn  die  Mac-Laurin'sche 
Formel  erst  bei  dem  (A  +  l)»^»  Gliede  ihren  Dienst  versagt^  gerade  so,  wie  in  den  früher  betrachteten 
Fällen.  Das  mit  der  ersten  Potenz  von  x  —  a  anfangende  particuläre  Integral  widerstrebt  also  der 
Reihenentwicklung  wegen  der  darin  erscheinenden  Transcendente  log  (x  —  a) ,  und  die  Rechnung  wird 
bei  dem  (A  +  1)^"  Gliede  durch  die  Erscheinung  eines  unendlichen  Coefficienten  unterbrochen. 

Fassen  wir  jetzt  das  dritte  particuläre  Integral  ins  Auge.   Es  erscheint  hier  zunächst  in 
Reihenform  darzustellen : 

^«  =  «0  +  «1  (x  —  a)  +  ö,  {x  —  ay  +  ,  (31) 

diess  dividirt  durch  (x^cCy  und  sodann  integrirt,  liefert: 
i;,  dx  «0 


/i 


{x  —  cCy  X  —  a 


+  a,  log  (x—a)  +  a,  (x  —  a)  +  (32) 


V%dx 
Man  hat  nun  mit  j-^ -r^  abermals  zu  multipliziren  und  wieder  zu  integriren.    Es  sei  zu  diesem 

yX  ^~—  Ofj 

Behufe  das  bereits  in  Reihenform  dargestellte  rj^  gegeben,  wie  es  die  (30)  biethet,  so  zieht  man 
hieraus  zunächst  den  Werth  des  Produktes: 

■^^fi^ = -  (i^ + ^^  [-  '■•^- + «-^  -^  (-«'] + 

+  (a?_a)*-'  ["»  "*•  —  «•  ■^»  +  <»«  ^^  %  (a?  — «)]  + 

+  (a._ft)*-.  [«•  ^»  +  ö.  -4.  —  «.  A,  4-  «1  A,  log  (ar  — a)]  + 

(33) 

+ ^::^  [«»   ^.  +  «»-I-A.+    •  +  «,^A-.—  a^k  +«. J**_.%(ar— «)]  + 
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und  bemerkt,  dass  bereits  beim  zweiten  Gliede  ein  dem  log(x  —  a)  proportionaler  Bestandtheil  vor- 
komme, und  dass  überhaupt  diese  Transcendente  multiplizirt  erscheine  mit  Potenzen  von  x  —  a,  die 
negative  und  positive  Exponenten  und  unter  anderen  auch  den  bestimmten  solchen  —  1  besitzen.  Multi- 
plizirt man  nun  mit  dx  und  integrirt;  so  wird  man  an  die  derartigen  Produkte  das  Verfahren  des 
theilweisen  Integrirens  in  Anwendung  zu  bringen  haben,  und  wird  namentlich  bei  einem  jeden  Gliede 
von  der  Form  der  nachstehenden  .'luf  diesem  Wege  erhalten: 

/dx                                                    1                r                               11 
TT.  log  (x—a)  =  — r-z -—  {log  (x  —  a)  H 1 

dx  (x  —  aY  log  ix  —  a)   =       ^       —  [log  (x--a)  —  ^qj^} 
Rechnet  man  mit  diesen  allgemeinen  Formeln,  so  gelangt  man  zuvörderst  zu  dem  Werthe  von: 

+log(X'-a)[a,,A,+af,^,A,+.   .+a.Af,..-a,A^]+^^^-^ 
+{^-a)^a„^,A,'ha^A,+  . .  '^a,A^^,-a^Aj^^,'i^a,Af,-ha,A^log(x^a)^  + 

und  dieser  muss  noch  mit  c^T)^(x  —  d)  multiplizirt  werden,  um  das  gesuchte  particuläre  Integral  zu 
liefern.  Hiebei  ist  es  nicht  nothig  tj^  darzustellen  in  entwickelter  Form,  wenn  man  nur  nicht  vergisst, 
dass  diese  mit  jenen  von  tf^  und  ?;,  vollkommen  übereinstimmt.  Das  in  Rede  stehende  Integral  ist  also : 

+  ^^  3  »;.  ix—ay  [  -  a,A,  -  «,.4.  +  a^A,  — ^  —  «.  A  log  («  -  a)]  + 

(34)  

+  c,  i;,  (a?  —  <i)*  log  (x  —  a)\a^  A^  -\-  «*_,  ^,  +  ...  +  a,  it»_,  —  a,  A,^  + 

+  ^1^^  ,;.  {x-aY  log*  {x-d)  + 


Wollte  man  es  Tennittelst  der  Mac-Laurin*8chen  Formel  der  Reihenentwicklung  anstei- 
gend nach  X  —  a  unterwerfen,  so  wurde  bereits  der  zweite  Goefficient  wegen  des  unmittelbar  im 
zweiten  Gliede  vorhandenen  log(x—a)  einen  unendlichen  Werth  erhalten,  und  da  es  ein  aggregativer 
Bestandtheil  des  allgemeinen  Werthes  von  j^  ist,  so  hätte  von  diesem  dasselbe  zu  gelten  und  es 
wurde  bernts  y'  unendlich  werden.  Sucht  man  dem  dadurch  zu  entgehen,  dass  man  etwa  c^=0 
setzend  das  ganze,  mit  dieser  Transcendente  behaftete  Glied  wegwirft,  so  wird  dem  ungeachtet  bei  dem 
(A+1)'^"  Reihengliede  eine  Unterbrechung  des  Ganges  der  Rechnung  durch  einen  unendlichen  Coeffi- 
eienten  entsprechend  dem  im  flruher  betrachteten  zweiten  Integrale  vorhandenen  log  (x—^d)  ein- 
treten, so  dass  also  die  Berechnung  des  Int^prales  in  Reihenform,  wenn  es  überhaupt  das  in  der 
Formel  (20)  enthaltene  ist,  nothwendigerweise  in  der  Regel  wenigstens  zweimal  unterbrochen  werden 
muss  durch  sich  darbiethende  unendliche  Coeflficientenwerthe,  beim  zweiten  nämlich  und  beim  (h  + 1>^» 
Reihengliede.  Ein  einziger  Fall  macht  hievon  eine  Ausnahme,  der  nämlidi,  wo  der  CoeSicient  a,  von 
log(x~a)  in  der  Entwicklung  von  tj^  den  Werth  Null  erhält  Die  grosse  Mehrzahl  der  logarithmi- 
sehen  Glieder  verschwindet  dann  aus  der  Gleichung  (34),  und  es  erscheint  nunmehr  in  derselben  nur 
ein  einziges  solches,  nämlich  das: 

CuVi  («  — ^)*  %  (P^  —  oO  [«ik^o  +  ÖÄ..i4,  + +  a,^A-t  —  fl.^]. 

das  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  dem  im  vorigen  zweiten  particulären  Integrale  enthaltenen 
übereinstimmt,  und  erst  beim  (A+O"^"  Entwicklungsgliede  zu  einem  unendlichen  Coefficienten  Ver- 
anlassung gibt 

Diess  sind  nun  aber  gerade  die  Erscheinungen,  denen  man  begegnet  bei  der  Differential- 
gleichung der  dritten  Ordnung,  die  in  ihren  Coefficienten  beziehlich  2,  1,  1,  0  Factoren  x--a 
biethet  In  der  That,  lassen  wir  in  den  allgemeinen  zur  Integration  in  Gestalt  von  Reihen  aufgestellten 
Formeln  n=3  sein,  und  legen  wir  uns  nur  einige  von  ihnen,  die  zwei  ersten  und  die  zur  Ermittlung 
von  y^*^  dienende  vor  Augen. 


P       =,  X,y"'     + 

X.  y" 

P'      =X.y"'    4- 

x.]y"' 

X.. 

+ 

p(»-.)  ^  x,y<**»>+ 

X.V« 

+ 


X.   y  +  X.     y  =  0. 

X.ir  +  X.ly'4-X'.y  =  0. 

x;J     +  x'.J 


+  X.1y<*^'>+  X,-iy<«+  X,- 

+  (A-OX'J         +(A-1)X;|       +(Ä-OX'. 


(^7')x:_ 


^C^O  4.   ...    =0. 


Da  wegen  der  in  d&g,  4)&s,  A^«,  d(^  vorhandenen  Factoren  x — a  beziehlieh  2,1,1,0 
an  4er  Zahl  X.sbK', s»Xt:=Xt:=0  besteht,  so  kann  der  ersten  dieser  Gleichungen  nur  dadurch 
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Genüge  geleistet  werden«  dass  man  y==0  nimmt,  was  eines  der  parüenlaren  Integrale,  das  mit  der 
Qten  Potenz  von  X  —  a  anfangende  nämlich,  aufopfern  heisst,  gerade  dastjenige,  welches  wir  unmittel- 
bar zuYor  umständlieh  entwickelten.  Es  sind  also:  dort  c,  =  0  setzen,  und  hier  yfi=*0  annehmen, 
gleichgeltende  Massregeln,  und  wurde  man  sich  hiezu  nicht  entschliessen  wollen,  so  wäre  man  genS- 
thigt,  einen  unendlichen  Werth  von  y'  zu  statuiren.  Es  ist  also,  wie  schon  gesagt,  die  Reihenentwick- 
lung bereits  b^  dem  zweiten  Gliede  durch  einen  unendlichen  Coefficienten  unterbrochen. 

Da  X',  und  X'.  von  Null  verschieden  sind,  so  gibt  die  zweite  dieser  Gleichungen  y"  in  Func- 
tion von  /.  Die  Darauffolgende  würde  eben  so  ohne  Anstand  y"'  in  Functionen  von  y'  u.  s.  w.  liefern, 
so  dass  also  sämmtliche  Reihencoefficienten  den  Factor  y'  erhalten,  der  zur  ersten  Potenz  von  x — a 
gehörig  ist  Die  auf  solche  Weise  fortgeführte  Rechnung  ist  daher  in  der  Entwicklung  eines  einzigen 
particulären  Integrales,  des  mit  dieser  ersten  Potenz  nämlich  anfiingenden  beschäftigt  Diess  geht  so 
fort,  bis  man  zu  der  letzten  dieser  Gleichungen  gelangt,  die  zur  Bestimmung  von  y^*^  dienen  seil, 
ebenfalls  in  Form  eines  dem  y'  proportionalen  Ausdruckes.  Sie  thut  diess  jedoch  nicht ,  weil  der  Coef- 
flcient  von  y^^^  gleich  Null  wird.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  hat  man  die  zur  Bestimmung  des 
Exponenten  ft,  der  zu  x  — a  gehörig  ist,  im  gegenwärtigen  Falle  dienende  Gleichung,  d.  h.  die: 

(3«)  |(^'  (*  +  '>  (*+*>  -  ^  (*  +  ^>  +  SG.)  =  0 

ins  Auge  zu  fassen,  hat  ferner  zu  bemerken,  dass: 

— ^!  =  i  X'i,       -^i  =  X;        und       X\  =  X,  =  0 
{x  —  ay)        2      '  x—a)  *) 

sei.  Hierdurch  verwandelt  sie  sich  in: 

x-.2±M±i_x..(»+o  =  o. 

und  wird  unter  anderen  erfüllt  durch  ft=—  l.  Ein  fernerer  Werth  von  k  ist  der  Voraussetzung  nach 
k  =  —  A,  da  wir  ein  dem  (x—  a)*  proportionales  particuläres  Integral  besitzen.  Es  ist  daher  identisch: 


er') 


x;  +  (Ä-i)x;  +  X,  =  0, 


also  der  Coefficient  von  y(*^  =  0.  Wollen  wir  daher  einen  unendlichen  Werth  desselben  vermeiden,  so 
sind  wir  genöthigt  auch  y's=0  zu  nehmen,  was  eben  so  viel  heisst,  als  auch  das  zweite,  dem  x  —  a 
proportionale  particuläre  Integral  wegwerfen.  Dann  aber  bleibt  y^^^  willkfihrlich ,  gehört  als  Con- 
stante  zu  dem  dritten,  den  Factor  (x  —  a)*  besitzenden  Integrale  und  die  fernere  Rechnung  wird  durch 
kein  Unendlichwerden  der  Coeffidenten  mehr  unterbrochen.  Es  ist  also  die  volle  Identität  der  Erschei- 
nungen bei  der  in  eine  Reihe  verwandelt  gedachten  Form  (29)  und  bei  der  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung mit  2 ,  1 ,  1 ,  0  Factoren  (x — a)  ihrer  Coefficienten  nachgewiesen ,  sohin  auch  darge- 
than ,   dass  sich  in  der  Regel  diese  Formen  gegenseitig  entsprechea.  Dem  oberwähnten  Ausnahnsfalle 


ii.=0  passt  sich  die  Differentialgleichung  nur  dann  an,  wenn  ihr  letzter  Coefficient  SC^^  auch  einen 
Factor  x  —  a  bekommt,  durch  welchen  wegdividirt  sie  1 ,  0,  0,  0  solche  in  ihren  Coefficienten  auf- 
weist. Es  lasst  sich  hieraus  schliessen ,  dass  a^  dem  Xp  proportional  sei. 

Es  gibt  einen  einzelnen  Fall,  in  welchem  man  nicht  nöthig  hat  ^=0  zu  nehmen,  um 
einen  unendlichen  Werth  von  y^*'  zu  vermeiden.  Es  ist  diess  nämlich  der,  wo  der  Coefficient  von  y' 
im  Ausdrucke  für  y^*^  verschwindet,  oder  mit  anderen  Worten,  wo  die  Bedingungsgleichung  (i,r)  =  0 
erfOUt  ist  y'  und  y^*-  treten  dann  als  willknhrliche  Constanten  auf,  sohin  unterwerfen  sich  zwei  par- 
ticolare  Integrale,  das  mit  der  ersten,  und  das  mit  der  A^»  Potenz  von  (x  — a)  anfangende  der 
Mac-Laurin*schen  Formel,  und  diess  ist  der  Fall,  bei  welchem  das  allgemeine  Integrale  durch  die 
zweite  der  Formeln  (28)  wiedergegeben  werden  kann,  jedoch  nur  bedingungsweise.  Es  muss  nämlich 
das  zweite  Glied  der  Reihenentwicklung  des  Produktes: 


"•  (-«>-/ö^ 


welches  dem  reciproken  Werthe  von  x  —  a  proportional  ist,  die  Nulle  zum  Coefficienten  erhalten, 
denn  sonst  wfirde  auch  diese  Formel  gehören  zu  einer  Gleichung  mit  Factoren  2 ,  1 ,  1 ,  0  der  Coef- 
ficienten, gerade  so,  wie  die  erste  der  (28),  mit  dem  einzigen  hier  obwaltenden  Unterschiede,  dass 
man  im  allgemeinen  Integrale  nicht  mehr  die  zwei  Transcendenten  log{x — a)  und  log*(x  —  a) 
besässe,  sondern  nur  die  erste  von  ihnen,  so  dass  also  die  obbenannte  Factorenanmeldung  2,  t ,  1,  0 
wohl  in  der  Regel  auf  zwei  verschiedene,  gelegentlich  und  bedingungsweise  jedoch  nur  auf  eine  ein- 
zige logarithmische  Transcendente  deuten  kann.  * 

Wären  endlich  die  beiden  Bedingungen:  (o,r)=»(l,r)=0  erfüllt,  so  konnte  man  dem 
allgemeinen  Integrale  auch  die  dritte  der  Formen  (28)  zutheilen,  wenn  man  nur  das  zweite  Glied  der 
Entwicklung  für  7f^  mit  dem  Coefficienten  Null  versieht,  wenn  also  für  x=:a  die  Function  tj'^  ver- 
sehwindet, denn  sonst  wurde  auch  diese  dritte  Form  wesentlich  zu  einer  Differentialgleichung  gehören, 
mit  2,  1,  1,  0  Factoren  x  —  a  ihrer  CoeiHcienten ,  so  wie  die  erste  und  zweite  und  mit  einer  ein- 
zigen Transcendente  log(x—d)  im  Integrale. 

Es  liessen  sich  hier  ähnliche  Schlüsse,  wie  bei  der  flruher  betrachteten  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  anknüpfen.  Der  Factorenbau  des  ersten  Coefficienten,  nadi  den  Vorschriften  der 
Formenlehre  untersucht,  gibt  in  der  Regel  auch  Zeugniss  von  dem  möglichen  Vorhandensein  logarith- 
miseher  Transeendenten ,  wie  log(x  —  a),  log^iX'—a)  u.  s.  w.  im  Integrale.  Ein  einziger  Factor 
x^a  des  ersten  Coefficienten  verstattet  jedoch  nur  höchstens  den  Sehluss  auf  eine  einzige  Trans- 
eendente  dieser  Art,  die  leg(x — a)  nämlich  und  diess  zwar,  wie  wir  gesehen  haben,  namentlich  dann 
in  der  Regel,  wenn  zu  diesem  einzelnen  Factor  ein  Exponent  k  gehört,  der  eine  ^;anze  negative, 
nicht  unter  den  Ordnungsexponenten  der  Differentialgldchnng  fallende  Zahl  -^A  ist,  und  der  auf  ein 
particuläres  Integral  mit  dem  Factor  (x  —  a)^  hindeutet ;  jedoch  erscheint  der  Logarithmus  nicht  in 
demselben,  kann  aber  in  den  anderen  Genüge  leistenden  Werthen  enthalten  sein,  aber  nur  auf  ein 
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und  dieselbe  Weise ,  d.  h.  allenthalben  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  derselben  FunelioD  von  x 
multipiizirt  Dqroh  den  Gebraaeh  unbestimmter  Integralzeichen  lasst  sich  diese  Transeendente  im  allge- 
meinen Werthe  von  y  auch  vermeiden,  indem  man  demselben  nämlich  den  Rechnangsumständen  gemäss 
eine  der  sechs  verschiedenen  Formen  (27)  und  (28)  ertheilt «  zu  deren  genauerem  Verstandnisse  wir 
noch  einige  Bemerkungen  anfügen  müssen,  indem  wir  zwei  verschiedene  Zwecke  besonders  hervor- 
heben, die  der  Rechner  anstreben  kann.  Er  kann  nämlich  entweder  wünschen,  das  Integral  zu  erhal- 
ten zusammengesetzt,  bloss  aus  Elementen  vrie  die  Functionen  ?;.,  i;,,  17,,  die  der  directen  Reihen- 
entwicklung nicht  widerstreben,  oder  er  will  weitergehen  und  will  eben  die  tf^^  ?;.,  tf^  wo  mSg^eh 
darstellen  in  geschlossener  Form. 

Um  den  ersteren  und  bescheideneren  dieser  beiden  Wunsche  zu  realisiren,  wird  er  nieht 
nothig  haben,  mehr  als  ein  einziges  unbestinuntes  Integralzeichen  in  seine  Formeln  aufisunehmen,  so 
lange  wenigstens,  als  der  erste  Gleichungscoefficient  nur  einzelne  unwiederholte  Factoren,  wie 
(x  —  a)  beherbergt.  Man  kann  sich  nämlich  drei  Fälle  denken:  den  gewohnlichen,  wo  zwischen  den 
constanten  Gieichungsparametem  keine  der  Bedingungsgleichungen  (0;r)  =  0,  (l,r)  =  0  erfüllt  ist;  den 
zweiten,  wo  irgend  eine  von  ihnen  besteht;  und  den  dritten,  wo  beiden  genügt  ist  Dem  ersten  ent- 
spricht zwar  im  Allgemeinen  die  erste  der  Formeln  (27),  oder  die  erste  der  (28)  mit  dem  Znsatze: 
7;',  =  0  fSr  ar  =:  a ,  so  es  beliebt ,  dieser  den  Vorzug  zu  geben.  Allein  auch  die  zweite ,  sowohl  der 
Formeln  (27) ,  als  auch  der  (28)  vermag  dem  laterale  ertheilt  zu  werden ,  unbeschadet  der  directen 
Reihenentwicklungsfahigkeit  von  17^,  1;,,  7^,,  denn  es  kommt,  wie  wir  bereits  dargethan  haben,  die 
Transeendente  logix  —  a)  in  den  zwei  particulären  Integralen»  die  mit  der  0^"  und  1«^^  Potenz 
von  X  —  a  anfangen,  auf  gleiche  Weise  vor.  Man  wird  daher,  diese  beiden  durch  Multiplication  mit 
bestimmten  Constanten  und  Addition  combinirend ,  einen  neuen ,  ebenfalls  mit  der  0^^  Potenz  anfan- 
genden Genfige  leistenden  Werth  erhalten,  der  von  der  Transeendente  firei  ist,  somit  die  Reihenent- 
wicklung verträgt.  Stellen  wir  nun  diesen  in  der  Reihe  voran,  so  haben  wir  gerade  die  zweite  der 
Formeln  (27),  die  demnach  giltig  ist,  sowohl  wenn  man  (0;r)=:0  hat,  als  auch,  wenn  keine  der 
beiden  Relationen  (0,r)=0  und  (l,r)  =  0  erfüllt  ist,  und  nur  dann  von  der  zweiten  der  Formeln 
(28)  ausser  Geltung  gesetzt  wird,  wenn  (i,r)  =  0  ist,  ohne  dass  man  zu  gleicher  Zeit  (0,r):=0 
hätte.  Wir  folgern  hieraus,  dass  sich  das  allgemeine  Integral  in  jeder  beliebigen  der  ersten  Formen 
der  (27)  und  (28)  wiedergeben  lasse,  dass  es  aber  auch  entweder  in  der  einen,  oder  in  der  anderen 
der  zweiten  Formeln  der  (27)  und  (28)  enthalten  sein  könne,  unbeschadet  wie  gesagt  der  direkten 
Darstellbarkeit  von  rj^  ^  rj^^  t)^  in  Reihenform.  Da  nun  aber  jede  dieser  zweiten  Formeln  zwei  parti- 
culäre  Integrale  bietbet,  ohne  der  Transeendente  log{x  —  a);  so  ist  zu  ihrer  Darstellung  offenbar 
kein  unbestimmtes  Int^ralzeichen  vonnSthen,  und  es  werden  eben  diese  beiden  auch  auf  eine  der 
zwei  folgenden  Arten  geschrieben  werden  können: 

CtTjt  +  c^T)^  ix  —  ciY  oder  c^rf^  (x-^a)  +  e^jf^  (x  —  a)^ 

allwo  ff^  wA  ijt  entwickelbar  sind.  Folglich  wird  das  allgemeine  Integral  auch  eine  der  zwei  Formen 
tragen  können: 


•/  v*  —  **^ 
Ergäbe  sich  endlich  zufällig  (o,r)  =  (i»r)=^0;  so  hat  man  gar  keinen  log(x  —  a)  im  Integrale  und 
braucht  folglich  gar  kein  unbestimmtes  Integralzeichen,  kann  somit  jederzeit  integriren  in  der  Form: 

unter  r)^^  i;,,  i;,  Functionen  verstanden,  die  der  direkten  Reihenentwicklung  durch  die  Hac-Laurin*- 
sche  Formel  fähig  sind.  Ganz  anders  verhalt  sich  die  Sache,  wenn  man  lauter  geschlossene  Ausdrucke 
in  der  Integralformel  zu  haben  wünscht  Hier  kann  nämlich  von  den  sechs  verschiedenen  Formeln  (27) 
und  (28)  nach  Massgabe  der  erfüllten  oder  nicht  erfüllten  Bedingungsgleichungen  irgend  eine  lauter 
geschlossene  i;^,  /;, ,  rj^  beherbergen,  wahrend  alle  fünf  übrigen  es  nicht  thun.  Man  kann  noch  zu- 
setzen, dass  die  Form  aufsteigender  Reihen  für  tf^^  t)^^  t)^  in  den  allerseltensten  Fällen  eine  geschlos- 
sene sein  kann,  nämlich  nur  dann,  wenn  die  Differentialgleichung  lauter  der  ersten  Functionsklasse 
angehSrige  particuläre  Integrale  birgt,  wenn  daher  ihre  Coefficienten  repartirte  Abfälle  biethen  von 
einer  Einheit  auf  das  Paar.  In  allen  anderen  Fällen  besitzen  die  t)^^  tf^^  rj^  auch  exponentielle  Fac- 
toren,  welche  ihre  Darstellbarkeit  in  geschlossener  algebraischer  Form  nothwendigerweise  vereiteln. 
Man  kann  ihnen  indess  immer,  den  exponentiellen  Factor  durch  die  vorhandenen  analytischen  Hilfs- 
mittel sondernd,  die  assymptotische  Gestalt  und  mit  ihr  auch  gelegentlich  die  geschlossene  Existenz 
wiedererringen ,  es  ist  jedoch  klar ,  dass ,  um  fiber  ihr  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  ein 
endgiltiges  Urtheil  abzugeben,  mehrere  der  sechs  Formen  (27)  und  (28),  gelegentlich  alle  in  Unter- 
suchung zu  ziehen  seien.  Stände  nun  diese  Untersuchung  als  ein  untheilbares  Ganze  da,  eine  Rech- 
nung, bei  welcher  man  erst  am  Ende  Aufschlnss  erhält  über  ja  und  nein ;  so  wfirde  man  sich  wohl 
höchst  selten  dazu  entschliessen  können.  Glucklicher  Weise  jedoch  zerfällt  sie  naturlich  in  mehrere 
Theile,  denn  das  ganze  aligemeine  Integral  vermag  nur  dann  geschlossen  zu  erscheinen,  wenn  wenig- 
stens ein  particuläres  geschlossen  ist  Z.  B.: 

rj^dx 


M7i  (a?-a)*y^^^^^^^,/i;,  dx 


ist  nur  dann  ein  geschlossener  Ausdruck  im  weiteren  Sinne  des  Wortes,  wenn  i;«,  7,  und  17,,  sohin 
auch  e^r)^(x—  olY  geschlossen  ist  Dieses  ist  aber  ffir  sich  ein  particuläres  Integral.  Es  kann  also 
das  ganze  unmöglich  geschlossen  sein,  wenn  nicht  wenigstens  einer  seiner  Bestandtheile  als  geschlos- 
sener Ansdraek  dasteht  Es  kommt  also  vor  allem  anderen  darauf  an,  dass  man  in  der  Differential- 
gleichung ein  einzelnes  particuläre  Integral,  oder  auch  gelegentlich  eine  Gruppe  von  solchen,  zusam- 
menhängend durch  eine  höhere  algebraische  Gleichung  entdecke.  Ist  diess  gelungen,  so  beflreit  man 
davon  und  untersucht  die  neuerhaltene  Differentialgieiehang  abermals  auf  geschlossene  Integrale  u.  s.  w. 
Zur  ferneren  Erleichterung  dieses  Verfahrens  dient  noch,  dass  man  bei  der  assymptotischen  Integra- 


(37) 


(38) 
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tion  an  den  geschlossenen  Formen  so  zu  sagen  vorfiberkommt ,   d.  h.   an  den   Bedingnngsgleiehtlngen, 
unter  welchen  sich  solche  ergeben  können. 

Wenn  sich  diess  alles  wirklich  so  verhalt,  wenn  also  namentlich  die  aus  unbestimmten  In- 
tegralen zusammengesetzten  Formen  die  Eigenschaft  haben,  den  allgemeinen  Werth  von  y,  der  einer 
Gleichung  (26)  der  dritten  Ordnung  Geniige  leistet,  darzustellen;  so  wird  man  allg^iiein  imd  anbe- 
dingt auf  folgende  Weise  verfahrend  die  Differentialgleichung  von  jeder  Spur  des  x  -^a  im  ersten 
CoefAcienten  befreien  können.  Man  befreit  sie  zuvorderst  mit  Hilfe  der  Substitution : 

y  =  c.tf,  (x  —  ay/zdx 

von  dem  ersten  particulären  Integrale,  dem  k='  —  A  entspricht    Der  Gleichung  in  s,  die  dadureb 
erhalten  wird,  und  die  der  zweiten  Ordnung  angehört,  leistet  offenbar  der  Werth  Genüge: 

sodann   fuhrt  man  eine  neue  Variable  u  ein  auf  dem  Wege  der  Substitution : 

u 


(^_^)ii^i  ,        so  ist:        u  =  ff,  ff,,  ite. 


und  die  ebenfalls  der  zweiten  Ordnung  angehörige  Gleichung  in  u  in  ihrem  ersten  Coefficientea  von 
dem  Factor  x  —  a  noth wendigerweise  fi*ei.  Sollte  diess  die  Analysis  nicht  bestätigen,  so  ¥rurde  diess 
wohl  ein  Fingerzeig  sein,  dass  man  nach  anderen,  muthmasslich  allgemeineren  Formen  zu  forschen 
habe,  als  den  in  den  Gleichungen  (27)  enthaltenen.  Wir  werden  daher  die  angegebenen  zwei  Substi- 
tutionen der  Reihe  nach  durchfähren.  Das  Resultat  der  ersten  zerfällt  in  zwei  Theile,  einen  mit  dem 
Factor  fzdx  versehenen,  und  einen  zweiten,  der  «,  a/,  «"  in  sich  enthält  Da  indess  «  =  0  der 
Gleichung  Genüge  leisten  muss,  so  zerfallt  es  in  zwei,  je  für  sich  der  Nulle  gleiche  Bestandtheile ; 
der  Coefficient  nämlich  von  f%dx  ist  für  sich  Null,  und  die  übrigen  Glieder  verschwinden  wieder  fSr 
sich.  Wir  kommen  also  durch  die  erste  Substitution  zu  folgenden  zwei  Gleichungen: 

?;"' .  SG,  (a:  —  a)*  +  r;"  [sA^,,  (x  —  a)«  +  5G,  (x  —  a)*]  + 

(39)  ^  ^'  1^3^  (Ä  _  I)  ^^  (a-  _  et)  +  2h  ä;,  (x  —  a)*  +  ä;,  (a:  —  a)*]  + 

+  7)  [A(A— i)  (A— 2)  ^G,  +  A  (A— 1)  ä;,  (x—ay^  hX,,  {x-^ay  +  ÖG,  ipo—ay']  =  0. 

%\  r,  .  (x  —  ay  5G,  +  »'  [37'  (x— a)'^,,  +  t)  (3A  (x  — a)  5G,  +  (a:-a)*  ä;.)  + 

(40)  +  «  [31;''  (X  -  ay  5&,  +  r,'  (öA  (x  -  a)  3G,  +  2  (x  -  a)*  SG.)  4- 

+  r,  (3A  (A-  1)  5G,  +  2A  (X  -  a)  .X.  +  (x  -  ay  5G,)]  =  0. 

Jetzt  fuhren  wir  die  zweite  dieser  Substitutionen  durch,  und  ordnen  die  Factoren  von  u^  fe",  u^,  die 
im  Resultate  vorkommen,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  — a,  bemerkend,  dass  rj  gar  kein  x — a 


in  8i^  enthalte,  dG,  aber,  der  Voraussetzung  nach,  einen  solchen  Factor  beherberge,  den  wir  dadurch 
anschaulich  machen  wollen,  dass  wir  %,=(a?  — a)dG  statuiren.  Wi/ gelangen  so  zu  folgender  Glei- 
ehong  in  u : 

u" .  (x  —  ay  .Xt}  +  uf .   [(x  —  a)  ((A  —  2)  X  +  SG.)  17  +  3  (x  —  a)'  SGi/]  + 

Ihr  erster  CoeSicient  sollte  von  dem  Factor  x  —  a  ganz  frei  sein,  folglich  musste  sie  theilbar  erschei- 
nen durch  (x  —  a)*,  offenbar  aber  nur  für  solche  Werthe  von  17,  die  die  (39)  identisch  machen ;  wir 
wollen  daher  auch  diese  auf  dieselbe  Art  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  geordnet  hinstellen : 

Ä  (A  — 1)  7f  .  [(h  -  2)  X  +  S^,]  +  (x  -  a)  .  h  [s  (h  —  i)  SC.tj'  +  2X,r^'  +  SC>,7f\  + 

+  (x  —  ay  [3Aj7"ä;  +  5G,7"  +  X,rf'  +  SC..rj]  +  (x—a)* .  r/"  X  =  0. 

Da  diess  eine  identische  Gleichung  sein  soll,  und  eines  ihrer  Glieder,  das  letzte  nämlich,  durch 
(x  —  ay  theilbar  ist;  so  muss  es  auch  die  Summe  der  übrigen  sein,  was  nicht  möglich  ist,  wenn 
dasjenige  Glied,  bei  dem  man  keinen  Factor  x^a  sieht,  nicht  wenigstens  einen  solchen  in  sich  ent- 
halt, nämlich  das: 

(A  —  2)  aG  +  5G,. 

Wir  wissen  indess  schon  aus  dem  ft'fiheren,  dass  dem  wirklich  so  sei.  Dieses  nun,  verbunden  mit  dem 
zweiten,  mit  dem  Factor  x  —  a  verknüpften,  wird  dann  eine  neue  Sonderung  dieses  Multiplicators  ver- 
statten, d.  h.  die  Summe: 

(A^l)  7f  .  [(A~2)  3G  +  56,]  +  (x  —  a)  [3  (A— i)  Xt)'  +  2X,rf'  +  X,y'] 

wird  mindestens  durch  (x—ay  theilbar  sein.  Diese  zwei  Ausdrucke  gewahrt  man  aber  auch  in  den 
Coefficienten  der  Gleichung  in  u  und  in  Folge  ihrer  Theilbarkeit  durch  x-^a  und  (x  —  ay  entdeckt 
man  alsogleich  emen  Factor  (x—ay  aller  ihrer  Glieder,  nach  dessen  Tilgung  dem  ersten  Coefficien- 
ten, dem  von  ii!\  gar  keine  Spur  von  ar  — a  mehr  bleibt  Die  Analysis  bestätigt  daher  die  allgemeine 
Giltigkeit  der  ersten  der  Formen  (27)  und  (28),  und  wurde  offenbar  auf  dieselbe  Weise  auch  die 
Giltigkeit  der  beiden  anderen  unter  den  entsprechenden  Umständen  bekräftigen. 

Wir  lernen  uberdiess  aus  der  eben  durchgeführten  Rechnung  noch  etwas  nicht  ganz  Un- 
wichtiges. Wenn  es  uns  nämlich  gelungen  ist,  ein  particuläres  Integral:  e^ij^(x  —  ay  in  geschlos- 
sener, etwa  in  assymptotischer  Form  zu  ermitteln,  so  vermögen  wir  auch,  die  Differentialgleichung 
auf  dem  betretenen  Wege  hievon  befreiend,  nicht  bloss  eine  Herabsetzung  derselben  um  eine  Einheit 
in  der  Ordnungszahl  zu  bewirken,  sondern  auch  eine  Vereinfachung  des  Coefficientenbaues  durch  Til- 
gung eines  allen  gemeinschaftlichen  Factors  (x—d).  Da  diess  aber  kein  unbedeutender  Vortheil  ist, 
so  finden  wir  uns  veranlasst,  die  Tragweite  dieses  analytischen  Verfahrens  etwas  näher  zu  unter- 
suchen ,  indem  wir  fragen ,  ob  dasselbe  allgemein  f8r  jedes  A ,  oder  nur  dann  anwendbar  sei ,  wenn 
A  der  bisherigen  Voraussetzung  nach  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 
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Den  ganzen  Rechnongsgang  zu  diesem  Behufe  nochmals  aoflnerksam  durchgehend«  gewahren 
wir,  dass  in  dieselbe  die  Voraussetzung  eines  ganzen  und  positiven  h  nirgend  niedergelegt  ist,  dass 
man  zu  denselben  Formen  mit  derselben  Schlussfolgerung  gelangt  wäre,  auch  unter  der  Annahme 
eines  gebrochenen,  negativen  oder  allgemeinen  Buchstabenexponenten,  dass  aber  zwei  andere  Voraus- 
setzungen stillschweigend  in  das  Verfahren  niedergelegt  sind,  nämlich :  Der  erste  Coefficient  X^  besitzt 
nicht  mehr  als  Einen  Factor  (x — a);  femer  i;^  und  seine  Differentialquotienten  haben  gar  keinen, 
weder  im  Zähler  noch  im  Nenner,  oder  mit  anderen  Worten,  tf  ist  von  einer  jeden  Spur  von  x  —  a 
sowohl,  so  wie  von  log(x  —  a)  frei,  oder  was  dasselbe  ist,  aufsteigend  nach  dieser  Grosse  in  Reihen 
direet  entwickelbar.  Es  wird  also  räthlich  sein,  jedesmal,  so  oft  ein  einziges  particuläre  Integral  in 
der  Form:  e^rf^{x  —  d)^  aufgefunden  worden  ist,  was  auch  die  Bedeutung  von  h  sein  mag,  auf  dem 
angedeuteten  Wege  der  Rechnung  zu  gleicher  Zeit  die  Befreiung  der  Differentialgleichung  von  dem- 
selben und  von  jeder  Spur  von  x  —  a  zu  bewirken,  oder  was  dasselbe  ist,  von  der  Gleichung  (40) 
^^  in  «  unmittelbar  zur  anderen  in  u  überzugehen.  Der  hiebei  erreichte  Vortheil  wird  um  so  grosser, 
wenn  das  ermittelte  particuläre  Integral  nicht  nur  den  Factor  (x  —  aY ,  sondern  noch  andere  derglei- 
chen (o?  — yS)*',  (a?  — y)*',  ...  besitzt,  wo  dann  eine  Befreiung  eintritt  nicht  nur  von  jeder  Spur 

von  x^Un  sondern  auch  von  x  —  /8,  x  —  y^  

Nach  diesen  umständlichen  Untersuchungen,  durchgeführt  an  den  speciellen  Differentialglei- 
chungen der  zweiten  und  dritten  Ordnung ,  sind  wir  bereits  im  Stande,  zur  allgemeinen,  der  n^^  Ord- 
nung angehSrigen  zurückzukehren,  und  uns  bei  den  darauf  bezuglichen  Erörterungen  kurzer  zu  fassen. 
Wir  setzen  also  im  ersten  CoeSicienten  der  (1)  einen  einzigen  Factor  von  x  —  a  voraus,  lassen  ihn 
kraft  der  Formel: 

a 

hindeuten  auf  ein  vorhandenes  particuläres  integral  c^rj^ix^aY^  unter  A  eine  gelegentlich  aus  der 
Rechnung  hervorgegangene  ganze  positive  Zahl  verstehend.  Es  ist  bereits  nachgewiesen,  dass  dieses 
eine  Integral  durch  sein  Vorhandensein  alle  fibrigen  n — 1  an  der  Zahl  der  Herrschaft  der  Mac-Lau- 
rin'schen  Formel  entziehe,  und  dass  diess  dem  Vorkommen  eines  Bestandtheiles  rftix—ayiog{X'-d) 
mit  verschiedenen  eonstanten  Factoren  jedoch  in  allen  vermuthlich  zuzuschreiben  sei.  Die  aus  unbe- 
stimmten Integralen  zusammengesetzte  Form,  in  der  dieser  Logarithmus  zwar  nicht  unmittelbar  ersicht- 
lich ist,  wohl  aber  als  Integrationsresultat  in  derselben  Weise  auftritt,  ist  die  folgende: 

(*3)  y  =  c.rj,  ix-ar  J-^l^Jn.  dx frj„  dx. 

Sie  in  entwickelter  Form  hinzustellen,  so  wie  wir  in  früheren  Fällen  thaten,  erachten  wir  nicht  für 
nöthig.  Dem  an  diese  Formen  bereits  gewohnten  Leser  wird  es  unmittelbar  in  die  Augen  fallen,  dass 
die  einzelnen  Bestandtheile  von  y  der  Reihe  nach: 

A  =  —  Ä,        0,        —1,        —114.2 


entsprechen.  Dass  bei  der  successiveu  Berechnung  derselben  der  tojf(a?  — a),  und  zwar  in  Üoslalt 
eines  einzigen  Gliedes  dieser  Art  erst  dann  erscheine,  wenn  i;,  in  Reihengestalt  in  der  Rechnung  vor- 
kommt, so  dass  also  die  sämmtlichen  partikulären  Integrale  bis  auf  ein  einziges  das  Bestandglied 
grfi(x--a)^log(x  —  ct)  besitzen,  jedoch  rersehen  mit  verschiedenen  Constanten  ^;  kurz  man  begeg- 
net bei  der  aufsteigenden  Entwicklung  in  Reihen  des  vorliegenden  Werthes  von  y  denselben  analyti- 
schen Erscheinungen,  die  wir  auch  bei  der  Integration  in  Reihenform  der  Differentialgleichung  (21) 
hervorgehoben  haben.  Es  muss  indess  bemerkt  werden,  dass  eine  solche  Uebereinstimmung  gewisser 
Erscheinungen  noch  keineswegs  genfige,  «die  volle  Congruenz  zweier,  eine  Solche  zeigenden  Formen 
und  somit  die  allgemeine  Giltigkeit  der  (43)  über  allen  Zweifel  zu  erheben;  man  muss  vielmehr  das 
Schlussverfahren  umkehren ,  sagend:  Wenn  die  Form  (43)  von  y  wirklich  als  die  allgemeinste,  jedes- 
mal giltige  dastehen  soll,  so  oft  der  erste  Coefficient  3G,,  nur  einen  einzigen  Factor  x  —  a  beherbergt, 
und  so  oft  zu  demselben  ein  ganzer  negativer  Exponent  k  gehörig  ist,  so  müssen  sieh  auch  alle  die- 
jenigen Folgerungen,  welche  man  dieser  Form  entnimmt,  auf  die  Differentialgleichung  unmittelbar  über- 
tragen lassen,  und  sich  an  derselben  bestätigen.  Es  reicht  hiebe!  nicht  hiti,  wenn  man  bloss  zeigt, 
dass  sie  die  Differentialgleichung  identisch  erfüllen  könne,  denn  das  versteht  sich  von  selbst;  man 
muss  auch  darthun,  dass  diess  geschehe  für  solche  Werthc  von  /;i,  ?;,,  .....  17,1,  die  für  x  =  a 
stetig  bleiben.   Wenn  man  daher  eine  neue  abhängige  Veränderliche  u  anstatt  y  einführt,  vermittelst 

der  Substitution: 

tidx 


.    r     ttdx 


nach  welcher,  wie  der  Vergleich  mit  unserer  eben  hingestellten  allgemeinen  Formel   lehrt,  u  die  fol- 
gende Bedentung  hat: 


so  muss  sieb  unsere  Differentialgleichung  in  y  in  eine  andere  verwandeln  in  tL,  deren  allgemeines  Integral 
der  Form  nach  der  hier  vorliegende  Werth  ist,  somit  von  jeder  Spur  von  a?—  a  frei,  für  a?  =  a  in  kei- 
nerlei Ausnahmszustand  gerathend,  und  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  ohne  Anstand  in  eine 
Reihe  zu  verwandeln.  Der  erste  Coefficient  dieser  Gleichung  in  u  wb'd  also  diesen  Factor  nicht  mehr 
enthalten  dürfen.   Um  nun  diese  Obereinstimmuog  darzuthun,  führen  wir  die  angedeutete  Substitution 

(44)  in  der  (i)  durch.  Das  Resultat  lässt  sich  zerlegen  in  zwei  Bestandtheile ,  einen  mit  dem  Factor 

/udx 
- — - — -^  verknüpften,  und  einen  anderen,  in  dem  kein  Integralzeichen  mehr  zu  sehen  ist  Denkt 

man  sich  nun  r}^{x  —  a)*  als  ein  wirkliches  particuläres  Integral,   somit  den  substituirten  Ausdruck 

y^     udx 
~j^^  als  Constante;   so  müssen 

offenbar  die  mit  diesem  Factor  versehenen  Glieder  des  bemeldeten  Substitutionsresultates  identisch  für 
sich  Null  geben.  Die  neuerhaltene  Gleichung  in  u  wird  daher  zerfallen  in  zwei,  indem  jeder  der  bei- 
den Bestandtheile  des  Gleichungspolynomes  fir  sich  verschwindet.  Diese  zwei,  die  eine  identische  in 
t)  und  die  andere  in  u  sind  die  folgenden: 
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VI.    Abschnitt 


0  =        j;>'"    .    5G„  (X  —  a)»  + 


(46) 


+  J? "-'     [(?)  Aa:„  (ar  -  a)"-'  +  5G^.  (ar  -  a)»]  + 


+  V 


,(r-t) 


(r"i)'^  ('*-')  (A-«  +  r)         5C.„     (»-«/-     + 

+  (rZl)A('*-0  (Ä-n  +  r+l)5£„_.  (a^-a/       + 

+  ("Zf)  Ä  (A-l)  (A-n  +  r  +  0  .X^  (x-ar'"'  + 

-+  +  5G^.  (x-«)" 


+  »7'    • 


(^)     A(Ä~1)  (Ä-n+2)         iX:,„     (x-a)    + 

+  ("7*)  Ä  (A -  1)  (Ä - «  +  3)         X^.  (X- a)«  + 

+  ("7')  ''C^-O  (Ä-n  +  /  +  2)   cX;^  («_«)'  + 

L+  +  «X;.      (X  — a)" 

A(A— 1)  (A  — «+!)         5C„  + 


+  V 


+       A(A— 0  (A  — n  +  2) 


SQ,^,  (x  — a)    + 


0  =        »t^»-" 


+       A  (A  — 1)  (A  — u4-<4-l)  X'„-t  (x  — «)'  + 

+ +   eX,        (X  — tt)" 

(X  — a)"-'  175&«  + 


+  u 


«-») 


(47) 


+  « 


,(n-») 


r(x  -  tt)»-*  rjX,^  [-  (n  -  1)  (A  +  1)  +  tih]  +1 
l     +  (X  -  a)«-*  [1}'  5&„  .  n  +  7;  eX^.]  J 

(X-«)»-.  j;3(;„(('*7^)  (A+l)(A+2)-(M-2)«A(A+l)+  (")  (A-1)a) 
+  ix-ar-*[i}'Oi„(-  («  -  2)  «  (A  +  1)  +  2  (f)  a)  + 

+  V^.^^  (-  (»  -  2)  C'  +  0  +  («  -  0  A)]  + 
+  (x-«)"-'[(5*)  I?"  ^.„  +  (n  -  1)  1;'  .X.„-.   4-  V^n-»] 
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(pe—a)'.  ifX,„ 


(_l)^'  (^»-Ij  (A+l)  (A  +  2)  (A +  «_*-!) 

+  (-l)"-^*  (7)  ("7^)  A(Ä+0    (Ä  +  „-,-2) 

+  (_,)"^  (^^»^j  (»y»)  (Ä-»  +  2)  (A-y  +  3)  ...  (A  +  »-*-v) 


+  (,+  l)  (*  -  «  +  *  +  2)  (Ä  -  n  +  .  +  3) 


-^'i 


m 


V'*^n 


-Ka?-ar'' 


+  1)2(a„ 


(_!)«»-.-»  (^«j  («y2j  (A+1)  (A  +  2) (Ä  +  n-*-2) 

+  (-0"^2.(5)  ("7^)  Ä(Ä+  1)  (A  +  n-.-3) 

■+(-l)«--'(^-l)(^«,)(«7^)(A-v+3)(Ä-9+4)...(A+«-*-y) 

+  («-•-!)  (,^i)  (Ä-n+«+3)(A  -n-M+4) A 

(_!)»«-  (^«-2)  (A  +  1)  (A+2) (A+n-«-2) 

+  (-0"--(V)(V)  *(*+*) (Ä+n-,-3) 

+  (_  1)«--*  (^^  (^"j  (A_^+3)(Ä-9+4) . . .  ih+n^-q) 
+  («+l)  (A~»»+»+3)  (A-n  +  «+4)   A 
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T .    Abschnitt. 


»?"-'  'X;„ 


(- 1)"--"  fp"  <)  ("7'')  (A+l)  (A+2) (Ä+«-.-p) 

+  (~i)"-'---\pQ)(^-P-*)h(h+l) (h+n-,-p~i) 

+  (-0— C+J-*)  G,+J_0("-r^)  (Ä-7  +  0  X 
X  (h  —  q+'i) (Ä  +  n  —  «  —  p  —  9) 

+  (SZlZp)(i",)  (Ä-n+«+;H-l)  (Ä-^+*+p+2)  .   ...  A 


+«' 


(»> 


-Kx-rt)»^»< 


+»/'^^', 


'/l-fHt+l 


(-l)"-''(»-''+'+*)(V)(Ä4-l)(A+2). .  .(h+n-.-p) 

+  (_0''--^-  (/+!)  ("-?Jf+*)  (""J~*)  A  (A+t)  X 
X  (A  +  2)  (A  +  n  —  »  ~  p   -  0 

+(-1)'— '('+*)  ("-??;+')  C*-r*)  (A-^  +  l)  X 
X  (Ä  —  ^  4-  2)  (A  +  n  —  «  —  P  —  ») 

X(A-n+p  +  «  +  2)  Ä 


■■+^Ä».pi., 


(_l)'^p  (^«-/')  (Ä+l)  (A  +  2)  (A  +  „_,_p) 


+u^ 


,m 
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+  ¥'x.^..('+iV)'+ 


»7'3&x+i| 


2SS 

.  4- 


.  .  .  f 
.   }  \ 


V^.[       (-  1)*-'  (A  +  1)  (A  +  2)   (A  +  n  -  1)  + 

+  (-0*-  .Mih+i)  (Ä  +  „  -_  2)  + 

•      +!(-<.)*-«  (^i|)  (h-^+i)Xh-q  +  3)  ...  (A  +  n-7)  + 

+  »  (A  —  »  +  2)  (A  —  n  +  3) a1 

V'^4      (-  0"-  .  n  (A  +  1)  (Ä  4-  2) (A  +  n  -  2)  + 

+  (-1)—.  2(«)ä(ä-H)  ...  (A  +  n-3)^- 


+«i 


+  (-  iy^(J9-*){gli)(h-g+3)(h-g+i) (h+n-q)  + 


+  (x—a)< 


+  n  (n  —  «  —  1)  (A  —  n  +  3)  (A  —  »  +  4) 


h]  + 


+  n^^^{     (-0-*(A+0  (Ä+2) (Ä  +  n-2)  + 

+  (-  0"^  (»  —  0  A  (A  +  0 (A  +  n  -  3)  + 

+  (-  0*^  (5Z2)  (A-V  +  S) (A-^  +  4) (A  +  n-v)  + 

+  (n  —  0  (A  —  n  +  8)  (A  —  n  +  4)  a] 


SM 


V\    A  b  s  e  b  B  i  t  t. 


+  u4 


-Ka?— a)»^'- 


IJ^'^^Xn 


(.-i)'^{pli)(h+0Ch+2)  (Ä  +  „_p) 

+  (-0»-^>  (^)  A  (A  +  0    (Ä  +  „_p._i) 

+  (-l)'-^(''"^J"*)(p+'5_l)(Ä-flr+l)(Ä-7+2)...(Ä+n-p-^) 


+  (-  l)"-^'  (*+0  {"^'^tVi^^^)  '^  ^^'^^^  ■  ■    (A-Ht-P-1) 


+J7('^5G 


n-pU+i 


+  pSQ,, 


'n-p+i 


X  (Ä  —  V  +  2)  (A  +  M  —  ;>  —  9) 


r      (-  ly-P  (A  +  0  (A  +  2)  (/»  +  „_,_  ;,) 

+  (_l)n-;-.  („_;,4.1) /j(>i4.1)  (h  +  n-p-l) 

+  (-  l)«-»-»  (""J"*"*)  (A-v+l)(A-y+2)  ...  (Ä +  »-;;- V) 


+  («  —  p  +  0  (Ä  —  «  +  ^  +  1) 


+  (ar-a)»- [i;(»-'iXi„.n+i;^»-  .X«_. (n-l)+ +  V  ÄV. (<+!)+ +75G.} 

Wir  haben  zur  Bequemlichkeit  des  Lesers,  dem  es  vielleicht  daran  gelegen  ist,  unseren 
Rechnungen  zu  folgen,  die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen,  die  in  u,  so  hingestellt,  wie  sie  sich 
unmittelbar  aus  den  Rechnungsentwicklungen  ergibt.  In  ihren  Coefficienten  lässt  sich  jedoch  durchge- 
hends  die  Zusammenziehung  mehrerer  Glieder  in  Eines  bewerkstelligen.  Sie  ergibt  sich  bei  eini|^  der 
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ersteren  leicht,  kann  aber  allgemein  denjenigen  bedeutende  Schwierigkeiten  biethei^,  dem  gewisse,  zur 
Differenzenrechnung  gehörige  Formeln  nicht  sehr  geläufig  und  sehr  fiisch  im  Gedächtnisse  sind.  Wir 
nehmen  desshalb  die  Reductionen  der  in  Rede  stehenden  Glieder  in  den  successiven  Coefficienten 
vor.  Der  erste  gestattet  keine  solche.  Im  zweiten  jedoch  hat  man  schon: 

—  (n— 1)  (Ä  +  1)  +  nh  =  h  —  n+  i. 

Der  dritte  erleidet  dreierlei  Reductionen: 

C*7*)  ^^+^^  ^^  +  ^^  -  (^-^)  ^  ('^+*>  +  (2)  (*-*>  '^  =  (Ä~^+0  (A-/i+2) 

-  (n  -  2)  n  (A  +  1)  +  2  (J)  A  =  n  (A  -  n  +  2) 

-  (n  -  2)      (Ä  +  1)  +(n— 1)Ä  =      (A  -  n  +  2). 

Sie  biethen  nicht  die  geringste  Schwierigkeit.  Wendet  man  sich  jedoch  zu  dem  allgemeinen  Entwick- 
lungsgliede,  so  gewahrt  man  als  Coefficienten  gewisse  Summen  von  Factorenfolgen,  die  alle  in  der 
Form  enthalten  sind: 

(_  l)«-(^+^'+l)  (^j(A+l)  (A  +  2) (A  +  m-ir)  + 

+  (-ir-^-'it+i)  (^*|^tO  ("^^O  *  ^'^+^^  (A  +  m-*-l)  + 

+  (_  0«--.  ('+*)('^7»)(^|||')(A-y+l)(A-^  +  ^^ 

+  ('+-70  (r+m±i)  (^--  ^=*- 

Hier  lassen  sich  zuvörderst  die  in  den  einzelnen  Gliedern  als  Factoren  erscheinenden  Binomialcoeffi- 
cienten  in  Produkte  zusammenziehen,  namentlich: 

(/+0  (""tilO  =  ("»  +  !+ *><"  +  ^ (m  +  2Hm+0  _  ^m  +  t+i^  („,^,) 

l*  • 

(t+q\(m+t+l\  Jt+qXt-i-q-i).  • . (/+!)(»»+/+ 1)(»«+Q.  •  .im-q+2)  ^  rm+t+i\(m+i\ 
\   q  A    t+q    )—       1     .       2         ...     q     .       1         .     2     ...     (t+q)  \        t       )\    q    ) 

rf^m  —  s\    ftn  +  t+i\    _    (m  +  t  +  t\    (m  +  i\ 
y    tn  —  t     J    \t  +  m  -  s)    ~~    \         t         J    \m  —  s)' 

Ihnen  allen  entspricht  der  Binomialcoefficient  \'^i^)  als  Factor,  der  somit  dem  ganzen  Ans- 
dmcke  gemeinschaflUeh  ist  Sondert  man  ihn,  so  vereinfacht  sich  derselbe  in  etwas  und  geht  fiber  in: 
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V'.     A  b  s  c  b  0  i  t  t. 


(48)    K=^  ('"■^/■^*) 


(-  I)"^  (7)  C^  +  0  . .  •  (Ä  +  m  -  »)  + 

^    (^    1)«---    (^   +    »)     (»*    -    »j    A    (A  +,   I)     .  .  ;     (Ä   +   «  _   ,_    i)    + 

I         . 


+  {Z-l)  (Ä-m  +  «  +  l)(A~m  +  «  +  2)    (h  -  i)  h 

und  hier  käme  es  darauf  an,  die  eingeklamtnerte  Samme  von  PaetorieÜen  einer  ferneren  Reduetion  zn 
unterwerfen.  Da  aber  eine  solche  selbst  erfahrnen  Rechnern. Schwierigkeiten  biethen,  und  mindestens 
nicht  augenblicklich  gelingen  dürfte,  so  wollen  wir  den  hiezu  dienenden  Kunstgriff  etwas  ausführlicher 
darben.  Die  folgende  allgemeine  Formel  der  Differenzenrechnung,  die  derselben  zu  Gründe  liegt,  ist 
jedermanhiglich  bekannt: 

JY(x}=fix+nJx)-{^'iy{x  +  in^i)  Jx)  +  (j)  f(x+(n^2}  Jx)+  . . .  +(~iy'/-(x). 

Wir  schreiben  in  derselben  x  —  n  J  x  anstatt  x ,  wodurch  sie  fibergeht  in : 

JY(^-  n/Sx)  =  f(x)  -^Jf^x-  Jx)+  (J)  f(x-2Jx)+ +(-  iffix  -  uJx). 

sodann  verwandeln  wir  noch  uberdiess  z/a:  in  i  und  setzen  n  =  m+t,  diess  gibt: 

z/-^Y(x^m-l)  =  fix)-  (^+^yf(x-i}  +  (^+*)  nx-2)+  .  .  +(_i)»'^Y(^~^«-0. 
und  nun  sei  für  einen  Augenblick: 

f(x)  =  (m+-a?)  (m+x-  1) (m+x-M+i)  (A+x+l)  (A+a:.4-2) (/i+x+m— «) ; 

so  erhalten  wir,  diesen  Werth  in  unsere  vorliegende  Formel  einführend,  die  Gleichung: 

jw+i  (^_,)(^_2)  (a;_,)(A  +  ar  — m)(A  +  x  — m+i)  (A  +  x  — *-!)  = 

=  (m+x)  (m+x-1)  (m+x—s+i)  (A-Ha:+1)  (A+x+2) (A+x1-m  -  s)  — 

-  (^*'J"^)  (w+a?-i)(m+x-2)  . . .  (m+x— «)(Ä+a:)(A+x+l)  . . .  (A+x+m-»--l)  + 
+  (^*f  ^)  (w+x-  2)(m+x-3). .  .(m+x— «— l)(A+x— i)(Ä+x)    . .  (A+x+w— »-2)  -f- 

+  (~0^(^^^)  (w+x-^r)(m+x~qr-l)    ..  (m  +  x~«-7+i)(A  +  x-7+l)  x 
X  (A  +  a:  —  flr  +  2)  (h  +  x  +  m  —  g  —  g)  + 


+  (-^1)«^'  (x—i)  (X--8)    (x^*)  (Ä-J-x-m)  (A+x-^m+O    (A+o?— «— 1). 
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8ie  gibt  die  (m+i)^  Differenz  eines  Produktes  aus  w  einfachen  Factoren  des  ersteu  Grades,  oder 
mit  anderen  Worten,  die  (fn+  l)»!«  Differenz  einer  ganzen  algebraischen  Function  vom  Grade  m,  von 
der  man  weiss,  dass  sie  immer  Null  sei.  Man  wird  somit  den  ersten  Theil  dieser  Gleichung  ersetzen 
durch  die  Nulle;  der  zweite  Theil  wird  dann,  auf  passende  Weise  enturickelt,  ebenfalls  identisch 
den  Werth  Null  annehmen  mässen,  was  auch  a?,  m  und  h  bedeuten  mögen,  sohin  auch  dann,  wenn 
man  x=0  schreibt  Thut  man  diess,  und  nimmt  man  noch  femer  an,  dass  m  und  «,  so  wie  in 
der  Gleichung  (47),  ganze  positive  Zahlen  seien,  und  dass  man  stets  m'^s  habe,  so  gewahrt  man 
alsobald  eine  Reihe  von  in  Folge  dieser  Annahmen  verschwindenden  Gliedern  in  unserer  Formel, 
die  dem  letzten  von  Null  verschieden  bleibenden  vorangehen.  Wir  wollen  sie  der  Zahl  nach  zu  bestim- 
men suchen,  und  fassen  zu  diesem  Behufe  nur  den  Factor  des  allgemeinen  (9+1)8^0  Gliedes  ins 
Auge,  nämlich: 

(m  -jr  X  —  q)  (m  -jr  X  ^  q  —  i)  (m  +  x  —  9  —  flf  +  i)» 

Durch  Nullsetzen  von  x  geht  er  fiber  in: 

(m  —  q)  (^  —  q  —  i)  (m  —  «  —  flr  +  i). 

verschwindet  demnach  für  <  aufeinanderfolgende  Werthe  des  Stellenzeigers  q.  Sie  sind  der  Reihe  nach 
vom  kleinsten  angefangen: 

flr  =  m  —  «+1,        m  —  «  +  2,  m  —  1,        m. 

Die  Glieder,  welche  in  der  Reihe  die  Nulle  zum  Factor  bekommen  und  desshalb  wegfallen,  sind  daher 
das: 

(m  —  «  +  2)*« ,        (m  —  «  +  3)*e,        w*«,        (m  +  lyK 

Von  der  Nulle  verschieden  bleiben  das  1»*«,  2*«,  ...  (m  — «+i)«*«  und  das  (m  +  2)^«.  Die  Letz- 
teren notirend,  die  Ersteren  weglassend,  und  das  (in+2)^  nach  der  anderen  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens hinübertragend,  gelangen  wir  zur  folgenden  Formel: 

(-1)'"-*  1.2   $.(h  —  fn)  (h  —  m+i)  (Ä_,_i)  = 

=  m  (m-^i)  ...  (m  — «+i)  (A  +  1)  (A  +  2)  ...  (A  +  m  — «)  — 

-  (''*+*)  (m  -i)(m-2)  ...  (m-Ä)  A  (A+1)  ...  (A+m-«-l)  + 
+  {^t^)  (m-2)(m-3)  ...  (m-«— l)(A-i)  . . .  (A-Hw-i-2)  — 


+  (-o"-"(;;;j:j)  «(*-i) i.(A-m+«+i) 


A. 


Sie  enthalt  bereits  die  gewünschte  Reduction  in  sich,  weil  ihr  zweiter  Theil  mit  (—1)'*^  multiplizirt 

und  durch  die  Factorielle  1.2 s  dividirt  gerade  den  eingeklammerten  Factor  von  K  in  (48)  liefert. 

Dem  gemäss  ist  also  in  höchst  einfacher  Gestalt: 
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Ä  =  ("*+/+*)  (Ä-»i)(A-m  +  0  (Ä_,_i), 

and  substitoirt  man  diesen  Werth  von  K  in  die  Gleichung  (48),  so  erhält  man  die  unmittelbar  zur 
Reduction  der  CoeflTicienlen  unserer  Gleichung  in  u  dienende  Formel: 

^m  +  J  +  Oj  (4-m)(Ä-m+l)  (A  -  «  -  i)  = 

(-ir-(?)  (A+0(Ä4-2)  (/.  +  «-«) 

+  (-0"^'  ("•;*"*)("* 7*)  Ä(A+1)    (/,+„_,_() 

(49)    =('«+^<  +  »j 

+  (_i)»--v  (^»«+«j  (^"»-7j  (Ä-y+1)  (Ä-v+2) (A  +  m-.-7) 

+  ("I±l)  (A  -  m  +  «  +  1)  (Ä  -  m  +  «  +  2)  (Ä  -  1)  A. 

Mit  ihrer  Hilfe  verkürzen  sich  nun  die  Coefficienten  der  (47)  sehr  wesentlich,  und  es  gebt 
dieselbe  über  in  die  nachstehende: 


w 


i(n-«) 


(x-a)"-'.j;Ä;„  4- 


r(A-n+l)(ar-a)"-  .  rf^„ 

[  +  (X  -  a)"-  [«»;%%„  +  j/eX.«-.] 


+ 


+ 


[(A_„-|-l)(Ä_«  +  2)(a;_a)"-    .       i;  .\;„  +  T 

4-        (Ä      /i  +  2)  {x-ay-*    .  [mfX^„  +  j;  a;„_.]  +  I 

+  (X  -  a)"-  [(J)  7;"X„  +  (n  -  1)  i;'cX;,^.  +  /;cXi;^.]  J 


+«'• 


(A— n  +  l)(A  — n  +  2)...(A  — «— l)(a;  — «)•    .    »;5G„ + 

+        (Ä_«4-2)...(A-«  — l)(x— a)'+'  H'ä;,  +  75G^,]  + 

+  (A-»t+;»)(A-«+p-|-l)  ...  (A-«-l)(x-a)'^'  [{p-i)  V""  ^'n  + 
+  (X-«)-  [(,  «  J  V  "-'-^  ^-^  +  ("+!)  7'"-'"*'  5G^.  +  . . .  +  7Ä^,] 


{^n  —  n-f-i){H  —  n  +  z)  (n  —  i}iji^a„  + 

+         (A-iH-2)  (Ä-n+3) (A— 0(a?  — a)[nl;'Ä;,  +  J;5&^.]  + 
.„           +  (h—n+p)  (h—n+p  +  i) (Ä-l)  (X  — «)^' X 

+  (a;-a)»-'  [nj;^— '  5G,  +  (n-  1)  t^^»-)  3G^.  +   +  ,;5G,.] 


Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  bereits  übergelien  zur  Erörterung  der.  zur  Sprache 
gebrachten  Übereinstimmung  zwischen  der  aufgestellten  Formel  (43)  und  der  die  vorgelegte  Differen- 
tialgleichnng  erfüllenden  Reihe.  Es  ist  angenommen  worden,  dass  der  erste  Coefficient  ^  nur  einen 
einzigen  Factor  x — a  besitze.  Um  diess  anschaulich  zu  machen,  statuiren  wir  S^^(x  —  a)«Xk 
Unter  dieser  Annahme  nun  und  für  Werthe  von  rj,  welche  die  Differentialgleichung  (46)  identisch 
erfüllen,  muss  gezeigt  werden,  dass  die  Gleichung  in  u  theilbar  werde  durch  so  viele  Factoren  x—a, 
dass  nach  geschehener  Division  ihr  erster  Coefficient  gar  keinen  solchen  mehr  behält,  also  gegenwärtig 
durch  (x — o)".  Um  diess  mit  Bequemlichkeit  thun  zu  können,  ist  es  erspriesslich ,  nach  geschehener 
Substitution  des  Werthes  für  %,  beide  Gleichungen ,  sowohl  die  Gleichung  (46)  in  j; ,  als  auch  die 
(47)  in  ti  aufsteigend  nach  Potenzen  von  x — a  zu  ordnen,  und  zwar  die  erste  überhaupt,  die  zweite 
eoefficientenweise.  Führt  man  diess  durch,  so  erhält  man: 

0=     {x-aY     5C.7(">  + 

+  (x-a)^«  \(nhX>  +  3G„..)  i;«"-^  +  SG^^"-^  +  5G^.i7"-'  +  +  5C.,);]  + 

+  (x-rt)-'Ä[((j)  (A- 1)  SG  +  («7^)  5G^.)  j;^-«^  +  (n-2)  X„^  ij^''  +      . 


+  (n-3)5G^.  y"-J  + 


+  5G.»?] 


(x~a)-A(Ä-l)[((»)(A-2)5G+  ("7*)5G.e..}»?'»-^+  (V)  ^»-.'?^""'+-  •  •  -^^^v] 


+  (ar-a)V  A  (A-l) (A-n+4)  [((j)  (A-n+3)  X>  +  (""*)  3G^.)  ,;"  + 

+  (n-2)  30^.  t)'  +  SG^i;]  + 

+  (ap-a)  A  (Ä-1) (Ä-«+3)  [(»  (A-n+2)  36  +  (n-1)  36^.)  t}'  +  Ä^.  ri\  + 

A  (Ä  -  1) (A— n+2)  [(A-n+ 1)  36  +  36^.1  if. 
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l+(ar-a)»    .  n5C»;' 


+ 


+  M 


(n-») 
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(61)    0=     li"-''.        (x-ay     .  SGj; + 

(x~ay-' .  ((Ä-n+  1)  iV,  +  5&^.)  7  +' 
;^' 

(x-a)"-V(A-«  +  2)  [(A-n+  0  5G  4-  5C.^.]  17  + 

■  +  (x-a)"-' .  [(n  (Ä  -  n + 2)  5G  +  (n  - 1)  X^.)  ij'  +  SG^^.  17]  + 

_+(»-a)"   .(J)  S&j;" 

(a?-a)»-V(Ä  — n  +  3)  (A  — n  +  2)  [(A  — n+  1)  5G  +  5G;_.]  7  + 
4-(ar-a)"-V(A-n  +  3)  [[n  (A-n+2) 3G  +  (n-1) SG^.-|  17'  +  Ä„_  17]  + 

+  (ar-a)»-'.[((j')(A-n+3)3G+('»7*)3G^.)i7"+(n-2)X„_.»;'+3C.^,i7]+ 
+  (x-a)"   .     (J)  5Gi7"' 


+  M 


,(n-»J 


(ar— a)*+* . (A -  «—1) . . . (A— n+3)(A— n+2)  [(A— n+l)  5G  +  SC^^ ,]  77  + 
+  (ar-a)*+V(A-«-l). .  .(A-n+4)(A— n+3)  [(n(A— n+2)X.+(n— OiX;„_.)  7'+ 

+     X;m     I7J     + 

+  (ar-a)'+» .  (A— «- 1) . . .  (A— n+5)(A-n+4)  U(f\  (ä  _  n  +  3)  5G  + 

+  ("7*)3G^.)  V"  +  (n-2)  X^.J7'  +  5G^,,;]  + 


+  «' 


(») 


+  (ar_u)»(,»,)cX»7'"— 


(ar— a)  (A— 1). .  .(A— n+3)(Ä— n+2)  [(A— n+l) 3G+5G„_,]  1)  + 
+  (x-a)'(A-  1). .  .(A-n+4)(A-n+3)  [(n(A-n+2)5G+(n-l)5G^.)»7'+iX:,;^.j;]  + 

+  (x-a)»(A-l). .  .(A-«+5)(A-n+4)[[(^)  (A-n+3)  X  +  (**"*)  5G;^.]  »7"  +- 
■« 

+  (M  -  2)  5C.„_.  V'  +  X„-,  17]  + 


+  ix-ar  (fj  5C,77^»-*. 
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Nun  wende  man  sich  zuvorderst  an  die  erste  dieser  Beiden,  und  fasse  dasjenige  Glied  ins 
Auge,  in  welchem  kein  Factor  x  —  a  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Wenn  es  auch  wirklich  keinen  ent- 
hielte, so  wäre  die  ganze  Gleichung  durch  (x  —  a)  nicht  theilbar,  und  da  sie  Glieder  mit  solchen 
Victoren  bis  zu  n  an  der  Zahl  enthält,  die  alle  für  x  =  a  verschwinden,  so  wäre  das  Polynom  aus 
Gliedern  zusammengesetzt,  deren  einige  für  diesen  Werth  von  x  der  Nulle  gleich  werden,  während 
andere  davon  verschieden  bleiben.  Es  wäre  also  für  ar  =  a  die  Gleichung  keine  identische,  sohin  auch 
überhaupt  keine  solche,  und  ein  Identischwerden  ist  nur  auf  folgende  Weise  denkbar:  Die  Glieder,  in 
welchen  kein  Factor  x — a  unmittelbar  ersichtlich  ist,  d.  h.  die: 

A(A— 1)  (A_n  +  2)  [(A  — n+i)  X  +  3G^J  tf 

besitzen  gleichwohl  wenigstens  Einen  solchen.  Diess  bestätigt  sich  durch  den  Werth  des  Exponenten  A, 
der,  wie  man  weiss,  gezogen  ist  aus  der  Formel: 

Fügt  man  jetzt  die  mit  dem  Factor  x — a  behafteten  Glieder  hinzu,  so  muss  die  Summe,  d.  h. : 

[(«-«)  [(n  (Ä  -  n+2)  5G  +  (n  -  1)  5G^.)  7/'  +  X^.  if]  +1 

wie  wohl  man  an  ihr  nur  einen  einzigen  Factor,  x  —  a  gewahr  wird,  doch  deren  mindestens  zwei 
erhalten,  denn  die  übrigen  besitzen  zwei  und  können  dcoher  identisch  aufgehoben  werden,  nur  durch 
einen  solchen  hinzugefügten  Ausdruck,  der  deren  ebenfalls  zwei  hat.  Nun  fuge  man  die  Glieder 
mit  (x  —  ay  hinzu,  so  muss  die  Summe,  d.  h. : 


A(Ä-l)...(A-»H-4) 


+  ix-d)  (/i-w+3)  [(n  (A-n+2)  -X  +  (n-1)  5&^,)  ^'  +  ;\:„.,7;]  + 
+  (A-«  +  3)(A-n  +  2)  [(A  ,n+l)a;+cX;^.]  tf 


aus  demselben  Grunde  theilbar  erscheinen  mindestens  durch  {x  —  a)*  u.  s.  w. ,  bis  man  endlich,  das 
letzte  mit  Xx  —  a)"  verbundene  Glied : 

ix  —  af  SGt;^"^ 

hinzusetzend,  das  vollständige  Gleichungspolynom  vorliegen  hat,  das  bei  richtig  gewähltem  rj  identisch 
der  Nulle  gleichen  muss.  Aus  der  eben  nachgewiesenen  Theilbarkeit  nun  der  Ausdrucke  (52),  (53), 
(54)  durch  x—a,  (x—ay^  {x—ay,  ...  (x  —  ay  lasst  sich  auch  unmittelbar  die  Theilbar- 
keit der  Gleichung  in  u  durch  (x  — a)",  und  die  hiemit  verbundene  Befreiung  des  ersten  CoefBcien- 
ten  von  jeder  Spur  dieses  Factors  erschliessen.  In  der  That  ist  der  erste  Coefficient  dem  (x  —  ay 
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proportional;  der  zweite  wird  es  ebenfalls  in  Folge  der  Theilbarkeit  des  Ausdruckes  (52)  durch 
(x  —  a);  der  dritte  ebenso  kraft  der  Multiplicatoren  von  x  —  a  und  {x  —  ay  in  (52)  und  (53) 
u.  s.  f.  bis  zu  dem  letzten. 

Die  Giltigkeit  des  eben  geffihrten  Beweises  ist»  wie  bei  der  Differentialgleichung  der  dritten 
Ordnung,  so  auch  hier  keineswegs  auf  ganze  positive  Werthe  von  h  beschrankt,  gleichwohl  aber  an 
einige  in  die  Rechnung  stillschweigend  niedergelegte  Bedingungen  gebunden,  namentlich:  Erstens,  der 
erste  Coefficient  d(^„  darf  nicht  mehr  als  einen  einzigen  Factor  x  —  a  haben,  denn  hätte  er  deren 
z.  B.  nur  zwei,  während  X^.^  davon  frei  bleibt,  so  konnte  der  Gleichung  in  tf  durchaus  nicht  mehr 
identisch  Genüge  geleistet  werden,  weil  bereits  der  Bestandtheil  (52)  des  Gleichungspolynoms,  der 
nothwendig  einen  Factor  x  —  a  besitzen  sollte,  denselben  nicht  haben  kann,  nachdem  ihn  sein  erster 
Bestandtheil  hat,  sein  zweiter  aber  nicht  Der  ganze  Beweis  wurde  daher  unter  solchen  Umständen 
seine  Grundlage  verlieren.  Diess  hat,  wie  wir  wissen,  darin  seinen  natärlichen  Grund,  dass  zwei  Fäe- 
toren  x  —  a  des  ersten  Coefllcienten  hindeuten  auf  eine  ganz  andere  Form  des  Integrales,  nicht  mit 
dem  Factor  (x — a)\  sondern  mit  einer  Exponentialgrosse  als  Multiplicator ,  die  (x  —  a)  zum  Nenner 
des  Exponenten  hat.  In  wie  weit  und  mit  welchen  Modificationen  unser  Beweis  fortbestehe  in  dem  Falle 
wo  die  Gleichungscoefficienten  beziehlich  2,1,0,  oder  auch  3,  2,  1,  0,  oder  allgemein  r,  r  —  1, 
r  —  2,  2,  1,  0  Factoren  x  —  a  aufweisen,  soll  im  folgenden  Paragraphe  erörtert  werden. 

Zweitens :  das  der  Gleichung  (50)  identisch  Genüge  leistende  tf  darf  keinen  Factor  oder 
Divisor  x  —  a  mehr  enthalten,  auch  kein  log  (x  —  a)  darf  sich  darin  vorfinden,  weil  sonst  x  —  a 
in  den  Nennern  der  Differentialquotienten  von  7f  erschiene  und  in  Folge  dessen  die  Art  der  Rednc- 
tion  auf  Null  des  Gleichungspolynomes  (50)  eine  andere,  von  der  oben  auseinandergesetzten  wesentlich 
verschiedene  werden  würde,  während  in  den  ersten  Coefficienten  der  Gleichung  in  u  durch  Multipli- 
cation  mit  diesem  Nenner  dasselbe  x  —  a  wieder  als  Factor  fallen  wird.  Wenn  es  daher  gelungen  ist, 
irgend  ein  particuläres  Integral  ij(x  —  a)^,  gleichviel  was  der  Exponent  h  fSr  eine  Zahl  ist,  aufiEn- 
finden,  und  wenn  die  Function  ij  den  eben  genannten  Erfordernissen  entspricht;  so  kann  man  dnrdi 
Einfuhrung  der  neuen  Veränderlichen  u  von  der  vorgelegten  Differentialgleichung  in  y  unmittelbar 
übergehen  zur  (5t),  und  wird  damit  nicht  bloss  die  Herabsetzung  um  die  Einheit  in  der  Ordnungszahl 
erzielen,  sondern  auch  die  Coefficienten  von  jeder  Spur  von  x  —  a  frei  machen.  Letzteres  ist  ein  sehr 
zu  beachtender  Vortheil,  den  man  durch  die  Substitution  (44),  respective  Einfuhrung  einer  neuen  Ver- 
änderlichen u  erreicht,  und  durch  die  einfache  andere: 

y  =:  rj  (x  —  d)^  J*  %dx 

nicht  erreichen  würde.    In  der  That  lehrt  jetzt  der  Vergleich  dieses  Ausdruckes  mit  der  allgemeinen 
Form  (43),  dass: 


(5*)  ^^^(x-^a/^-/^'^^/^-^   f"^^ 


dx 


sei.  Der  vollständige  Werth  von  »  besteht  daher  aus  n-^l  Theilen,  welche  beziehlieh  in  ihren  Nen- 
nern die  folgenden  Potenzen  von  x — a: 

{x  —  a)^S  (x  —  a)*,  (x  —  a)*"*   (x  —  a)*-"+» 

besitzen.    Die  entsprechende  Differentialgleichung  in  %  wird  daher  nothwendig  in  ihre  Coefficienten  der 

Reihe  nach:  n— l,  n — 2, 2,  1,  0  solche  Factoren  aufnehmen  müssen,  während  die  in  u 

gar  keinen  mehr  hat  Erstere  ist  daher  um  n-^1  Einheiten  in  der  Gradzahl  der  Coefficienten  höher 
gebaut,  was  die  Behandlung  nothwendigerweise  erschwert  31an  sieht  sich  nun  freilich  genöthigt,  von 
den  vielen  x  —  a  durch  eine  neue  Substitution  die  Gleichung  zu  befreien  und  es  gelingt  diess  auch, 
jedoch  ist  es  kurzer,  durch  den  unmittelbaren  Übergang  von  der  (1)  in  y  zu  der  (51)  in  u  beide 
Substitutionen  in  eine  zusammenzuziehen. 

Wenn  nun  aber  auch  die  Identität  der  Erscheinungen,  die  bei  der  Integration  der  Gleichung 
(1)  in  Reihenform  und  bei  der  Entwicklung  des  aus  unbestimmten  Integralen  zusammengefugten  Aus- 
druckes (43)  vermittelst  der  Mac-Laurin*8chen  Formel  vorkommen,  nachgewiesen  ist;  so  folgt  doch 
hierans  weder  die  Identität  der  auf  diesen  zwei  Wegen  erhaltenen  Reihen,  noch  das  ausschliessliche 
Recht  der  Form  (43)  als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  unter  allen  Umständen  zu  gelten. 
Die  erste  nicht,  weil  die  Integration  in  Reihenform,  so  wie  wir  sie  hier  eingeleitet  haben,  zu  einer 
bestimmten  Combiaation  der  in  irgend  einer  Form  gedachten  particulären  Integrale,  z.  B.  in  der 
assymptotischen  führt,  bestimmt  durch  die  Annahme,  dass  die  successiven  Differentialquotienten  des  all- 
gemeinen Integrales  y ,  y' ,  y"  . . .  für  a:  —  a  genommen,  zugleich  die  Integrationsconstanten  vorstel- 
len. In  Folge  dieser  Annahme  werden  dann  alle  Glieder  des  in  Reihenform  entwickelten  assymptoti- 
schen Integrales ,  die  den  Factor  x  —  a  nicht  besitzen ,  dem  ersten  particulären  Integrale  zugeworfen, 
alle  mit  dem  Factor  x  —  a  verbundenen  dem  zweiten  zugesellt,  alle  mit  {x  *-a)*  dem  dritten  zuge- 
schlagen u.  8.  w.  Diess  gibt,  wie  schon  gesagt,  das  allgemeine  Integral  in  einer  bestimmten  Combina- 
tion  seiner  assymptotischen  Bestandtheile.  Die  Integralform  (43)  dagegen  enthält  keineswegs  diese  be- 
stimmte Combination,  sondern  stellt  vielmehr  annoch  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  ähnlicher  Combi- 
nationen  dar,  die  aus  dieser  Einen  Bestimmten,  wenn  man  will,  erhalten  werden  können  durch  Multi- 
plication  mit  gewissen  Constanten  und  Addition.  Es  sind  daher  die  rj^^  rj^^  ...  rj^  keineswegs  voll- 
kommen bestimmte  Functionen,  und  es  gibt  unendlich  viele  verschiedene  Ausdrucke,  die  alle,  der  Be- 
handlung vermittelst  der  Mac-Laurin*schen  Formel  fähig,  in  die  (43)  hineingesetzt,  das  allgemeine 
Integral  geben.  Auch  ist  diese  Form  nicht  die  einzige,  die  das  Integral  anzunehmen  vermag,  denn  zer- 
legt man  sie  in  ihre  Bestandtheile,  so  entsprechen  denselben  beziehlich  die  in  der  Reihe  enthaltenen 
Werthe  von  A,  nämlich: 

A  =  — A,    0,    —1,    —2 _/|  +  2. 

Da  ihrer  n  an  der  Zahl  sind ,  und  da  eine  jede  Gruppe  ans  n  eombinatorisehen  Elementen  so  viele 
verschiedene  Permntationen  zulässt,  als  das  Produkt  1.2.3...n  Einheiten  in  sich  enthält;  so  wird 
man  zn  der  (43)  noch  eine  bedeutende  Anzahl  anderer  hinzufügen  können ,  welche  die  durch  die 


(56) 
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Werthe  von  k  charakterisirten  particulären  lotegrale  in  anderen  stets  nnd  anderen  Ordnongei 
Unter  ihnen  wird  es  einige  geben,  welche  der  Differentialgleichung  (1)  eigenthiimlieh  aogel 
dem  Sinne,  dass  sie  stets  zu  einer  solchen  mit  einem  Factor  (x — a)  des  ersten  Coefficienten 
sind,  was  auch  rj^,  7;,,  ...  r)n  bedeuten  mögen,  andere  werden  wieder  eigenthumlich  nicht 
sondern  irgend  einer  anderen  dem  Coefficientenbaue  nach  von  ihr  verschiedenen  Gleichung  ei 
nur  ausnahmsweise,  d.  h,  für  verschwindende  Werthe  gewisser  in  i;^,  7;,,  ...  rjn  vorhanden 
ficientenverbindungen  auch  das  Integral  der  (1)  darstellen.  Endlich  wird  es  auch  solche  geben 
nicht  nur  der  Gleichung  (1)  eigenthumlich  sind,  sondern  auch  kraft  ihrer  Form  schon  gewiss« 
gentlich  erfüllte  Bedingungen  bereits  in  sich  enthalten.  Von  der  Sorte  der  letzteren  machen 
folgende  Reihe  namhaft: 

y  =  V^fv^  (x-a)*-'  dxJ-^-^^Jrj.dx Jrjn  dx 

y  =  V^fv*  dxjrj,  (x-a)*-«  dx  J j^f^^^Jj),  dx Jr)n  dx 


y  =  fhfv^  dxjr,,  dx Jt)^,  (ar-a)*--'  dx ß^^^^ 

y  =  7»  A«  ^  A»  ^^ A"-*  ^^  A«  (^— «)*" 


iA-il+t 


dx. 


Zerlegt  man  sie  alle  in  ihre  Bestandtheile,  so  entsprechen  denselben  beziehlich  die  folgenden 
für  k: 

Ä  =  0,    — A,    —1,    —2 _  ,1  ^- 2 

A;  =  0,    —1,    — A,    —2 —n  +  2 

&  =  0,    —1,    —2,    —3 —  A,     — n  +  2 

A  =  0,    —I,    —2,    —3,     — n  +  2,     — A 

und  es  enthält  zudem  eine  jede  dieser  Formen  bereits  die  Erfüllung  gewisser  Bedingungsgleichi 
sich.  In  der  ersten  nämlich  ist  die  einzige  (0,r)  =  0  erfüllt,  in  der  zweiten  hat  man  (o,r)=(i 
in  der  dritten  besteht  bereits  (0,r)  =  (i,r)  =  (2,r)  =  0,  in  der  letzten  endlich  hat  man  Bed 
gleichungen  n  —  1  an  der  Zahl ,  nämlich  die : 

(0,r)  =  (l,r)  = =  (n  —  2,r)  =  0, 

denen  durch  die  Form  selber  Genüge  geleistet  ist 

Es  ist  nicht  schwer,  diejenige  Formel  aufzustellen,  die  einem  bestimmten  Systeme  1 
then  für  k  angehörig  ist  Es  sei  in  der  That: 
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k^—ß,     —  y,    —  fe —  A,    —  fx, 

das  in  Rede  stehende  System  und: 

y =i7i  (a?— a)*y  i;,  (a?— ay  ite/17,  (ar— a^  cte fij^,  {x—cCfdxfrjn  (op— a)«  rfa? 

die   entspreehende  Form  des  Integrales;   so  ergeben  sieh  nach  einer  leichten  Überlegung  alsobaUL  die 
folgenden  Werthe  der  Exponenten  b ,  c ,  b ,  . . .  m : 

b  =  ^,    c  =  y— /8—  l,b  =  &  —  y  —  ^^    m  =  /i  —  A—  i. 

Hat  man  aber  die  Integralform  bereits  aufgestellt,  so  ist  es  auch  nicht  schwer  zu  benrtheilen,  ob  sie 
die  Erfüllung  der  Bedingungsgleichungen  in  sich  enthalte,  denn  die  direct  mittelst  der  Mac-Laurin- 
schen  Formel  behandelbaren  Bestandtheile  dienen  unmittelbar  zur  Bestimmung  derselben,  femer  ob  sie 
der  vorgelebten  Differentialgleichung  oder  irgend  einer  anderen  eigenthümlich  angehöre;  die  Beschaffen- 
heit der  logarithmischen  Transcendenten ,  zu  denen  man,  die  Integrationen  ausführend,  gelangt,  wird 
zunächst  diejenigen  Coefficienten  der  Reihenentwicklung  namhaft  machen,  die  unendliche  Werthe  be- 
kommen, und  hieraus  wird  man  den  Schluss  machen  auf  die  Form  der  Differentialgleichung,  die  der 
liingestdlten  Integralformel  eigenthümlich  angehört   Hat  man  nur  einen  einzigen  Factor  x  —  a  im 
ersten  Coefficienten,  so  fällt  auch  nur  eine  einzige  Transcendente,  die  log{x  —  a)  nämlich,  gemeinig- 
lich in  das  Integral  und  diese  kann  man  nach  Belieben  entweder  nur  in  einem  einzigen  particulären 
Integrale  oder  in  mehreren  solchen,  jedoch  überall  auf  dieselbe  Weise,  d.  h.  mit  derselben  Function 
von  X  enthalten  denken.    Hieraus  folgt,  dass  wenn  man  nur  wünscht,  das  allgemeine  Integral  zusam- 
menzusetzen aus  Bestandtheilen,  die  der  Mac-Laurin'schen  Formel  nicht  widerstreben,  man  auch 
lüeht  nothig  habe,  eine  grössere  Anzahl  von  unbestimmten  Integralzeichen  aufzunehmen.  Ein  einziges 
reicht  zu  diesem  Zwecke  vollkommen  hin.  Sind  wir  nämlich  durch  Integration  in  Reihenform  zu  den 
particulären  Int^alen  gelangt,  die  beziehlich  der  (H«»,  !■•«",  ...  n — 2^»  Potenz  von  ap  — a  pro- 
portional sind,  und  haben  wir,  wie  diess  gewöhnlich  geschieht,  in  Erfahrung  gebracht,  dass  sie  alle 
den  aggregativen  logarithmischen  Bestandtheil  17(0?— a)*to^(a?  -  a)  besitzen,  so  fugen  wir  von  die- 
Kn  particulären  Integralen  das  letzte,  das  der  11  —  2^»  Potenz  proportionale,  multiplizirt  mit  verschie- 
^Qen  Constanten  zu  den  ersteren  hinzu;  dadurch  eliminirt  sich  aus  ihnen  diese  Transcendente,  und 
>^n  erhält  jedesmal  eine  neue  Folge  Genüge  leistender  Werthe,  die  ebenfalls  beziehlich  der  0<», 
^"*^,  ...  n  — 3*^  Potenz  von  x  —  a  proportional  erscheinen,  die  aber  die  directe  Reihenentwick- 
'^g  ohne  Anstand  zulassen.  Wenn  daher  die  Form  (43)  auch  die  allgemeine  des  Integrales  ist;  so  ist 
doch  desswegen  die  vorletzte  der  Gleichungen  (56)  nicht  minder  geltend.  Einer  Ausnahme  hievon 
^^firde  man  nur  begegnen,  wenn  diess  zur  Elimination  der  Transcendente  gebrauchte  letzte  Integral 
^oselbe  gar  nicht  enthielte,  wenn  es  also  laut  der  erfüllten  Bedingungsgleichung  (n  — 2,r)  =  0  direct 
^  Reihenform  darstellbar  wäre,  ein  Fall,  in  welchem  dann  ein  anderes  zu  diesem  Eliminationszwecke 
^  Verwenden  sein  wird.  Verlangt  man  also  von  den  t^^,  17,,  ...  i;»  nichts  als  Entwickelbarkeit  ver- 
mittelst der  Mac-Laurin*schen  Formel,  so  bedarf  nur  ein  einziges  der  particulären  Integrale  zu  seiner 
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Darstellang  eines  unbestimmtei  Integralzeichens,  das  die  Traoscendente  enthaltende  nfimlich,  and  es 
kann  das  allgemeine  Integral  auch  in  folgender  Form  wiedergegeben  werden: 

Anders  wurde  die  Sache  sich  verhalten,  wenn  man  rj^n  rj^,  ...  i;»  wo  möglich  in  geschlossener  Form 
zu  besitzen  wünscht«  In  der  Unzahl  der  verschiedenen  Gestalten,  die  diess  allgemeine  Integral  anzu- 
nehmen fähig  ist .  kann  es  möglicherweise  nur  eine  einzige ,  ja  oft  auch  gar  keine  geben ,  der  die 
Eigenschaft  zukommt,  aus  lauter  geschlossenen  Ausdrücken  in  irgend  einem  Sinne  zusammengesetzt  zu 
sein,  und  es  ist  bei  dem  Streben  nach  geschlossenen  Formen  ein  glücklicher  Umstand,  dass  man  die 
ganze  Untersuchung  mit  der  sehr  speciellen  Frage  einleiten  kann,  ob  es  wohl  irgend  ein  einziges  par- 
ticulares  Integral  der  Differentialgleichung  gebe,  welches  vorkommt  in  geschlossener  Form. 

Um  den  in  diesem  Paragraphe  der  Betrachtung  unterworfenen  Hauptfall  eines  einzigen  Fac- 
tors X  — a  im  ersten  CoeSicienten  vollständig  zu  erledigen,  wird  es  jetzt  noch  nothwendig  sein,  zu 
erforschen,  was  es  mit  der  Integration  in  Reihenform  far  eine  Bewandtniss  habe,  wenn  der  zu  diesem 
Factor  gehörige  Exponent  k  nicht,  wie  wir  vorausgesetzt,  eine  ganze  negative  Zahl,  sondern  positiv  oder 
gebrochen  oder  ein  Buchstabensymbol  ist,  oder  wenn  er  zwar  ganz  und  negativ,  jedoch  numerisch 
unter  der  Ordnungszahl  der  Gleichung  gelegen  ist.  Lassen  wir  zuvörderst  das  letztere  stattfinden.  Die 
Betrachtung  der  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  und  (6),  die  die  Werthe  der  Reihencoefficienten  liefern 
sollen,  lehrt  dann  unmittelbar,  dass  die  erste  von  ihnen  gebe:  y^"'*-  in  Function  von  y^**"*',  y'"^\ 
.  •  y'«  y«  als  nach  diesen  Grössen  linearen  Ausdruck.  Die  darauffolgende  zweite  gibt  ebenso  y"\ 
die  dritte  liefert  y^''^*^  in  Function  eben  derselben  analytischen  Elemente,  und  die  so  geführte  Rech- 
nung wird  nirgends  durch  das  Erscheinen  eines  imendlichen  Coefficienten  unterbrochen.  Man  erhalt 
daher  ohne  Anstand  in  Reihenform  die  particulären  Integrale,  die  beziehlich  der  0^»^  i^^^  2^^^ 
...  n—  t^^^  Potenz  von  x-^a  proportional  sind  und  nur  dasjenige  gewinnt  man  nicht,  dem  eben  das 
X  —  a  des  ersten  Coefficienten  mit  dem  ihm  zugehörigen,  hier  ganzen,  negativen,  numerisch  unter  der 
Zahl  n  liegenden  Exponenten  A:=  —  h  entspricht.  Es  gibt  also  hier  zwei  particuläre  Integrale  mit  dem 
Factor  (x  —  a)\  Das  eine  entzieht  sich  der  Mac-Laurin'schen  Formel,  die  übrigen  alle  bleiben  ihr 
unterthan.  Das  ist  also  gewissermassen  das  Umgekehrte  des  früher  betrachteten  Falles,  wo  der  mit 
{x  —  a)^  verbundene  Genüge  leistende  Werth  darstellbar  ist  in  Reihenform,  nicht  aber  die  übrigen. 
Eine  besondere  Beachtung  verdient  der  specielle  Fall  h  =  n — 1,  dessen  schon  in  der  Transformations 
lehre  S.  i  Seite  20  Erwähnung  geschah.  Da  h  gezogen  ist  aus  der  Formel: 

(58)  ...  Ä  =  %ij  -n+  1, 


SO  kommt  er  dann  vor,  wenn  «%,,.,   =0  ist,  wenn  also  die  Anfangscoeffidenten  der  Gleichung  1,  1, 

a 

oder  I ,  f ,  f ,  0  u.  s.  w.  Factoren  x  —  a  aufweisen.  Im  Allgemeinen  gibt  dann  die  Gleirtwig 

y"-«^  linear  ausgedruckt  durch  y^'''*^  y^''"^\  ...  y,  y.  Die  darauffolgende  zweite  liefert  ab» 


in  Fonction  von  3r^*~*\  y^""'\  ...  /.  y  oder  nach  geschehener  Substitution  des  ans  der  ersten  ge- 
wonnenen Werthes  für  y^*^^  ausgedruckt  durch  y^*"*\  y^'"\  y^*^^  ...  y',  y  mit  einer  in  der  Con- 
stantenreihe  ersichtlichen  Lücke,  in  welcher  y^'^*^  fehlt  Hier  ist  es  also  nicht  das  dem  h  =  n~i 
entsprechende,  dieser  Potenz  von  {x  —  d)  proportionale  particnläre  Integral,  welches  sich  der  Reihen- 
entwicklung entzieht,  sondern  vielmehr  sein  nächster  Nachbar,  das  mit  {x  —  a)"~*  verknüpfte.  Es 
kann  aber  auch  das  nächst  darauffolgende  sein,  das  mit  (x  —  ay^^  anfangende,  wenn  die  ersten  drei 
Reihencoefficienten  den  Factor  x  —  a  gemeinschaftlich  haben  u.  s.  w.  Beiläufig  ebenso  verhalt  sich  die 
Sache ,  wenn  k  eine  gebrochene  Zahl  ist  Man  bekommt  dann  particulare  Integrale  n  —  1  an  der 
Zahl  ohne  Anstand  in  Reihenform,  weil  man  nirgends  bei  der  ganzen  Rechnung  anf  einen  unendlichen 
Coefficienten  stosst,  und  nur  das  eine  mit  dem  Nenner  (x  —  a^  versehene  entzieht  sich  der  Reihen- 
entwicklung.  Wir  werden  später  sehen,  dass  man  diese  durch  den  einfinchen  Kunstgriff  der  Sondemng 
dieses  Nenners  dennoch  einzuleiten  im  Stande  sei.  Auch  den  Fall,  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 
vennfigen  wir  an  dieser  Stelle  noch  nicht  vollständig  zu  erledigen  und  bemerkoi  nur  vorläufig,  dass 
das  mit  dem  Nenner  (x  —  a)*  versehene  particulare  Integral  sich  der  Reihenentwicklung  entziehe, 
imd  zwar  nicht  bloss  wegen  dieses  vorhandenen  Nenners,  weil  die  Sonderung  desselben  die  Darstell- 
barkeit in  Reihenform  noch  nicht  nofhwendig  herbeifahrt,  sondern  noch  überdiess  wegen  einer  darin 
enthaltenen  Transeendente,  wie  log(x^d).  Diesem  Falle  entspricht  eine  der  folgenden  verschiedenen 
Integralformen : 

y  =  (^;3i^y^«  (^^  /^"*^ 

y^v^fj^^z:^^  fvndx 


tf^Tf.Jff^  äxjlj.  dx J^Tf^,  ^fl 


Vn^ 


A+n-i ' 


x-ay 

Nur  in  der  ersten  von  ihnen  ist  das  in  Rede  stehende  particnläre  Integral  nach  erfolgter  Sondemng 
seines  Nenners  der  Refhenentwiddung  fähig.  In  allmi  übrigen  muss  sie  nothwendigerweise  durch  das 
Erscheinen  eines  unendlichen  Coefficienten  unterbrochen  werden,  der  von  dem  vorhandenen  logarithmi- 
schen  Bestandthdle  herrfihrt. 

Es  ist  nur  noch  übrig,  über  allgemeine  Buehstabenwerthe  von  k  einige  Worte  zn  sagen. 
Das  Erscheinen  eines  Logarithmus  im  allgemeinen  Integrale  ist  keineswegs  der  allgemeine  Fall,  oder, 
was  dasselbe  ist,  es  ist  nicht  Regel  sondern  Ausnahme,  weil,  wie  wir  gesehen  haben,  es  gebunden 
ist  an  die  Bedingung,  dass  der  Exponent  k  eine  entweder  ganze  positive  oder  negative  Zahl  sei.  Da- 
durch, dass  k  sich  als  Buchstabengrfisse  darstellt,  welche  bei  den  verschiedenen  möglichen  Bedeitnn- 
gen  aller  der  Parameter,  die  sie  enthält,  eine  grosse  Anzahl  positiver  sowohl  als  aneh  negativer  ganzer 
Zahlen,  vielleicht  ianch  alle  mSj^chen  von  —  oo  bis  -Hoo  vorstellen  kann,  vervieUiltigen  sich  die 
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Falle,  in  denen  der  Logarithmus  im  Integrale  auftritt.  Gleichwohl  werden  sie  dadurch  noch  nicht  Regel, 
sondern  bleiben  Ausnahme,  da  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  eine  unendlidie 
Menge  gebrochener  liegt.  Nicht  so  verhält  es  sich  mit  deijenigen  Form,  die  man  anstatt  der  logarith- 
mischen zur  Vermeidung  derselben  setzt  und  die  unbestimmte  Integralzeichen  beherbergt,  demi  der 
Logarithmus  hört  b^eiflicherweise  auf  im  Integrale  zu  erscheinen,  wenn  k  keine  ganze  Zahl  ist  Die 
mit  unbestimmte  Integralen  Tcrsehene  Form  hingegen  wird  desshalb  doch  nicht  aufhören  giltig  zu 
sein.  Man  kann  daher  sagen,  dass  das  sehr  gewöhnliche  Erscheinen  allgemeiner  Buchstabenwerlhe  ffir 
k  diese  mit  unbestimmten  Integralzeichen  ausgerüstete  Form  zur  allgemeinen  Regel  mache. 

Durch  die  Ergebnisse  dieses  Paragraphes  hat  sich  unser  Gesichtskreis  abermals  erweitert, 
insofeme  als  wir  eine  neue  Bedeutung  der  einfiichen  Factoren  des  ersten  GoeSidenten  kennen  gdemt 
haben,  die  gelegentlich  auch  auf  logarithmische  Transcendenten  und  zwar  reelle  oder  imaginäre,  also 
auf  Logarithmen  und  Kreisbogen  hinzudeuten  vermögen.  Man  erlangt  jedoch  von  solchen  Vorkemm- 
nissen  nicht  auf  die  leichte  Weise  Kunde,  mit  der  man  andere  charakteristische  Eigenschaften  der  par- 
(iculären  hitegrale,  die  zu  ihrer  Sonderung  dienen  und  Gegenstand  der  Formenlehre  sind,  entdeckt  Man 
muss  vielmehr  bereits  wirklich  integriren,  und  zwar  in  Form  von  aufsteigenden  Reihen.  Hiedurdi  ge- 
winnt aber  die  Integration  in  Reihenform  für  uns  einen  ganz  besonderen  Werth,  den  man  ihr  nicht 
angesehen  hatte  auf  den  ersten  Blick,  aber  nicht  in  deijenigen  Fällen,  in  welchen  sich  eine  solche  Inte- 
gration ohne  Schwierigkeit  durchfahren  lässt ,  und  auch  erwiesenermassen  zu  convergiruiden  Reihen 
fuhrt,  nämlich  nach  aufsteigenden  Potenzen  solcher  Grössen,  wie  ar-^a,  die  in  den  ersten  Glei- 
chungscoefficienten  nicht  als  Factor  eingehen,  sondern  gerade  in  den  Ausnahmsffillen ,  wo  die  Mac- 
Laurin*sche  Formel  ihren  Dienst  verweigert 

Da  es  also  gerade  die  AusnahmsfSlle  sind ,  die  über  die  besondere  Beschaffenheit  des  Inte- 
grales Aufschluss  geben,  so  sehen  wir  uns  veranlasst,  sie  sorgfaltig  durchzugehen  und  auftnerksam  in 
ihrer  vollen  Bedeutung  zu  verfolgen.  Der  nächste  Paragraph  soll  daher  die  Untersuchungen  des  gegen- 
wärtigen vervollständigen  und  allgemein  in  allen  Fällen,  d.  h.  für  jeden  Bau  d«r  Goeflidenten  ans 
Factoren  x — a  die  Art  angeben,  in  welcher  logarithmische  Transcendenten  im  Integrale  entweder 
wirklich  vorkommen ,  oder  auch  nur  gelegentlich  vorzukommen  vermögen,  sammt  der  damit  in  Verbin- 
dung stehenden  Zusammensetzung  aus  unbestimmten  Integralen.  Da  aber  zudem  noch  in  den  hier  be- 
sprochenen Ausnahmsfällen  der  Integration  in  Reihenform  sehr  oft  der  Vorwurf  nicht  mehr  gemacht 
werden  kann,  dass  die  gewonnenen  Reihen  nur  zmschen  sehr  engen  Grenzen  convergiren,  da  im 
Gegentheile  die  Convergenz  oft  gerade  so  wie  bei  der  Exponentialreihe,  oder  deijenigen  für  den  Sinus 
oder  Cosinus  für  beliebige  Werthe  der  Variablen  nachgewiesen  werden  kann,  so  fällt  unter  solchen 
Umständen  auch  der  Vorwurf  der  Undurchsichtigkeit  meistentheils  von  selbst  weg,  und  wir  sehen  uns 
veranlasst,  die  auf  solche  Weise  wichtig  gewordene  Darstellung  des  allgemeinen  Integrales  in  Reihen- 
form einer  besonderen  Beachtung  in  einem  folgenden  dritten  Paragraphe  zu  wfirdigen,  und  zu  diesem 
Zwecke  auf  Grundlage  der  ermittelten  Form  passende  Methoden  au&ustellen. 
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S.  2. 

IntegratioD  in  Form  von  aofsteigenden  Reihen. 

(Fortsetzung.) 

Wir  haben  im  nachstvorhergehendenParagraplie  den  am  häufigsten  wiederkehrenden  Ausnahms- 
fiiU  ins  Avge  gefiisst,  wo  der  erste  Differentialgteichungs-Goefficient  einen  einzelnen  unwiederholten 
Factor  x  —  a  birgt,  und  die  analytischen  Erscheinungen  zn  deuten  gesucht,  die  sich  bei  der  Entwick- 
lang des  Integrales  nach  aufsteigenden  Potenzen  ?on  x  —  a  daAiethen.  G^enwirtig  woHen  wir  auch 
den  anderen,  wenn  auch  seltener  vorkommenden  Fällen  unsere  Auflnerksamkeit  schenken,  wo  die  An- 

fangscoeffidenten  2,  1,  0  oder  3,  2,  1,  0,  oder  allgemein  r,  r — 1, 2,  1,  0  solche  Facto- 

ren  bergen.  Wir  fang^  bei  dem  ersten  imd  einfachsten  derselben  an,  setzen  daher  voraus,  dass  in 
der  Gleichung  (i)  des  Torhergehenden  Paragraphes: 

20^  =  ix—ay  36,  5G,^,  =  {x  —  a)  36  reo) 

sei.  Wir  bleiben  femer  bei  der  Annahme,  dass  y,  /, X«,  X^, X„  da^enige  bedeute, 

was  aus  y ,  y', ,  36»,  36^, 36«  wird,  wenn  man  dem  x  den  besonderen  Werth  a  bei- 
legt; dass  man  dem  gemäss  unter  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  habe: 


X„    —     X«  —  X,|_|  —  0 

X„    =  2X  ,        X,|.^  =  X 

fi  fi'~i 


(61) 


JHP'  =.p  (p-i)  x<'->.        X22.  =  pX"^'^ 

Unsere  DUferentialgleichung  ist  daher  jetzt: 

(a?-a)«36  y^"^  +  (ar-a)36y*-*'  +  36^,y^-^  + +  Ä.y'  +  S(^y  =  0,        (e«) 

und  die  Gleichungen  (3),  (4),  (ö)  und  (6),  die  wir  zur  Bestimmung  von  y^"^ ,  y^**-*^ ,  . . .  y("+^)  be- 
nutzten, werden,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Weise,  auch  hier  noch  zu  dem  ähnlichen  Zwecke  dienen. 
Zwei  AnjGuigsglieder  einer  jeden  derselben  ehalten  nämlich,  gemäss  den  gemachten  Voraussetzungen» 
den  Factor  NulL  Streicht  man  sie  dem  zufolge,  so  liegt  in  einem  solchen  Verfuhren  bereits  die  still- 
sdiweigende  Voraussetzung,  dass  der  andere  Factor,  der  jedesmal  ein  Diferentialquotient  voa  y  ge- 
nommen für  x  =  a  ist,  einen  unendlichen  Werth  anzunehmen  nicht  vermöge.  Da  femer  jetzt,  nach 
den  Ergebnissen  der  Formenlehre,  das  allgemeine  Integral  vorkömmt  in  folgender  Gestalt: 

y  =  cjf.+cjf,(x—d)  +  cjf,(x-ay  + +  €,^^(x-^f^+  e^  ^J^y,  +  <^i>>»  fa!^)*,>    («8) 

allwo  k,  und  k^  die  Wurzeln  sind  der  Gieichong  des  zwßilai  Gra4e8  r. 


fTO 


(64) 


e/&. 


V.    Abschnitt 


^^—2-^  (fc  +  n  -  1)  (Ä  +  n  -  2)  -  ^^  (ft  +  u  -  2)  +  5&^,|  =  0, 


oder  was  dasselbe  ist: 
(«5)  X  (Ä  +  n  —  1)  (&  +  n  —  2) 


X  (&  +  n  -  2)  +  X^.  =  0, 


folglich  zwei  dem  Un^dliehwerdeD  ausgesetzte  Bestaadtheile  hat,  die  beiden  letzten  namlich ;  so  heisst 
die  oberwähnten  zwei  Glieder  streichen  anch  noch  mit  anderen  Worten,  Cj,.,  »s  c^^  rs=  o  setzend«  zwei 
partienläre  Integrale  wegwerfen.  Und  wirklich  fuhrt  die  auf  solche  Weise  eingeleitete  Rechnung  nicht 
zu  einem  Werthe  ?on  jf  mit  n  willkfihrlichen  Constanten,  sondern  nur  mit  n — 2  solchen;  denn  l^en 
wir  ms  die  Gleichungen  (3),  (4),  (5)  und  (6)  auf  die  angedeutete  Weise  bereits  verkürzt  vor,  — 
so  sind: 


P  =  x^.  y^"^'^  +  X, 


;,(«-») 


(86) 

m  +x   J        +x;J 

»-1 


+  X.  y  +  X.  y  =  0, 


+  x. 
+  x; 


y"  +  X.1  y  +  x; 
+  xj 


0. 


(68) 


X^-ly»^+  X^.-ly''-"+   X^qy"->+  +  X.-jy' 

+  2X       I       +2X;_,  I  4-2X„_,  +2X.  I     +2X;ny' 

+2X    J     +2X'   J    .  +  x;uj  +  x;J    +  xj    +x';y  =  o. 


pw  = 


(W) 


+  ..2(J)X     J  +     2(; 


+  2.8©  X' 


.(n+r-1) 


+         x^ 

+  3.4(J)X'' 


y(»+r-»)_,_        _^X(;'y  =  0; 


(70) 


et} 


sb  gewahrt  man  alsobald,  dass  die  erste  von  ihnen  liefere  y*~*>  in  linearer  Function  von  y^"-*) , 
y^*"*), y,  y  und  zwai*  gebrochen  durch  X =])!,.  Die  nächstfolgende  gibt  dann  mit  Hilfe  der 

II— 1 

vöriiergehenden  y^*^^  In  Htlearer  Function  eben  derselben  Grössen  und  gebrochen  durch  das  Produkt: 

X»-t  (X,!^  +  X)  =  M^. 

Die  dritte  fuhrt  zu  einem  eben  so  gestalteten  Werthe  mit  Hilfe  der  beiden  ersten ,   der  aber  bereits 
getarocheB  ist  durch  das  Produkt  aus  drei  Factoren : 

X^  (X^  +  X)  (X^  +  2X  +  1.2X)  =  M., 
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und  80  gewahrt  man  jedesmal  beim  Uebergange  von  einer  der  Bestimmongsgleiehviigen  zor  nfichstfri* 
genden  den  Zuwachs  von  einem  dreigliedrigen  Factor  im  Nenner^  bis  man  znr  P^*^»»o  gelangt,  die 
den  Wertli  gibt  von  yC»+*'-«),  der  so  wie  die  anderen  linear  ist  nach  y^»-»>,  y^*-^^,  .....  y',  y  nd 
gebrochen  durch  das  Produkt  ans  r+i  Factoren: 

X^.  (X^  +  X)  (X^.  +  2X  +  1.2X) (X^.  +  rX  +  r(r^  1)  X)  =  M,  (») 

von  denen  zu  bemerken  .kommt«  dass  sie  alle  aus  dem  letzten  hervorgehen,  indem  man  der  Zahl  r 
alle  miglichen  ganzen  positiven  WerUie  von  0  bis  r  anweist  Besagten  Werth  von  y(>^^*^)  geben  wir 
jetzt  wieder  in  der  im  vorigen  Paragraphe  bereits  gebrauchten  Bezeiehnng,  setzend: 

M,  y>^^')  =  (0,r)  y  +  (i,r)  y'  +  +  (n-3,r)  y^^\  (78) 

und  stellen  mit  Hilfe  derselben  den  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Werth  von  y  hin  in  der  folgenden, 
bereits  bekannten  Gestalt ,  indem  wir  nach  y ,  y' , y^"^^  das  Rechnungsresultat  ordnen : 

^=       y       l  '  +117     l...(n-2)+      -mT     i...in^i)+  J 

,       ,     (x^a)             (1^       (x-a)^'          (M)       jx-a)^-  i 

"*"  ^       L  1  ■*"       Mo       l...(ii-2)"^        M,       <  ...(n~.i)  "*"  J 

.    V'.      r    (^-^)'    4.     ^^      jx-a)^'             (2J1)       ix^ay^  -i     ^''*^ 

^^       L        1.2        "*"       M,       l...(n  — 2)"*"       M.       I...(n— l)"*" J 

■      rn^,\i^-ctr--     ,    («-30)    (x-g)^'          (11^3.1)    jx^a)'-'^  -. 

■^^       Li  . . .  (n-S)  ■*"       M.      1...C»— 2)"^       M,       i...(»_i)"^ J 

Diese  Formel  stellt  nicht  das  allgemeine  btegral  dar,  weil  man  darin  nicht  n,  sondern  nur 
11  —  2  willktthrliche  Constanten  gewahrt.  Man  hat  also  nicht  den  Werth  von  y  errungen,  den  die  Vor- 
schriflen  der  Formenlehre  andeuten,  und  der  in  die  Gleichung  (63)  niedergelegt  ist,  sondern  nur  einen 
Theil  desselben,  nämlich  den: 


(76) 


y  =  c,y,  +  c,y,  (x  —  a)  +  c.y,  (x- a)»  + +  c«.,y^,  (a?  — a)"-^, 

und  die  zwei  letzten  particularen  Integrale  mit  den  Constanten  c^,  und  c^..,  denen  die  2, '1,  0  Factoreh 
der  Anfangscoefficicnten  entsprechen,  haben  sich  der  Entwicklung  in  Reihen  mittelst  der  Mac-Lau- 

ri  naschen   Formel  entzogen.    Dieas  alles  ist  jedoch  nur  so  lange  richtig,  als  in  der  Rechnung  keine 

(9  r) 
unendlichen  Coefficientenwerthe  erscheinen ;    so    lange  also  keines   der  Symbole      '      die  Nulle  im 

M,. 
Nenner  hat ,  oder  mit  anderen  Worten ,  so  lange  der  dreigliedrige  Ausdruck : 

X^.  +  rX  +  r  (r  -  0  X  ^y^^ 

für  gar  kein  ganzes  positives  r,  die  Nulle  mit  eingeschlossen,  versehwinden  kann.  Vergleicht  man  ihn 
mit  dem  Polynome  der  lifebraiseben  Gleiehug  (65),  deren  Wonel»  dieK^ponenten  k^  thd  A,  sind. 
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80  sieht  man  alsogleich,  dass  er  für  r  =  —  k  —  n  +  2  sich  in  dieses  Polynom  verwandle,  das  f6r 
k^nzk^  and  A:ssAr,  verschwindet  Han  wird  daher  bei  irgend  einer  CoeSidentengruppe  einen  versdiwin- 
dmiden  Nenner  haben  können,  wenn  entweder  rs=srj  =  — *^  —  h  +  2  oder  r  =  r,  =  — ik,  —  n-h'i 
eine  ganze  positive  Zahl  oder  Null  ist,  was  wieder  nur  dann  stattfindet,  wenn  irgend  einer  der  Expo- 
nenten k^  und  k^  oder  auch  beide  ganzen  negative  Zahlen,  etwa  —  h^  und  —  A.  sind,  die  numerisch  nicht 
unter  n — 2  fallen,  die  letzten  zwei  paiticulären  Integrale  also  nicht  die  Nenner  (a?— a)*»  und  (a?— a)*» 
besitzen,  sondern  vielmehr  mit  denPactoren  (x — a)*>  und(x~a)^>  versehen  sind.  Solche  Pactor^  ent- 
ziehen bekanntlich  an  und  für  sich  den  damit  behafteten  Ansdrock  der  Herrschaft  der  Mac-Lanrin*- 
schen  Pormel  nicht,  nur  werden  die  Anfiingsglieder  der  Entwicklung  erst  von  dem  (Ai  +  1>^  und 
(A.  +  l)«teB  Gliede  von  Null  verschieden  ausfallen,  ein  Erscheinen  der  zwei  particulären  Int^rale, 
die  die  Rechnung  anfanglich  zu  verweigern  schien,  ist  daher  im  ferneren  Verfolge  derselben  zn  erwar- 
ten. Wir  finden  uns  desshalb  veranlasst,  zu  untersuchen,  ob  und  wie  ein  solches  erfolge  unter  den 
angedeuteten  Umstanden.  Wir  nehmen  also  an,  die  (65)  habe  entweder  eine  ganze  negative  Wurzel 
—  A, ,  oder  besitze  deren  sogar  zwei:  — h^  und  —  A,*  ^o  wir  dann  A^^A,  voraussetzen  wollen. 
In  der  zur  Pormel  (74)  fuhrenden  Rechnung  biethet  sich  dann  anfänglich  keine  Schwierigkeit,  allein 
wie  man  zur  Gleichung:  V^^^s=^0  gelangt,  gewahrt  man  die  Nulle  als  Coefficienten  des  daraus  zu  bestim- 
menden y('*+^-'*\  unter  r  die  Zahl  A«—  n  +  2  verstanden.  Das  y^**-  bekommt  also  den  verschwinden- 
den Coefficienten  Mf.  und  seinWerth,  wie  er  durch  die  (73)  gegeben  ist,  wird  unendlich,  und  zwar  so, 

f 0  r)    ( 1  ff*)  (n 3,t) 

dass  alle  darin  vorkommenden  Symbole  — ^ ,  -r^ , ^^ — — — ^ —  die  in  der  Pormel  (74)  eine 

Verticalreihe  von  Coefficienten  bilden ,  unendliche  Werlhe  erhalten.  Diess  hat  dann  offienbar  ein  ähn- 
liches Unendlichwerden  von  y*^*i+*\  yC*i+«), zur  Polge.  Die  in  der  (74)  enthaltenen,  particu- 

lare  Integrale  n — 2  an  der  Zahl  vorstellenden  Reihen  werden  also  unbrauchbar  und  es  scheint,  als 
habe  ein  einzelnes,  die  Gestalt  yj^^  (x  — a)**  tragende  particuläre  Integral  bloss  durch  seine  Existenz 
die  übrigen  der  Herrschaft  der  Mac-Laurin*schen  Formel  entzogen.  Sucht  man  nun  nach  den  Mitteln, 
dem  störenden  Unendlichwerden  von  y^^^-  zu  entgehen,  so  verfallt  man  zuerst  auf  das  Verschwinden- 
lassen der  willkuhrlichen  Constanten  y,  y'« y'"^.  In  Folge  desselben  bekommt  y^*<^  den  unbe- 
stimmten Werth  -.  Die  Gleichung  P'^''^  =  0,  aus  der  es  gezogen  ist,  oder  was  dasselbe  ist  die  (73), 
dient  zu  seiner  Bestimmung  nicht  mehr  und  ist  für  jedes  y^**^  identisch  erfüllt  Die  darauffolgenden 

p(rfi)  =  0,  P^*'+«)  =  o liefern  y*«+o^  yAi+«: üi  Function  von  y^*»^  und  beziehlich 

gebrochen  durch: 

(77)  N.  =  (Ä,-n+3)  (A,-n-h2)  X  +  (A.-n  +  3)  X  +  X^„ 

N.  =  [(Ä.-n  +  S)  (A,-n  +  2)  X  +  (A.-n  +  3)  X  +  X^l  X 
X  [(A.-n  +  4)  (Ä.-n  +  3)  X  +  (Ä.-n+4)  X  +  X^]. 


(78) 


Das  (n—  1)"^«  particuläre  Integral  taucht  also,  wie  zu  ernirten  war,  in  der  Rechnung  auf  in  der  Form 


.^(^ 


r*.) 


Dafiir  sind  aber  die  übrigen,  sonst  in  der  (74)  enthaltenen  weggeworfen  worden,  so  dass  sieh  jetzt 
die  Rechnung  mit  der  Entwicklung  eines  einzigen  Genüge  leistenden  Werthes  beschäftigt  Diese  gelingt 
dann  auch  ohne  fernere  Unterbrechung,  wenn  —  A^  die  einzige  ganze  negative  Wurzel  der  (65)  ist; 
wird  hingegen  durch .  ein  abermaliges  Erscheinen  eines  unendlichen  Coefficientenwerthes  unterbrochen, 
wenn  es  eine  zweite  Wurzel  — A,  dieser  Art  gibt,  und  A,  >Aj  ist  Und  zwar  wird  die  Gleichung 
P^*«"""+*^  =  0 ,  welche  sonst  zur  Bestimmung  von  y^*»^  dient,  diesen  Dienst  jetzt  versagen,  weil,  die 
zu  bestimmende  Grosse  in  derselben  abermals  den  Factor  Null  bekommt,  sohin  einen  unendlichen  Werth 
erhalten  wurde,  wenn  man  nicht  auch  y(*<'=rO  statuirte.  Diess  heisst  aber  nichts  anderes,  als  auch 
das  (n — 1)"^  particuläre  Integral  (79)  wegwerfen,  nach  dessen  Beseitigung  allerdings  y^*>^  unbe- 
stimmt bleibt»  und  als  neue  Integrationaconstante  in  der  Rechnung  auftritt,  y^*t+o^  yvA,+t)^ ^^^^ 

demselben  proportionale  Werthe  aimebmea«  die  beziehlicb  gebrochen  sind  durch: 


L,  =    (A,-w  +  3)  (Ä,-n  +  2)  X  +  (A,-n  +  3)  X  +  X 


fi-t 


L.  =        [^^,-«+3)  (Ä.-n  +  2)  X  +  (A,-n  +  3)  X  +  X^^,]  X 
X  [(A,-n  +  4)  (A,-»  +  3)  X  +  (A,-n+.4)  X  +  X,hO     ^ 


die  Rechnung  daher  mit  der  Entwicklung  eines  einzigen  n^nparticularen  Integrales  beschäftigt  ist  in 
4er  Raiheigestalt:  ■    ^  .        .     \  .    .  i  .      i      . 

^'Iq-j^. •*:'•'  •    W    '•  '<...(Ä.+i),^ lT^T"  i.:.(A.^2y^* J 

in  der  sich  gar  keina  ineadliehen  Coefficienten  mehr,  vo^fiiiden  kSnnen.  Nur  dieses  letzte  n^,  mit  dem 
der  Gradzahl  nach  am  höchsten  stehenden  Factor  (x  — a)**  versehene  particuläre  Integral  ist  daher 
der  ungestörten  Reihenentwicklung  vermittelst  der  Ma  c- La uri naschen  Formel  fShig  und  scheint  durch 
seifi  Dasein  dem  ind^^n  dem  (x  —  it)*«  proportionalen  particulären  Integrale  die  gleiche  Entwick- 
longsf&higkeit  zu  enC^i^en,  welches  letztere  dann  wieder  auf  die  übrigen  n  — 2  an  der  Zahl  densel- 
li^  Einfli^  $bt  :i)ie*Untersuehii9gen  des  vorheprgehenden  Paragraphes  lassen  vermuthen,  dass  diess 
alles  durch  gewisse  Transcendenten  log(x — a),  log*{jB  —  a)  veranlasst  werde  und  es  kommt  uns  zu, 
tb€ir  ^  Art  md,  W;eN  tti^  YorkandiBBseiDs  zuojlchst  AnfMdil«8s  eq  suchen.  •  f    . 

Wir  schlagen  zu  diesem  Zwecke  den  kürzesten  Weg  ein,  unsere  Aufhierksamkeit  wieder 
auf  die  ans  unbeslimmteii  fÄisgraten  zusammengesetzten  Formen  lenkend.  Da  sich  nämlich,  irie  wir 
eben  dargethan  haben,  jederzeit  wenigstens  Ein  particuläres  Integral,  das  mit  dem  höchsten  Factor 
(^  -^a)**  verkiifipfte  nämlich',  ohne  Anstand  erg^fti  in  ^iheÜftNrm;  so*  setzen  wir  es  in  irgend  einer 
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z.  B.  dieser  Rmhenfonp  seV^X  berechnet  yoraus  and  befreien  die  Differentialgleiehnng  rw  demftelben 
allein  nicht  vermittelst  der  Substitotionsgleichnng : 

y  =  rj^  (x  —  aY^f%dx^ 

in  welcher  rf^{x  —  df^  eben  dieses  ermittelte  particuläre  Integral  darstellt,  weil  sie,  wie  schon  a 
einem  anderen  Orte  bemerkt  worde,  zu  gar  zu  vielen  Factoren  (x—oi)  in  den  Coefficienten  der  trans 
formirten  Gleichung  Veranlassung  gibt,  sondern  vermittelst  der  anderen  vortheilhafteren,  bereits  ii 
vorhergehenden  Paragraphe  geübten: 

udx 


r      udx 
(88)  y  =  ^*^^""^^    70^=0)^ • 


(84) 


Die  daraus  hervorgehende  Transformirte  in  u  ist  eben  die  (49)  von  S.  1.  Sie  muss  jedoch  nach  ge 
höriger  Substitution  der  hier  geltenden  Coefficientenwerthe  (60)  nach  Potenzen  von  x--a  neu  geord 
net  werden,  und  es  hat  dasselbe  auch  mit  der  identischen  Gleichung  in  ?;,  der  (46)  nämlich,  zu  ge 
schehen.  Diess  durchgeführt  ergibt  die  folgenden  zwei  Gleichungen  in  tf  und  u: 

0  =       (X— a)*  .  SGj;^*>  + 

+  (x-a)-Ä[[(»)  (A-l)  (A-2)  Ä  +  (»7*)  (A_i)  Ä  +  ("72)  iV.]  1^* 

+  (n-3)  Ä^.  t^(— )  +  .......  +Ä.i7]  + 

+  (»-a)VÄ(A-l)...(Ä-»+5)[[(j)(Ä-n-H)(A-ii+3)Ä+  ("7*)  (A-«J 
+  («-  a)  .  A(A-l)  i . .  (Ä-.iH-4)[[(7)  (Ä-.^n+«)(A-iH-2)S&+("70<*-* 


Integritionsmethoden. 


tts 


ix  —  af.  [(Ä  —  n  +  1)  Ä  +  ä]  7  + 


r     (x-a)".L(Ä-n 
[^  ix  —  ay^' .  nXrf 


} 


(x-a)—  .  [(A-n+2)  (Ä-n+l)X+(Ä-n  +  2)J&+Ä^]  if  + 
+M<»-" .  J  +  (X  -  «)•    .  [n  (A - n+ 2)  X  +  (n  - 1)  3G]  j;'  + 

H-(x-ar'.(j)Xj;" 


(x-arV(A-«  — 1)  (Ä-«-2) (Ä-n+3)X 

X  [(Ä-n+2)  (Ä-n+1)  Ä  +  (A~n  +  2)  Ä  +  Ä^]  j;  + 

+  (X— a)'^'.(A— «-l)(A-«-2) (A— n+4)  X 

x[[n(Ä-ii+3)(A-n+2)5p+(»i-lXÄ-n+3)aH<»»-2)Ä^.]7'44X^7]+ 

+  (X— ar*.(A— «— 1)  (Ä— «  — 2) (A~n+5)X 

L       +  (n  -  3)  5G^  j;'  +  5C^  17  J 


+« 


(») 


+  (ar 


}+ 
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V* 
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spricht.  Wir  wissen  von  ihm,  dass  er  in  einer  Differentialgleichunn^  der  Jtten  Ordnung,  deren  Anfangs- 
eoefficienten  X>n  and  ifi^^  sind,  unter  solchen  Umständen  den  Werth: 


annehme.  Passen  wir  jetzt  diese  Formel  der  Gleichung  in  ti  an,  3Q>n  ^^  ^^(ap  — a),  ,X^t,  l^fS^j 
iB  iidG(A,  —  n+i)+w3&+n?i'<X(x  — a)  und  n  in  n— 1  verwandelnd,  so  wird  hier: 

^    n  '«-1  n 

X 

Ä=^  +  A,  --2n  +  3.  (86) 

n 

Man  erinnere  sich' mm,  dass  — h^  und  — A,  die  vorausgesetzten  ganzen  negativen  Wurzeln  jer  (65) 

seien.  Entwickelt  und  geordnet  nach  Potenzen  von  k  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

■!- 

X  X 

ft»  +  (2u  -  3  -  ^)  Ä  +  (»  -  1)  (n  -  2)  -  (»  -V?)  «^  +  ^  =  0.  (87) 

n  n  n 

Der  erste  Coefficient  ist  bekanntlieh  die  Summe  der  Wurzeln  mil  entg^engesetzten  Zeichen,  folglich 
hat  man: 

:       -  •  X  X  ■•.'...-•'      -1 

At  +  A,  =  2n  —  3    -  ?^  ,        also        ^  =  2m  —  3  ~  A,  -^  A.,    . 

fi  n 

und  hieraus,  mit  Rficksicht  auf  die  (86): 

Ä  =  —  A.. 

Es  hat  also  die  Gleichung  in  u  ein  particulares  Integral  mit  dem  Factor  (x  — a)^/,  und  da  «wir  aus 
den  Ergebnissen  der  vorigen  Paragraphes  wissen,  dass  die  aus  unbestimmten  Integralen  zusammenge- 
fugte Hauptform  des  allgemeinen  Integrales  einer  ähnlichen  Gleichung  mit  eineni  einzigen  Multiplica- 
tor  x—a  des  ersten  CoeflTicienten  die  folgende  sei: 

so  erhalten  wir,  dieses  allgemeine  u  in  die  Substitutionsgleichung.  (83)  setzend,  den  all^meinen  der 
(62)  angehorigen  Werth  von  y:  .  ii       • 

.^,  ISint  nähere  Untersuchung  dieser  Form  gibt  jetzt  Aufschluss*  über 'die.  BescAiaffenheit  der 
Transcepdentea,  die  der  directen  Reihenentwicklung  vermtttelst.  der  Mi|c-]t)B,uriJi*aiphen  j^ordel  hin- 
derlich  sind.  I^gen  wif^  behufs  derselben  die  in  Reihenform  darstellbaren  rj^  und  i;,  dar  ii  entwickel- 
ter Gestalt:  I 


f78 


y.Alisekaitt. 
7.  =*  «.  +  «i  (a?  —  a)  -^  ö.  (flP  -  «)•  + 
17.  =  «.  +  «t  (a?  -  a)  +  «.(a:  -  ay  + 


and  berechnen  wir  nach  gehöriger  Substitution  derselben  in  die  (89)  wirklich  integrirend  auf  dem 
bereits  im  vorigen  Paragraphe  betretenen  Wege  das  zweite  und  dritte*  der  in  ihr  enthaltenen  partieo- 
Uhren  Integrale;  so  gelangen  wir  zu  folgenden  zwei  Formeln : 


/  \h     fVt  (a?— a)*'  dx 

/-     «^».  r         0»  a.(g— g)       a.(x— «)' 


—  «»,-».-1  (X— «)*•-*•-*  + 


(9t) 


*,-A,4^t 


+  a»,-*.+t  («  —  «)+       2 
+  0»,-».  Vt  (*  —  «)*•  iog  (x  —  ä) 


(x-ay  +  ]  + 


(93) 


V^4 


«.«.    .     r  <«»«.     ,    M[.\    ig  — g         i^a.g,  fl.a.  <«,«.\   (ap— g)*     . 

Ä.A,  "^   VA»  — i  "^     Ä.  J    A,— 1  "*"  VA.  — 2  "^  Ä.  — 1    •       Ä,  ;      Ä,  — 2      '*' 


o.'v^      at*».-t       fli^*.-» 
2         *"        3 


(^ 


+ 


+ 


<»*.-.  «,\  (x-g)*'-' 
■^       A.     .'ä.-A.  +  i"^ 

fl»,*.\    (x  — g)*' 


^       '     >'      A-  — A        ^ 


V     Ä— Ä.  ^ 
+  V  1  A_Ä._i+       1       +  "*■      A.     >'ä,-A.-1^ 


Ä,  — Ä.  1  2  A.   >'      A,  — Ä, 


+ 


~~  A,— A,— 1  ~Ä,— A,— 2  ~ ~1  i  (X— CT)*.- 

g»,-^.  »».-1         fl».^.^.«».-«  <>*.-»  ^»  * 

+ i +  — i ^ "^""äT. 


A,-Ä.+l  "^  Ä,-A.        "^  1 

«»•-*,+•*»,-«       0»,-*,+»'»,-» 

r~  2         


^*t-*i**i+i  ^A.-A.+i'fA, 


"AT" 


(X^ 


+*k^VXx-ay^hg(x^a) 


+j;t(a:-a)*«%(x-a) 
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'^              i              +               2              +  J 

A,— Ä,  "^  A,— Ä,-i  "*■  Ä,-  Ä,— 2  "^                    "^  1                  I 

.        t              2         äT  J 


+  «A.-A,  «A,  1?!  (a?  —  a)*«  log*  (X  —  a). 

Wie  man  sieht,  findet  sich  in  dem  zweiten  mit  (x  —  aY*  anfangenden  parüeulären  Inte- 
grale die  einzige  Transeendente  log(x  —  a)  nnd  zwar  multipiizirt  mit  ij^(x  —  ay*.  Sie  vermag  sohin 
durch  ihr  Vorhandensein  erst  den Reihencoefficienten  y^**^  unendlich  zu  machen;  es  entspricht  ihr  also 
die  zweite  Unterbrechung  in  der  zur  Integration  in  Reihenform  durchgeführten  Rechnung.  Das  dritte 
hingegen  der  particulären  Integrale  birgt  zwei  Transcendenten :  die  log(x  —  a)  multipiizirt  mit  einer 
Function,  die  bei  (x  — a)**  anfängt,  und  die  log*(x  —  a)^  die  mit  r)^{x  —  a)*»  multipiizirt  er- 
scheint Der  ersteren  ist  oiTenbar  die  erste  Unterbrechung,  der  zweiten  die  zweite  im  Gange  der  Rech- 
nung zuzuschreiben.  Wurde   man  jetzt  nach  einander  die  unbestimmten  Integrale  in  der  Formel  (89) 

hinzufügend  den  vierten ,  fünften , n^*  der  Genüge  leistenden  Werthe  ebenso  der  Berechnung 

unterwerfen;  so  wurde  man  sehen,  dass  sie  der  Form  nach  von  dem  eben  hingestellten  dritten  (93) 
nur  gering  abweichen ,  darin  nämlich ,  dass  ihre  Anfangsglieder  beziehlich  versehen  sind  mit  den  Fac- 

toren  {x — a),  (x  — a)', (x  —  a)**^,  fibrigens  aber  erscheint  in  ihnen   allen  derselbe 

log(x — a)  multipiizirt  mit,  bis  auf  einen  constanten  Factor,  derselben  Function  von  x  und  derselbe 
log*{x—a)  multipiizirt  mit  Hrjl(x  —  a)*>,  allwo  bloss  die  Constante  H  von  Ausdruck  zu  Ausdruck 

variiren  kann.  Es  ist  gar  nicht  n5thtg,  um  sieh  hievon  zu  fiberzeugen,  die  i;^,  i;., i;^,  ebenso 

wie  die  rj^  und  tf^  in  Reihenform  darzustellen  und  wirklich  zu  integriren ,  denn  man  sieht  bei  einiger 
Ueberlegung,  dass  in  der  so  gestalteten  Berechnung  eines  jeden  beliebigen  m^^  particulären  Integra- 
les ein  Logarithmus  erst  dann  erscheinen  könne,  wenn  rj^  an  die  Reihe  kommt  und  es  wird  die  mit 
dieser  Function  vorgenommene  Integration  jedesmal  nur  ein  einziges  isolirtes  Glied,  wie  Glog(x~a) 
liefern,  jedoch  werden  anderen  Werthen  von  m,  andere  von  O  entsprechen.  Die  fernere  Rechnung 
jedoch,  in  der  ij^  und  rj^  zugezogen  werden,  geht  denselben  Gang  für  jedes  beliebige  m  und  O  und 
das  logarithmische  Glied  erfährt  einerlei  Veränderung,  daher  sich  denn  auch  die  Resultat^  nur  in  con- 
tstanten  Factoren  unterscheiden  können.  Es  ist  also  klar  ersichtlich,  dass  n  —  2  particuläre  Integrale 
der  Differentialgleichung,  diejenigen,  denen  kein  Factor  x  —  cl  der  AnfangscoetBcienten  entspricht, 
eberlei  Form  die  (93)  nämlich  besitzen  werden,  mit  derselben  sogar  in  den  Werthen  sämmtlicher  mit 
a  bezeichneten  Grössen  ubereinstimniend,  und  nur  in  jenen  der  9(  genannten  und  namentlich  von  ^.^ 
ottter  einander  abweichend,  dergestalt,  dass  wenn  BUK)  ikit  it  — i!  parl^culären  Integrale  beknfs  der 


^  «t    D-^«^  ^'  v^-»^ ,  der  so  a*  v'  -^  ' "  • '  *  ist    ^"»^''''  «ewg«^«^ 

^  .  ...u  eVtfev  4«s\  .  .  .e  Co«*^''«''^     ,„  «eVhetvtot«^  ^«^«  _^^^  4eT»e\b«« 


ögt' 


\ft- 


..«.^e«.  .. .  ..«  jeut,  ^'"^  ,  ,,«.r-^^  aus  Äet  ,_  ^  ^  ^. 
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als  Factor  dieses  Differentiatqooüeaten  ergeben,  und  sein  Werth  wird  zunächst  aus: 

(n+r-i)  ^        y(*+r-»)        „/^        y 

linear  «isanuaengesetzt  erscheineii.  Die  erste,  dieser  Grossen  ist  eine  willkäbrliche  Constante,  die  zweite 

eine  Function  von  y«  y\ y^""^^  gebrochen  durch  M^^,  die  ubri^^en  entsprechende  Ausdrücke, 

zusammengesetzt  aus  denselben  Elementen.  Die  zur  Bestimmung  von  y^''^''-^  dienende  Formel  ist  daher 
der  Gestalt  nach: 

N.y(--'-')  =  («+r-2,H-l)y('— »^  +  ^^^  y  +  ^^^tlly  + +  (n-4,r+l)  y^„_,       ^^^ 

und  man  hat  in  fihnlicher  Weise  mit  der  Gleichung  P^''+*^  =  0  verfahrend: 

N.y^-«-)  =  (n+r-2,r+2y  yC»«-*'  +  i^j^  Y  +  ^^P^  /  + +  ^"^""^^^  f^K   (100) 

allwo: 

N,  =  [X^  +  (r+i)  X  +  (r+  I)  rX]  [x^.  +  (r  +  2)  X  +  (r  +  2)  (r+  1)  X]  (»Ol) 

ist,  U.  S.  W. 

Es  hat  also  in  der  Integralformel  (74)  durch  das  Verschwinden  von  M^  eine  Veränderung 
Platz  gegriffen  durch  das  Verschwinden  eines  alten.  Auftauchen  eines  neuen  Integrales,  die  der  fol- 
gende neue  Werth  von  y  dem  Auge  ersichtlich  macht: 


(Öfr+ijix—a)"^'         (0.r+2)(ap— ft)"^ 
1 . .  .(»4-r— 1)N,M^»       1. .  .(n+r) N.M^. 


il+f-t 


'+ 


^     iÖ,r+i)ix-ar^*     ^   i0.r+2)ix-a)'^    ^  1 


+  ^-^/rC^-«)"-*      .    g^d^-^y*     .    (H~4,0)+y^(«-3.0)    ,  .^. 

^^         Li...(M— 4)^     !...(«  — 3)     ^  l...(n-2)M.  ^        ^       ^ 

(10«) 

(n-4,r-l)+y^>(n-3,r^l)  ,^_    .,^_    .    (n-^,r+l)  (x-a)**^- 
"•"  I   ...  (n+r— 3)M^,  '^  ''       ■        l...(i»+r— i)N,Mr_, 

(n-4.r  +  2)(x-a)'^  -i 

"*"     1  ...4»  +  r)N.M^.     "^ J-1- 

ty.       Li... (n+r^i);+;i... (n+r    On/''    ''^  t4..-(ii+r)N„^    "^    +•  J' 
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fg2  ^'    Absehnitt 

Wenn  keines  der  mit  N^,  N,,  N,t bezeiciineten  Produkte  jetzt  mehr  zun  Faelor  die 

Nulle  bekommt,  was  jedesmal  bei  positiven  oder  gebrochenen  Werthen  der  zweiten  Wurzel  k^  der 
(65)  der  Fall  ist:  so  bleibt  diese  Formel  auch  giltig  und  biethet  gar  keine  unendlichen  Coefficienlen 
mehr,  und  stellt  also  eiii  Integral  mit  n— 2  Constanten  vor.  Anders  verhalt  sich  die  Sache,  weno  e9 
.  eine  zweite  Wurzel  ft,  =  ~A,  dieser  algebraischen  Gleichung  gibt,  unter  A,  eine  ganze  positive  Zahl, 
die  grösser  als  h^  ist,  verstanden.  Hat  man  h^  =  r  +  s;  so  ist  das  Träiom: 

X„-.  +  (r  +  IT  -  1)  X  -h  (r  +  «  -  0  (r  +  «  -  2)  X, 

«-t  n 

das  den  letzten)  Factor  von  N^.^  bildet,  ainoch  von  der  Nulle  verschieden,  hingegen  der  letzte  Factor 
von  N.,  d.  h.  der: 

X;^,  +  (r  +  «)  X  +  (r  +  IT)  (r  +  «  -  1)  X 

n-i  fi 

wieder  der  Nulle  gleich.  Die  mit  dem  Divisor  N^  veiisehenen  Coeffibienten  der  vorliegenden  Formel 
(102)  werden  also  unendlich,  sohin  tritt  eine  neue  Transcendente  die  Reihenentwicklung  hindernd  auf, 
und  wir  sind  zum  zweiten  Male  genöthigt,  die  Elimination  derselben  durch  Aufopferung  eines  parti- 
culären  Integrales  zu  bewerkstelligen.  Die  Gleichung,  in  der  die  unendlichen  Coefficienten  zuerst  er- 
scheinen, ist  die: 

(103)N.y^--^^')  =  (n+r-2.r+.*)yC"^-5-|-i^-*^y+i^y'+  .....  +  <ü:^!!±^  y(-*> , 

uud  um  den  aus  ihr  hervorgehenden  unendlichen  Werth  von  y '>^'''^^*)  in  einen  anbestimmteii  za  ver- 
wandeln, der  die  Rolle  einer  neuen  Integrationsconstante  zu  übernehmea  fähig  ist,  sind  wir  abermals 
genöthigt,  zwischet  der  y"»+*"-»J,  y,  y',  .....  yv"-»)  eine  solche  Relation  festzustellen,  das«: 


(104) 


(„  +  ,._2.r+.)yC--+  (^y  +  <4^y+ +/Ä:l^^-->  =  0 

ausfällt,   und  die  für  irgend  eine  dieser  Grössen,   am  passendsten  die  y^"+'^»\  einen  linearen  Werlh 
in  Function  der  übrigen  gibt,  der  aussieht,  wie  folgt:.  ,.^  , 


UQ3)  y^""'-  =/;y  +  r.y'+ +A..y^''-". 

Nun  läsßt  sich  d^e  zu^r  Ermittlung  der  ferneren  Beiheficoeificlenteo  dienende  Rechaung  wieder  fortsetzen 
und  erleidet  auch  keine  Unterbrechung  mehr.  Mai^  hat  aber  wie4er  ein.  particulares  Integral,  das 
letzte  nämlich  der  in  der  Formel  (102)  enthaltenen  aufgeopfert,  dafür  aber  ein  neues  erhalten,  das 
einzige,  dessen  Entwicklung  in  Reihenform  in  der  Regel  kein  Hindemiss  im  Wege^  steht.  Ausnahms- 
welse werden  wohl  auch  die  übrigen  die  directe  Anwendung  der  Mac-Laurin'scben  Formel  gestat- 
ten, wenn' gewisse  Beäehungsgleichungen  zwischen  den  cciinftai)ten  Paranif*^cn  ^ef  Gleichung  erfiillt 
«ind,  z.  B.  das  der '^b^^^ 'Potenz 'von  (x  —  a)  proportionale,  dem  die  Ibtegreftonsconstante  y  angehört. 


tl^  f.    AJbteliai»*. 

Ar  allgeBMiBes  Integnd  aker  nach  den  Vonehriften  der  Femenlehre: 

i  106) 

+  c«-py»-p(«— a)*'+C;_P+.y».p+.(x-o)*»+  ...  +c»-,y»..(«--a)*'. 

Die  algebraische  Gleichung,  deren  Wurzeln:  —  A^,  — A,,  ...  —  Ap  sind,  ist: 
(109)  X(&+n-l)(&+»-2). .  (Ä+n-p)  — X(Af+n-2XÄ+»»-3). .  .(k+n—p)+. . .+(— l)?X^p=0, 

« 

und  verwandeln  sieh  zufallig,  oder  durch  die  Voraussetzung  des  Rechners  A^,  A,,  ...  Ap  in  lauter 
positive  ganze  Zahlen,  aufsteigend  geordnet;  so  lasst  sich  zeigen,  dass  die  Int^ration  in  Reihenfonn 
p-Mal  durch  das  Erscheinen  einer  unendlichen  Coefficientengruppe  unterbrochen  werde,  und  dass  man 
jedesmal  gezwungen  sei,  um  das  lästige  Unendlichwerden  zu  vermeiden.  Bin  particolares  Integral 
aufzuopfern,  dass  aber  der  Reihenentwicklung  eines  unter  ihnen,  des  letzten  nämlich,  dem  (x  — a)*^ 
proportionalen  niemals  ein  analytisches  Hinderniss  im  Wege  steht  Man  wird  es  also  immer  berechnen 
und  die  Diiferentialgleiehung  davon  beflreien  können,  was  wir  vermittelst  der  Substitution: 

4     /*      udx 

bewerkstelligen,  unter  i7(x  — a)*^  eben  diesen  einen  entwickelbaren  particuliren  Werth  verstand 
Das  Snbstitutionsresnitat  zerlegt  sich  in  die  zwei  Gleichungen  (46)  und  (49)  des  vorhergehenden  Pi 
graphes:  die  Identische  in  tf  und  die  Transformirte  in  u.  Sie  sind  aber  nach  Einfahrung  der  Cf 
*  -•'»nwerthe  (106)  zuerst  nach  Potenzen  von  x  —  a  neu  zu  ordnen,  und  sehen  dann  folg& 
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4-  (x—ay^e , 


+  (X— a)»-P-' A« 


(^)  A(A-1) (Ä_p  +  i).X  + 

+  (pZl)*(*-*) (A-p  +  2)5G+    V^'-^^  + 

+  5G|^.p 

L4-x^p-.7^"^;^  +  ^-.V*^^+ +5g;7 

(p  +  Oc^-OCÄ-ä) (Ä-p)5G  + 

+  (""*)  (A-i)(A-2) (A-p+l)5G+    ^(»-p-o  + 

+(V)«^P_ 


+  (a;—a)». A(A—1). .  .(A— w+p+3> 


(J]  (A-n+p+2)  (A-n+p  +  1)  X 
X  (A— n+3)  X  + 

+  ("7*)  (A-iH-p+2)  (A-n+p+l)  X    ij"  + 
X  : (A-n-|-4)5&  + 

11- 1 

+  (V)«i-fJ 

(7)  (A-n  +  p  +  0  (A-iH-p)x 
X   (Ä— n+2)  X  + 

n 

4-  ('*7*)  (A-n+p+O  ih-n+p)  x    jf'  + 
X   '. (A— n+3)ix;  + 

••••+(V)^J 

(A— n+p)  (Ä— »H-p— 0   (A— n+l)  S&  + 

+  (A-n+p)  (A-n+p-i)    ...!...  (A-iH-2)  5G  + 

I 

+  ^n-p 


+  (x-a)A(/i  -  1). .  (A— n+p+2). 


+  Ä(A-1)...  (A-n+p+1) 


28S  ?.    'A%  st  k  I  i  1 1 

0  =       «(•-•'  .  ;   (x--o)»-.i;5G  +  ,         ( 

f      (x-a)-[(Ä-i 

(a;  — a)»-»  [(Ä— n+2)  (ä-m+1)  5&  +  (Ä-n4-2)  iXi  +  5C,1  n  + 

•-  '  «  .  »-1        n-t-i 

+  uff>-»)*  +  (ap— «)"-»  [       n         (A— »+2)  56  +  (»-t);g]  V'  +  J-  + 

+  (x-a)»-'  .  («)  ä;  ^" 


(llt) 


H-  tt(»-p-') . 


r  (. 

(x-a)»-p-*|  +(A 


+  (x-a)*-P 


-ii+p)  (A-n+p-l) (A-n+1)  56  +-| 

-n+p)  (A-n-H>- 1) (A-n+2)  56  +  1  if+ 

+36^pJ 

(A-n+pXA-n+p-l)...(A-«+2)  (y)  56 + 

+(A-»+p)(A-j»+p-l). .  .(Ä_n+3)(*»7*]56+ 

+(V)^^.. 


(x-a)"-'  .  (~)  56  i,«P> 


(x  — a)»  (A  — «— 1)  (A-«  — 2)  (A  — n  +  p  +  l)X 

(A-w+p)  (A— n+p— 1)    (A— n+1)  56  + 

X  I  +  ih-n+p)  (h^n+p-l)   (A-«+2)  56  +  |  17  + 


+  u^'^i 


I 


[■ 


(A— n+l)  56  +"1 
(A— «+2)  56  +  I 

+  ^n-a  J 


X 


+  (x  — a)«^'  (A-*  — 0  (Ä-«  — 2) (A-«  +  p  +  2)  x 

(A_n+p+iXA-m-p)...(A-n+2)  (J)    56  + 

+  (A-n+p+lXA-J»+p). .  .(A-n+3)("7*]  56  + 

+(V)-^-pJ 

+  (x-«)-v(,«,)56y— ' 
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(A  —  1)  (h-  2)  (A  -  »  +  p  +  1)  X 

(h-nri-p)  (A-iH-p—l)   (A-w+0  Ä  + 

X  I  +  (A-n-H))  (Ä-n+p-l)    (A-n+2)  X  +  |  17  + 


[: 


(A-w+0  Ä  +-1 
(A-n+2)  X  +  I 


-\ 


X 


+  (*-a)(Ä— !)(A  — 2) (A-n  +  p  +  2)X 

(Ä-n+p+lXA-n+p)... (A-n+2)   (j)    5&  + 

+  (A-n+p+l)(Ä-n+p). .  .(A-n+3)("7*)5G  + 
+(V)^-P. 

••••••••  •^•••••» • •• 


V'  + 


l 


Zorn  Identischwerden  der  ersten  ist  nothwendig,  dass  die  Summe  aller  Glieder,  in  denen 
man  kdnen  Factor  x--a  sieht,  wenigstens  durch  Einen  solchen  theilbar  sei,  d.  h.  für  ap  =  a  ver- 
schwindet. Das  Polynom  der  (109)  überzeugt  uns  von  dem  wirklichen  Stattfinden  dieses  Umstandes. 
Fügt  man  jetzt  die  Glieder  mit  x  —  a  hinzu,  so  muss  die  Summe  die  Sondernng  des.  Factors  (x — a)* 
verstatten  u.  s.  w.,  bis  endlich  nach  hinzugefugtem  letzten  Gliede  das  ganze  identisch  verschwindende 
Gleichungspolynom  vorliegt  Diess  vorausgesetzt,  lehrt  die  Ansicht  der  zweiten  Gleichung,  dass  ihr 
erster  CoeSicient  den  Factor  (ap  +  a)''+^"',  der  zweite  den  (x  —  a)"+P-'\  4er  dritte  den  (x  —  a)'*+P~* 
besitze  u.  s.  w. ,  bis  zu  dem  (p  — 1)"^®°,  der  mit  alleqi  darauffolgenden  durch  {x — a)"  theilbar  wird. 
Dieser  letztere  ist  daher  Factor  des  ganzen  Gleichungspolynoms,  kann  gestrichen  werden,  und  liefert 

sodann  eine  abgekürzte  Gleichung  in  ti  mit  p  —  i ,  p  —  2 , 2 ,  1,0  Faetoren  «  — a  der  An- 

fangscoefficienten.  Man  wird  nun  für  diese .  letztere  die  Gleichung  in  k  oonstmiren  können.  Sie  wird 
dem  Grade  p  — 1  angehören,  und  wird,  wie  sich  ohne  Schwierigkeit  durch  einige  Rechnungsent- 
wicklungen beweisen  lasst ,  die  Wurzeln  : 


Ä  =  —   Ä,,  *  =  —   Ä,, 


*  =  —  A« 


besitzen,  weil  sie  die  durch  den  Wurzelfactor  (k  +  ho)  getheilte  (109)  ist,  Jedoch  ist  dieser  Beweis 
überflüssig,  denn  man  hat  kraft  der  Substitulionsformel  (110): 


u  =  (a?  —  a)*'+* 


d_ 
dx 


Vr}{x-af^\ 


Fasst  man  nun  irgend  einen  Bestandtheil  von  y  in^  Auge,  z.  B.  den  mit  {x  —  oCf^  verknüpften,  so 
wird  ihm ,  wie  eine  leichte  Ueberlegiing  lehrt ,  ein,  ihnli^er  BestaVkdtheil  von  u  mit  genau  demselben 


Faclor  entsprechen.  Die' Wiirzehi  der  6Iei6hung  in  k  in  tfer  geig;ebiehen  ilkd  in  der  translormirten  Dif- 
ferentialgleichung "werden  daher  übereinstimmen  mfissen,  bis  anf  eine  einzige  dem  Integrale  zugehörige, 
von  der  man  befreit  hat,  u^id  die  desshalb  aus  der  (11,2)  in  u  ^eht  |ie^  hervorgehen  kann.  Nun 
kanji  man  i^t  der  erhaltenen  Transformirten  offenbar  verfahren  anf  diesejQ)e  Weise,  indem  man  sagt: 
Das  höchste  mit  dem  Factor  {x  —  a)*'"*  versehene  particuläre  Integral  derselben  ist  jedesmal  in  Rei- 
henform zu  ermittehou  Man  kann  sothin  auch  davon  befreißu  vermittelst  dc^r  So^stitotion : 

(114)  '^  =  ^'^'^-^>"7(a:-a)W.: 

Diese  führt  zu  einer  neuen  Transformirten  in  r  mit  p  —  2,  p — 1, 2,  1,0  Factoren  x  —  a 

in  den  Anfangscoeincienten ,  der  man  abermals  genau  dieselbe  Behandlung  angedeihen  lasst  u.  s.  w. 
Hierlüus  ergibt  sich  mit  Klarheit  die  allgemeine  Form  des  Integrales  der  (107),  nämlich: 

y^i7iix    et)    j        (^_^^)*,4.t     J      (a-_a)*.-i+'      •••;y       ix^ay-^'    J  [x-aY^^' ^ 
^"^^  xfVf^^dx  fVndx. 

welche  aueh  über  die  Art  des  Vorkommens  der  logarithmischen  Transcendenten  in  den  einzelnen  Be- 
sUmdtheilen  Auflsebluss  gibt.  Das  erste  particuläre  Integral  enthält  nämlich  gar  keine  solche.  Das  zweite 
besitzt  nur  log{x  —  a)  multipiizirt  mit  der  Function  17^(0? — a)*^  Das  dritte  hat  die  zwöi  Transcen- 
denten lofx  —  a  und  tog*x-*a^  die  erste  multiplizirt  mit  einer  Function,  die,  inReihenferm  wieder- 
gegeben, bit  (x — a)*'-*  anfängt,  die  zweite  mit  dem  Factor  i;(x  — a)*'  verknüpft  Der  vierte 
Bestnndtheil  von  y  begreift  eben  so  in  sich  drei  Transcendenten  log  (x  —  a) ,  log*  (x  —  a)  und 
iojf* (a?—- cic),' bezieWich  multiplizirt  mit  Reihen ,  die  mit  (x— a)***-»,  (a?  — a)*'-*,  (x— a)*^  an- 
fingen u.  s.  w.  Das  p^  particuläre  Integral  endlich  sammt  den  folgenden,  mit  denen  es  der  Form 

nach  genau  fibereinstimint,  enthält /osF(x—a),  /osr*(x  —  a),  tojrP(x  — a)  durch  MulHpIiea- 

tion  verbunden  beziehiich  mit  Ausdrücken  in  Reihenform,  deren  Anfangsglieder  den  "Potenzen  (x  —  a)*s 
(x  —  a)*» ,  .....  (x  —  ay^  proportional  sind.  Diese  Ergebnisse  werden  uns  von  Nutzen  sein  im 
folgenden  Paragraphe,  wo  wir,  diese  Transcendenten  als  Factoren  sondernd,  das  Gebieth  der  Mac- 
Laurin'schen  Formel  auch  über  Ausdrücke,  die  dieselben  enthalten,  ausdehnen  werden. 

Um  aber  die  Übereinstimmung  der  Erscheinungen,  die  bei  der  Entwicklung  der  Form  (115) 
in  Reihen ,  und  bet  der  Integration  der  Differentialgleichung  selber  in  dieser  Gestalt  vorkommen ,  klar 
darzulegen,  bezeichnen  wir  die  particulären  Integrale,  so  wie  sie  aus  der  Zerlegung  der  (115)  in 
ihre  Bestamltheile  hervorgehen,  mit  y^,  y, ,  y,,  yp,  yp^.»,  y„,  so  zwar:  dass: 

Vi    =  Vi  (x—ay'^ 

"1;,  (a?— a)*"-'  dx 
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yp   _^.(a:-«}    j  —-—-^^^^^^j -^^—^^-^  y  ._  ^^__^ ._ 

if     -  «   raj-«^V  /'i7.(x-«)*>-«te  p,(x-a)^^-dx  rifpCx-a)^'dx  f  77p,.  <fa 

wird;  nebmen  noeh  fiberdiess  vorläufig,   um  einen  bestimmteren  Fall  vor  Augen  zu  haben,  an,  dass 

A, ,  A, ,    Ap   sämmtlich   ganz    positiv  und  nicht  unter  n  gelegen   seien :   so  sind  dieselben 

y, ,  y, ,  y„  wiedergegeben  in  Reihenform,  gleichviel  ob  aus  der  (115)  oder  aus  der  Differen- 

tialgleichnng  selber  gezogen ,  auch  darzustellen  in  der  folgenden  Gestalt : 

y.    =  r?«  («-«)*' 

y.    =  .»?.  (ap-a)*'-  +  ,9.  (x-a)*'     toy  (x-a) 

y.    =  0».  (x— a)*'-  +  ,9,  (x— a)*'-  toy  (x  -  a)  +  ,9,  (x— a)*'  toy*  (x— a)     - 

yp    =  .Vp  (x— a)*-      +  ,0p  (X— a)*«     /oy  (x— «)  +  .»p  (x— a)*»  toy«  (x— a)  + 

+    +  ^i«p     (x-a)*'  toyP-'  («-«)  ( 

yp+.=  .V>  +  'V*  (*-«)*'  %  (x-a)  +  .Vp«(x  — a)*'  log*  (x-a)  + 
+    +    pWpH   (x— a)*'  toyP    {x—a) 

y«  =  «-p-,V«(*— «)""?"'  +  «-p'?«(x-rt)*'/oy  (x— a)  +  ,H-p,..»?„(x-a)*«/oy*(a?-a)  + 
+    +     »9«     (x— a)*'  /©yP     (x-a) 

Multipiizirt  man  sie  mit  beliebigen  Constanten  und  addirt  dann,  so  dass  man  das  allgemeine  Integral 
erhSlt;  so  sieht  auch  dieses  gerade  so  aus,  wie  jedes  der  letzten  particulSren  Int^rale  n — p  an  der 
Zahl,  d.  h.  man  hat  der  Form  nach: 

y  =  y.  +  y.  (x-a)*  •  log  ix-  a)  +  Y.  (x-  a)*«  log*  (x-  a)  + +  yp,.(x-a)*'toyP  (x-a) , 

unter  allen  mit  9  oder  Y  bezeichneten  Grossen  solche  Functionen  von  x  verstanden,  die  für  x  =  a 
weder  Null  werden  noch  unendlich,  und  überhaupt  der  ReihenentwieUnng  nicht  widerstreben.  Ober- 

dem  weiss  nun  noeh,  dass  ,9,,  ,9 a-Aa  v«n  r^i  nnr  in  oonstantoi  Factoren  naterschieden 
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seien.  Unterwirft  man  das  so  gestaltete  allgemeine  Integral  der  Reihenentwicklung,  so  beginnt  die 
Rechnung  mit  der  Darstellung  der  letzten  n  —  p  particalären  Integrale: 

die  der  Reihe  nach  in  dieselbe  eingehen ,  und  wird  offenbar  beim  (h^  + 1)*^^  Gliede  durch  das  Er- 
scheinen eines  unendlichen  Coefficientenwerthes ,  des  ffir  y^*«^  nämlich,  unterbrochen.  Um  diesem  Un- 
endlichwerden  zu  entgehen,  opfert  man  eines,  etwa  das  letzte  y,,  der  obenangedeuteten  partieularen  In- 
tegrale auf,  indem  man  es,  mit  bestimmten  Constanten  multiplizirt,  zur  Summe  der  vorhergehenden 
hinzufugt.  Hiedurch  verschwindet  nicht  bloss  .die  höchste  p^  Potenz  des  Logarithmus  ganz,  sondern 
auch  die  Anfangsglieder  der  Multiplicatoren  der  sämmtlichen  fibrigen  Logarithmen,  dergestalt,  dass 
jetzt  das  allgemeine  fntegral  vorkömmt  in  folgender  Form,  die  der  von  y^  ähnlieh  ist: 

y=Y,  +  Y^  (x-a)*»  log  (x-a)  +  F.  (x-a)*»  log'  (x—a)  + +Yp  {x—af^  log?'^  (x—cl). 

Zu  gleicher  Zeit  tritt  aber  auch  das  partieuläre  Integral  y^  in  der  Rechuung  auf.  Sie  wird  zum  zweiten 
Male  unterbrochen  beim  {h^-^-iy^^^  Gliede  durch  das  Auftauchen  eines  unendlichen  Werthes  von  y^*»\ 
Um  dem  zu  entgehen,  opfert  man  jetzt  ein  zweites  particuläres  Integral,  das  y^  nämlich,  iAdem  man 
die  ihm  anhängende  willkuhrlicbe  Constante  eine  solche  lineare  Function  der  ui>rigen  sein  lässt,  dass 
nach  Hinzufügung  desselben  die  Coefficienten  der  Logarithmen  eine  abermalige  Reduction  erfahren,  be- 
stehend in  dem  Wegfallen  der  Anfangsglieder,  so  dass  der  Werth  von  y  in  die  folgende  auch  dem 
yp_j  zukommende  Form  übergeht: 

y=Y,+  Y, {x-aY*log {x-a)  +  Y. (x-a)**  log' (x-a)-h +y^.  (x— a)*^%p- (x—a). 

Jetzt  lässt  sich  die  Rechnung  wieder  fortsetzen,  in  welcher  gleichzeitig  die  ersten  Glieder  von  y^^^ 
aufgetreten  sind,  und  wird  abermals  durch  ein  unendliches  y^*'^  unterbrochen,  was  €vx  Aufopferung 
von  y-j  zwingt  und  dem  y  dieselbe  Form  mit  yp_,  ertheiK,  nämlich: 

y=Y,+  y,  (x~ a)**%  (x-a)  +  y.(x~a)*»%«  (x—a)  +  . . . .    +  Fp-,  (x-a)*^  log?-*(x—CLi 

und  so  geht  es  fort,  bis  zum  Erscheinen  von  y,  in  der  Rechnung,  nach  welchem  das  durch  die  suc- 
cessiv  aufgegebenen  partieularen  Integrale  unvollständig  gemachte,  aber  auch  zugleich  von  den  höheren 
Potenzen  des  Logarithmus  befreite  y  nur  ein  Glied  mit  log  (x  —  a)  beherbergt,  welches  durch  die 
Aufopferung  von  y^  ebenfalls  verschwindet,  indem  y^  eintritt,  dessen  BerechBung  daui  in  Gemein- 
schaft mit  den  übrigen  annoch  zurückgebliebenen  partieularen  Integralen  keiner  weiteren  analytischen 
Schwierigkeit  unterliegt. 

Wären  einige  der  Exponenten  A,,  A,,  ...  A-  ganz,  positiv  und  kleiner  als  die  Ordnungs- 
zahl n  der  Differentialgleichung,  so  wurden  gleichwohl  die  ersten  der  Gleichungen  (117)  p  an  der 
Zahl  ungeändert  fortbestehen ,  die  letzten  n  —  p  hingegen  insoferne  eine  Änderung  erleklen ,  als  die- 
jenigen mit  einem  Factor  log  (x  —  a)  oder  log*  (x  —  a)  u.  s,  w.  verbundenen  Glieder«  bei  welchen 
in  der  Formel  eine  niedrigere  Potenz  von  (x  —  a)  als  Factor  ersiditlich  ist,  als  die  dun  partieularen 


Int^rale  überhaupt  zukommenden  wegzufallen  haben.  Der  Gang  der  Rechnung  ist  ein  etwas  anderer, 
Ton  dem  Mher  dargestellten  verschiedener.  Die  Sache  verhält  sich  nämlich  beiläufig  so,  als  hätte  man 
die  Rechnung  nicht  vom  Anfange  durchgeführt,  sondern  wäre  in  die  Mitte  hineingerathen ,  nachdem 
sdion  mehrere  particuläre  Integrale  aufgegeben  worden. 

Wären  einige  der  Wurzeln  A^ ,  A, ,  ...  h^  gebrochen,  so  kömmt  zwar  ihnen  entsprechend 
eiii  particuläres  Integral  mit  dem  Factor  (x  — a)^  vor,  es  steht  jedoch  seiner  Berechnung  kein  Hin« 
demiss  im  Wege,  auch  erzeugt  es  in  den  übrigen  keinen  Logarithmus,  daher  man  in  diesen  übrigen 
nur  alle  jene  Glieder,  in  welchen  dieses  gebrochene  h  vorkommt,  ausznlas*sen  haben  wird. 

Befinden  sich  unter  den  Werthen  des  Exponenten  A:  auch  ganze  positive  oder  gebrochene, 
hatte  sohin  irgend  eines  der  particulären  Integrale  den  Divisor  {x  —  a^x  so  wurde  sich  dieses  der 
Ma c- La urin'schen  Formel,  oder  was  dasselbe  ist ,  der  bisher  vorgetragenen  Integrationsweise  ent- 
ziehen. In  einem  solchen  Falle  bleibt  nichts  übrig,  als  eine  Sonderung  dieses  Divisors  zu  bewerkstel- 
ligen vermittelst  der  einfachen  Substitution: 

und  dami  nachzusehen,  ob  hiedurch  die  Darstellbarkeit  in  Reihenform  wieder  hergestellt  sei  oder  nicht. 
Die  transformirte  Gleichung  in  %  befindet  sich  bereits  unter  (9)  des  S.  1  der  Trapformationslehre, 
nur  werden  wir  sie  hier  zuvörderst  dem  einfachsten  und  gewöhnlichsten  aller  Fälle  anpassen,  wo  näm- 
lich d&M  nur  einen  einzigen  Factor  x  —  a  besitzt,  welchem  eben  ein  ganzes  und  positives  k  entspre- 
chen soll,  gegeben  durch  die  bekannte  Formel: 


k  =3  ^'^' 


(a?  —  a)|  —  n  +  1. 


Die  bereits  durch  (ar  —  a)  dividirte  (9)  des  S.  i  der  Transformationslehre  ist  in  einem  solchen  Falle 
unter  der  Voraussetzung:  3&^  =  (x — a)5£  folgende: 

—  {x  —  ay^  .  «<-*^  UikX,  —  5G^.]  + 

+  (a?  -a)«-* .  «(»-•)  [(J)  k  (Ä  +  1)  36  -  (n^  1)  k  36,_,  +  5G«.,  far-a)]  - 

+  (-0"-*(a?-a).«^  [(2)*  (*+0  •  •  •  (*+n-3)  Ä  -  (%"^)*(Ä+i)  . . .  (Ä+n-4)  ÖG^,  + 

+ +(-i)''-Ä;.  tar-ar-]-h 

+  (—!)*-*              «'  [  n  *  (*+l)  .•. .  ik+n-i)  56  —  (n— 1)  *(*+!)  . . .  (*+fi-3)  56«.,  + 
+ +  (-  O'^*  36.  (X  -  a)"-]  + 

+  (_iy  ,   J_L    (Ä(*+l)...(*  +  n-l)36-*(*+l)  ...(*  +  »— 2)36«.,)  + 

+  Ä. .  .(Ä+n-3)36„..+. .  .+(-l)»-^*36.(a^-a)»-^+(-l)«36,(a^-a)'^•]  =  0. 
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Die  n — 1,  n  — 2,  2,  1,  0,  0  Factoren  der  Coefficienten  können  nur  deigenigen  partienlaren 

Integralen  entsprechen,  die  aus  den  der  0*«",   i«ten^    ^  n  —  2^»  Potenz  von  (x  —  a)  propor- 

tfonalen  Werthen  von  y  dadurch  hervorgehen,  dass  man  sie  mit  (x  —  a)^  mnitiplizirt  Diese  sind  aber^ 
wie  wir  wissen,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  —  a  in  Reihen  ohne  Anstand  entwiekeibar.  Der 
Coefficientenbau  deutet  also  nothwendigerweise  auf  eine  Gruppe  von  (n  —  1)  Intc^pralen«  die  darstellbar 

in  Reihenform  beziehlich  mit  (x  —  a)\  (x  — a)*+* (x  — a)*+''-'  anfangen.  Sie  interessiren  ans 

hier  offenbar  nicht,  und  unsere  Aufmerksamkeit  gehört  nur  dem  einzigen,  durch  die  eingeldtete  Trans- 
formation vom  Divisor  (x  — ^  aY  befreiten.  Gleichwohl  wird  es  jedoch  erspriesslich,  zu  bemerken,  dass 
die  ersteren  auch  nach  geschehener  Multiplication  mit  (x  —  aY  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
eines  ganzen  posUiven  k  die  Reihenentwicklung  zulassen  müssen ,  wenn  auch  nur  erst  die  späteren 
Entwicklungsglieder  von  Null  verschieden  ausfallen  können,  und  zwar  beziehlich  das: 


(k  +  1)^^,        (&  +  2)<e. 


{k  +  n 


)«te. 


Es  Steht  daher  zu  erwarten ,  dass   sie  auf  irgend  eine  Weise  im  Verfolge  der  Rechnung  von  selbst 
auftreten  werden. 

Um  Jetzt  die  Ermittlung  in  Reihenform  des  einen  particulären  Integrales  einzuleiten,  dem 
unser  Augenmerk  gilt,  beginnen  wir  mit  einer  Vereinfachung  der  Transformirten  (118)  vermittelst 
der  Annahmen: 


a>,=:(_i)»-«&(&+l)...(&+ 


[«'[-  n  (k  +  n  —  i)  5&  +  (n-1)  5£^,]  +  "1 

+  «  f(ft4^-2X&+n~l)  — -(&+n-2)-^*  +X,^ 
L  x—a  X — a  JJ 

^.  =  (-0'^**(*+0..(*+»-4)[«'{-(2)(ft+«-3)5C.+  ("7'),X;^.]+«^(n-2)X„_.HH«X 


(119) 


<a,=^{-iy—*k{k+i). .  .(Ä+n-«-3) 


"  «(-.)  [_  (^ « ^)  (&+„-.-2)  X  +  (»-;)  cx;^.] + 

+  f^"  (»72)  X^.  +  «^-'  (JZ?)  5G^  + 


Sie  findet  sich  vermittelst  derselben  nach  den  explicit  darin  enthaltenen  x  —  a  vorläufig  geordnet 
und  geht  über  in:     . 

(120)         0  =  ä»,  +  ix-a)^,  +  (x_a)«a?.  +  .......  +  («-a)»-  5»;^  +  (« - a)»"' $^.. 
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Nur  znr  ErmittlaDg  Ton  9^  in  Reihengestalt  komite  es  rithlicber  dein,  Ton  wc^en  des  m 
zweien  Gliedern  nur  scheinbar  Torhandenen  Divisors  x— a,  einen  etwas  MdeMMi  Weg  eflitaisehlagen 
insoferne,  als  man  die  Samme  dieser  beiden  ffir  sieh  und  den  Rest  des  Werf hes  rrni  %  wieder  fSf 
sieh  In  eine  Reihe  umgestaltet.  Letzteren  auf  dieselbe  Weise,  wie  die  T^,%,  ^^^^  behan- 
delt wurden,  Erstere  mit  Hilfe  der  Formel: 


(„4)  (fc+*H-l)X-X^.  _  (^^„_ ,)  X'-  X;..  +  l  hk+n-t)  X"       X;_.]  (x-a)  + 


Der  auf  diesem  Wege  ermittelte  Werth  von  !P,  ist  der  Gestalt  nach  dem  (122)  für   % 
congruent,  nämlich: 

(1«5)  5».  =  P.  +  P;  (x-a)  +  K^^^^-+ 


und  es  besteht  für  einen  beliebigen  dieser  Reiheneoefficienten  etwa  den  P^'  eine  der  obigen  (123) 
ähnliche,  auf  dem  eben  angedeuteten  Wege  zu  erhaltende  Formel;  sie  ist: 


P? 


<p^  =  (~iy-kik+i)  ...  (At  +  n-3)  [*<'+"  (-n(*  +  n-2)X  +  («—l)  X^.)  + 

, _  .    .    X„ 


+  p[-n  (*+n-2)  X'  +  (n-1)  X;_.] 


+  »' 


ip-t) 


[|[(*  +  n  -2)  (k+n-i)  X''-(*  +  n-2)  X;..  +  2X'^.] +~| 
(?j[-»(*  +  n-2)X"  +  (»-l)X;_.]  J 


(116) 


G+l)         [-n(Ä+n-2)X<'+'>  +  (n-i)X*::']  J 

r(Ä  +  „_2)  (Ä  +  „_l)  X")  -  (*+n-2)  Xifi.  +  pX«,"-^  -1 
*  [—  »  (Ä  +  n-2)  X^»"^  -I-  (»  _  1)  XW.  J  "*" 

+  *•  [j;:J:t [(*+"- 2) (*+»-«) x"^'^ - (*+n-2) x^r:;')]  i-  x^.]]. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  (118)  aber  wird  dieselbe,  der  rorai 
setzten  Beschaffenheit  von  s  wegen,  das  ein  Genüge  leistender  Werth  sein  soll,   offenbar  idei 
machen  müssen.  Es  wird  sich  also  die  durch  Substitution  erhaltene  Gleichung  in  eine  unbegrenzt 
zahl  anderer  zerfallen  lassen,  indem  man  berechtigt  ist,   die  Coefficienten  der  verschiedenen  Po 
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von  x^  a  je  für  sich  der  Nulle  gleich  zu  setzen.  Das  durdi  eine  solche  Zerlegung  erhaltene  System 
von  Gleichungen ,  die  zur  Bestimmung  von  z ,  z' ,  z" dienen  sollen ,  ist  das  folgende : 

0  =  P. 

0  =  p;  +  p. 

0  =  P;   +  2P'.  +  I.2P, 

0  =  P7+  3P;;  +  2.3P;  +  1.2.3P, 


0  =  p?)  +  pp^T'-  +  p(p-i)  p<r*  +  ...  +p(p-i) iPp 

(1«7) 

0  =  Pi"-+(7i-0P?-'  +  (n-0(«— 2)  P',""- +  ...+(«- 1)  (»-2) IP,^. 

0  =  P(,">  +  mP."--  +  n(n— 1)  Pi»-*'  + 4-  n(?i-l) 2P;_. 

0  =  l».p)  +  pp(p-  +  p  (p_i)  p(p-«)  ^_  .    .  _|_p  (p_i) ö»-n+2)  Pfc"*" 


und  wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  die  n — 1  ersten  unter  ihnen  der  Gestalt  nach  von 
den  darauffolgenden  unterschieden  seien  in  einer  Weise,  die  bei  näherer  Betrachtung  unmittelbar  in 

die  Augen  füllt.  Die  ersten  n  —  1  unter  ihnen  bestehen  nämlich  beziehlich  ans  t ,  2 ,  3  n  —  1 

üliedern;  alle  darauffolgenden  haben  hingegen  deren  n  an  der  Zahl.  Gleichwohl  kann  man  sie  alle, 
die  ersten  n — 1  nicht  ausgeschlossen,  in  der  allgemeinen  zuletzt  stehenden  enthalten  denken,  denn  sie 

gehen  alle  aus  ihr  für  p=  1 ,  2, hervor,  indem  in  den  n—  1  ersten  von  ihnen  jede»nal  eine 

entsprechende  Anzahl  von  Hintergliedem  der  Nulle  gleich  ausfällt.  Entwickelt  man  die  erste  unter  ihnen, 
und  stellt  sie  hin  ia  der  Gestalt,  in  welcher  sie  zur  Bestimmung  von  z'  dienen  kann,  so  hat  man: . 

0  =  7/ (-  «  (ft+n  -2)  X  +  (n-l)  X„_.)  +  z  ((Ä+n-2)  (*+«-!)  X' - (&+n-2)  X;_.  +  X^.).  (1«8) 

Sie  stellt  sich  noch  etwus  einfacher,  wenn  man  bedenkt,  dass  identisch: 

(*  +  n  —  I)  X  —  X;^..  «  0  (1«9) 

sei.  Diese  verschwindende  Grösse  mit  n  —  1  multiplizirt,  dann  zum  Coetflcienten  von  z'  addirt,  ver- 
wandelt sie  nämlich  in: 

0  =  -  (&  -  1)  X.z'  +  [(&4-W-2)  (Ä  +  n-1)  X'  -  (k-k-n-i)  X;..  +  X„..]  z,       (laO) 

und    hieraus    geht  ein  dem  z  proportionaler  Ausdruck    für    z'   hervor,    der  gebrochen    ist  dureh 
(Ä  — 1)X  =  M,.  Wir  wollen  ihn  durch: 

(0 


(134)  »"'  =  ^-'  * 
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andeuten.  Genau  auf  dieselbe  Weise  entwickelt  man  nun  die  zweite  der  Bestimninngsgleichangen  (127) 
und  erhält: 

0  =  (*-l)  (A-2)  X.z"  -  (*-l)  [X'  (k+n-3)  (Ä+n-2)  -  X;_,  (Ä+n-3)  +  X^]  %'  + 

(18«)  X"  X"  -• 

+  |^_(Ä+«-3)(&+n-2)(&+n-l)—  +(&+»-3)(Ä+n-2)-|^'  -(Ä+»-3)XU+X^.Jz. 

Sie  gibt  mit    Benützung    der    vorhergehenden  z"  in    Function  von  z,    gfebrochen    durch 
(&—!)(*  —  2)  X'  =  M,.  Wir  bezeichnen  dasselbe  durch: 

(2) 

(133)  *"  =  s;  * 

Auf  dieselbe  Weise  fiberzeugt  man  sich ,  dass  die  dritte  i'"  liefern  werde  dem  z  proportiooal  und 
gebrochen  durch  (&  — 1)  (&  — 2)  (&  — 3)  X*  =  M,,  so  dass  man: 

(_3) 
M. 

hat  0.  s.  w.  Hieraus  ist  zuvörderst  ersichtlich,  dass  die  Rechnung  mit  der  Ermittlung  eines  einzigen 
particulären  Integrales  beschäftigt  sei,  des  nachfolgenden  in  Gestalt  einer  aufsteigenden  Reihe  erschei- 
nenden nämlich: 

,  =  .[,.y^c.-„)+<|<^-  + ]. 

und  dass  %  die  Rolle  spiele  der  ihm  zukommenden  willkuhrlichen  Constante;  man  sieht  aber  audi  aus 

dem  Baue  der  für  z',  z",  z"% ermittelten  Ausdrucke,  deren  Nenner  Produkte  sind,  aus  immer 

zahlreicheren  Factoren  k^i^  k  —  2,  As  —  3 und  mit  Berücksichtigung  der  vorau^^^etzten 

Beschaffenheit  von  k,  das  eine  ganze  positive  Zahl  sein  soll,  dass  wenn  sämmtliche  Reihencoefflcien- 
ten  ähnlich  gebildet  sind,  man  endlich  zu  einem  von  ihnen  gelangen  wfirde,  der  die  Nulle  im  Nenner 
bekommt,  wo  dann  offenbar  die  Reihenentwicklung  wieder  durch  das  Erscheinen  eines  unendlichen 
Coefficienten  unterbrochen  wird.  Es  ist  daher  wichtig,  sich  Aufschluss  zu  verschaffen  fiber  den  waliren 
Sachverhalt.  Zu  diesem  Zwecke  aber  wird  es  nothig  sein  und  zureichen,  die  allgemeine  (p+i)*^» 
der  Bestimmungsgleichungen  (127)  zu  construiren,  unter  p  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden,  die 
eben  so  wie  k  nach  Belieben  unter  n  —  1  fallt ,  oder  ober  demselben  steht ,  d.  h.  wir  entwickeln  die 
Gleichung : 

(136)    0  =  p^r  +  pPr'^  +  p(p-o  pr*'  + +p  (p-i) (p-n+2)  p^rr*^. 

Eine   oberflächliche  Betrachtung  der  obaugefuhrten  Werthe  von   P^ ,  P, ,  macht  uns 

den  höchsten  Differentialquotienten  von  z  bekannt,  der  in  dieser  entwickelt  hingestellten  Gleichung 
erscheinen  wird;  er  ist  z^^' .  Das  Entwicklungsresultat  wird  daher  offenbar  die  Form  tragen: 

(187)  0  =  M^,z*^')  +  M,^,z')  +  M^.z'-*^  +  +  M^,z 
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d  wird  im  Allg^emeinen  zur  Bestimmung  von  z^^'  in  Function  der  niedereren  DiATerentialqnotienten 

^nei«  es  sei  denn,  dass  M^^  der  Noile  gleich  ausfiele,   in  welchem  Falle  diese  Bestimmungsglei* 

ihren  Dienst  versagt,  weil  man  unendliche  Coeflficientenwerlhe  in  der  Reihe  (121)  nicht  zuzu- 

Willens  ist.  Man  kann  nun  die  ohnehin  etwas  weitläufigen  Entwicklungsrechnungen  theilweise 

vmrehiehmen,  damit  anfangend,  den  Werth  des  ersten  Coefficienten  Mp^.^,  lediglich  die  Glieder  mit 

<^^^^^  beachtend,  zu  construiren,  da  offenbar  die  Kenntniss  dieses  M^^  die  wichtigste  ist  Hiebei  be- 

m^^nt  man  sich  der  Formeln  (126)  und  (123)  t&r  P^^  und  P^/^^  der  ersteren  direct,  der  zweiten 

r,  indem  man  zuerst  9  in  p  — »  umgestaltet  hat,  so  wie  diess  die  Bestimmungsgleichung,  die  wir 

Gegenstande  unserer  Untersuchung  gemacht  haben,    erfordert,  darauf  aber  9  der  Reihe  nach  in 

^M^S.^^  Zahlen:   1,  2,  3, n  — 1  umwandelt,  und  aus  den  auf  diese  Weise  gewonnenen  Werthen 

v-^c»KB  P?\  P?  *\  P^^  ...  Pt^""^^  nur  die  Glieder  mit  z^'^  heraussucht  und  in  die  (136)  substi- 
t:-^caiX^rt  Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zunächst  zu  einer  Formel  für  M^^,  welche  die  folgende  Gestalt 

m^mL^^.  =        (-i)"    *  (*+0 (*+^-3)  [-  n  (*+n-2)  X  +  (n-l)  X«.,]  + 

+  (-.1)«-«*  (*+l) (*+n~4)./i  [-(jj(Ä+n~3)X  +(''7*)  X^]  + 

+  (-1)»-Ä  (ft+1) (ft+n-5),i(p-l)  [-(j)(A+n-4)X  +(^-*)x„..]  +    (138) 

+  .p(p-0    (P-^  +  3)[-(7)    ArX      +      X^,  ]  + 

+  .  P  (P  -  0  (P  -  2)  . . . .    (p  -  n  +  2)  X 

■*"^  ^eser  ist  sie  noch  wenig  geeignet ,  Aufschluss  zu  geben  fiber  die  Werthe  von  p,  für  welche  allen- 
^^^  Hq  ein  Verschwinden  von  M^«  eintreten  kann.  Um  sie  hiezu  durch  eine  passende  Reduction  tauglich 
^  ^^      machen,  nehmen  wir  das  bekannte  verschwindende  Binom  vor: 

0  =  (*  +  n-i)X  —  X«.,,  (139) 

^^^4     setzen  es  den  ahnlichen  X  und  Xji.^  enthaltenden,  in  der  Formel  vorflndigen  und  alldort  in 
^"^^nmiem  eingeschlossenen  binomischen  Ausdrücken  zu,  beziehlieh  multiplizirt  mit: 

»-'■   Ct')-   Ct')    '•   »• 

'^^^      ^Hndiiirt  sich  ans  ihr  X^,.,  und  wir  bekommen  fSr  M^,  den  geschmeidigeren  dem  X  proportiona- 
*^»»     Audmck: 

38 
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r       (— 0"~*  (Ä—1)  *(*+!) (*+n  — 3)  + 

+  (_  1)»-.  ^«-*j  (Ar-  1)  A  (Ä+  1)  (*  +  n-4)  p  + 

140)  M^.  =  X     +  (-  *)"-  ("7*)  (ft-  1)  ft  (Ä  +  1) (&  +  n-5)  p  ö»-  0  + 

—  (n-l)  (Ä-t) />(;>— 0 (p_n+3)  + 

+  P(p  —  i)  0»-«+2)  + 


der  seinerseits  noch  einer  ferneren  Reduction  {Shig  ist.  Um  sie  zu  bewerkstelligen,  fassen  wir  den 
Bruch:  —j^==«'^+'  ins  Auge,  aber  in  folgender  Gestalt  eines  Produkts  aus  zwei  Factoren  ai'.x'*^* 
Wir  differenziren  ihn  (n  —  1)  iMal  in  dieser  Gestalt  vermittelst  der  allgemeinen  zu  diesem  Zweck« 
dienlichen  Formel: 


(141) 


rf"-' 


—  (Pö)  =  P "-)(?  +  (^»Y  «j  p;«-.-(^'  +  ("7  *)  P"-*  Q-  + 


(142) 


dilTerenziren  denselben  aber  auch  in  der  Form  a*-*^^  und  zwar  (n  —  1)  Mal  und  setzen  die  erhal- 
tenen Resultate  einander  gleich;  so  gelangen  wir  zur  Formel: 

(p  — &+1)  (p-h)  (p  — *— I) (p_ft  — n+3)  = 

=  P(P  — 0Ö»-2) (p-n  +  2)  — 

-   (n-1)  (Ä-Op(p-l)  0>-n-|-3)  + 

+  (»-'j(&_i)&.p(p_i)  0'-«  +  4)  - 

+  (- 0"- ("7*  )(Ä-1) &(&+!)  (Ä  +  „_5)p(p-l)  + 

+  (_l)'.-.(^«-j-'j(&_,)Ä(fc+i)  (*  +  n-4)  p        + 


+  (-1)"-' 


(&— l)&(fc-|-l)   (ft^_„_3) 


die  uns  bei  den  gegenwärtigen  Untersuchungen  mehr  als  einmal  von  Nutzen  sein  wird,  und  in 
deren  M^^,  den  sehr  einfachen  und  geschmeidigen  Werth  erhält: 

(143)  M^.  =  (P-&  +  0  ip-k)  (p  —  k-\)  (p_A-«  +  3)  X. 

Er  vermag  nur  dann  der  Nulle  gleich  zu  werden,  wenn  k  ebenso  wie  der  Stellenzeiger  p  eil 
positive  Zahl  vorstellt,  und  zwar  für  die  folgenden  Werthe  dieses  p,  die  h  —  1  an  der  Zahl 

p  =  &— 1,        *,        &+1 A  +  «  — 3. 

Also  nicht  für  solche  p,  die  kleiner  sind  als  k  —  1,  und  auch  nicht  für  solche,  die  k-\-n 
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iViJA^'^i^^li^hil^d^a,  80  würde  sie  uns  wegen  M^^^  =  0  und  z  =  0  zur  Annahme  k(*)  =  0  zwingen.  Das 
durch  sie  unbestimmt  gelassene  z^*^^^  wurde  dann  durch  die  darauffolgende  wegen  M;^^.«  =  0,  z=0, 
z^*^  =  0  der  Nulle  gleich  angegeben  werden,  so  lange  wenigstens,  als  M^^,  von  Null  verschieden  ist 

0 

u.j.s.  Wr«  bis  endlich  die  letzte  von  ihnen  das  £(*+"-*)  der  Nulle  gleich  erklart,  es  sei  denn,  dass 
sein  Coefficient  M^^.„^  verschwinden  wfirde.  Diese  letzte  wurde  sodann  nur  z^'^^*^  willkfihrlkh  lassra, 

und  die  darauffolgenden  späteren  Bestimmungsgleichungen  wärden  fär  z(*+>^o  ^  ^CM«)  ^    dem 

^CAr+n-t)  proportionale  Ausdrucke  liefern.  Die  Folge  hievon  wäre ,  dass  es  nur  ein  einziges  der  Rdhen- 
entwicklung  fähiges  particuläres  Integral  gäbe,  nämlich  das  mit  d^n  Factor  (pD  —  a)*^***  versehene. 
Diess  ist  jedoch  unrichtig,  da  wir  von  dem  Dasein  mehrerer  und  zwar  n — 1  Soleher  ans  anderen 
Gründen  überzei]^t  sind.  Wir  vermuthen  daher,  dass  auch  die  zweite  Verlicalreihe  der  CoeSicienten 
in  den  Gleichungen  (146)  gerade  so,  wie  die  erste  identisch  der  Nulle  gleich  sei  für  ganze  nnd  posi- 
tive Werthe  von  k.  Um  aber  diese  Vermuthung  zur  Überzeugung  zu  erheben,  schreiten  wir  zu  einer 
ähnlichen  Berechnung  des  zweiten  Coeffidenten  M^^  in  der  allgemeinen  Bestimmungsgleichung  (137), 
wie  diejenige  war,  der  wir  den  ersten  von  ihnen  unterworfen  haben.  Es  ergibt  sich  für  ihn  durch 
etwas  weitläufigere  Rechnungsentwicklungen  zunächst  die  folgende  Gleichung  : 


-      (-1)"  *(*  +  !)  (Ä  +  »-i)  + 

+  (-!)"-*  (^)  k(k+i)  (Ä  +  n-2)p  + 

+  (-I)'-(J)  kik+i)  ,  (fc  +  n-~3)p  öi-l)  + 


0  '^ 


X' 


L+ 


pO»-00»-2)  ö»-n+i) 


(147) 


+  XL 


-      (-0"-'  A(A+1)  (k  +  n-2)  + 

+  (_l)»-«(^«-<j  &(&+!)  (&  +  »-3)p  4- 


L+ 


p(p—i)  (p  —  2)  (p-n  +  2) 


■      (— O*"  k(k+i)  (Ä  +  n  — 3)  + 

_j.(_l)'.-«(^«-2)ft(Ä+i)  (Ä+„_4)p  + 

+  (-0"-*("7^)ä(ä+1)  (*+n-5)p(p-l)  + 


L+ 


P  (p-i)  0-2) (p-n  +  S) 
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.  p(p-i)...o-<+o^^^ 

"*"     1  2     ...        t  "-* 


^  p(p-0... (/»-/+!) ^(^.> 


1.2 


(/-l) 
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(-l)"-.  *(&+!)....  (*+„- 3)  + 

+  (_l)»-.(»-2W+l). . .  .(A-Hl-4)  0»-/)  + 

+  (-0"-*("7^ )*(*+«) • . .  .(A+n-5)ö>-0(p-'--l)-l- 

L+      {p-f)(v-t-i)....{p~t-n-\-i) 
■     (-1)»-  &(Ä+i)....(Ä+„_4)  + 

+  (-l)"-*("7^)*(Ac+l). . .  .(A+n~5)(p-/)  + 

_+     (p-0  (p  —  t~0  •        (p-t  —  n^-A) 


-     (_!)«-'-»  &(ft+l)...(Ä+n— f-3)  + 

+(-t)»-'-("~/-^)*(*+l)...(&+n-/-4)ö>-0  + 


L+       (p-0  (p  — /-O  ....  0»-»  +  3) 


dann  aber,  die  Coefiicienten  mit  Hilfe  der  (142)  reduzirend,  zur  folgenden  einfacheren: 

M^.  =  P  (p-i)  (P-2) (p-t+i)  (p-t-k)  09-/-Ä— 0 (p-ft-n+i)  X 


(150)       X  (p  —  k—n  +  3) 


1 


2.3...  (/+!) 

1 
2.3...  (/+1) 


0»  — &-n  +  2) (p  — *  — n  — *+i)  X('+" 

(P  — *-«  +  2) (p_As-n  — /  +  2)  X£::' 


+  j^ ^   (p-Ä-n  +  2) (p-k-n-t+3)Xtt 


-"I"  ^n-l-t 


Sie  kelehrt  uns,  dass  M^j  der  Nulle  gleich  werde  niclit  nur  für  p=o»p  =  i,  p=r#~i, 

d.  h;  in  den  Werthen  der  Anfangseoeffieienten  z\  z'\ ,  wa  diess  übrigens  an  und  für  »eh 
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^lar  ist  und  aus  der  Gestalt  der  Ausdrucke  für  P« «   ^i unmittelbar  erhellt ,   sondern  auch 

gioeb  (Br  eine  andere  Reihe  von  Werthen  des  Stellenzeigers  p,  nämlich: 

p  =  k  +  t,        fc  +  /+l,         *  +  n  —  3, 

30    dass  also  auch  die  folgende  Gruppe  von  mit  M  bezeichneten  Coefficienten  verschwindet: 


M^f^-i  ♦  ^k-H-^t  »  ^k^tt-t' 


I>i€»s  sind  aber  gerade  die  zur  (#  +  2)^  Verticalreihe  in  der  Formelgruppe  (146)  gehdrq;en  M,  und 


sehHessen  hieraus  endlich,  dass  alle  in  derselben  die  Bezeichnung  M  tragenden,  gleichsam  ein 

n  (n  —  1 ) 

I>raeek  bildenden  Coefficienten ,  im  Ganzen  — ^^ an  der  Zahl  der  Nulle  gleich  werden.  Nach  die- 
sen Erhebungen  können  wir  es  bereits  versuchen ,  Aufsehinss  zu  erhalten  Aber  die  Darstellbarkeit  oder 
Miehtdarstellbarkeit  des  einen  partienlaren  Integrales  in  Reihenform,  das  den  Divisor  (x  —  a)*  besass 
^ind  darch  Nultiplication  mit  dieser  Potenz  davon  befreit  wird ,  und  auch  insoferne,  als  es  der  Reihen- 
ntwidclnng  nicht  widerstreben  sollte,  über  den  Bau  seiner  Coefficienten.  Zuvörderst  ist  nachgewiesen, 

^ss  der  Auffindung  endlicher  Werthe  von  z\  z'\   s^^^^  niemals  ein  Hinderniss  im  Wege 

<tdie;  es  Usst  sich  also  %  bis  zu  demGliede  mit  (x  —  aY'*  ohne  Anstand  in  eine  Reihe  entwickeln, 
^^^^  jedoch,  welches  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (146)  zu  ziehen  ist,  bekommt,  wie  bereits  ge- 
^gt ,  den  Coefficienten  Null ,  und  erhält ,  weil  (k)  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden  wird ,  einen 
iBieodliehen  Werth.  Die  für  «  aufgestellte  Reihe  wird  daher,  angefangen  vom  (/?+l)^n  Gliede,  zur 
lk>rstellang  dieses  particulären integrales  unbrauchbar,  und  man  wird  dem  lästigen  Unendliehwerden 
von  zC*)  {n  ^j>  "Regel  nur  dadurch  entgehen  können,  dass  man  auch  %  =  0  nimmt,  oder  mit  anderen 
Worten,  dieses  eine  Integral,   mit  dessen  Entwicklung  man   sich  beschäftigt  hat,  abschafft.  Hiemit 

werden  aber  alle  n— 1  Gleichungen  (146)  für  beliebige  z^*\  z(*+'>, 2^*+»-«)  identisch  erfnilt. 

I^iese  Coefficienten  bleiben  daher  willkilhrlich ,  und  können  in  der  ferneren  Rechnung  die  Rolle  von 
hitegrationseonstanten  übernehmen.  Die  auf  die  (146)  folgenden  Bestimmungsgleichungen  liefern  nun  far 

*^*^^*\  j^(*tji)^ jjg^lj  ji^en  n— 1  Constanten   lineare  Werthe,  folglich  ist  die  fernere  Rech- 

^^^  mit  der  Entwicklung  von  n— 1   neu  aufgetretenen  partieulären  Integralen   beschäftigt,   denen 

^»Äiehlich  die  constanten   Pactoren  z^*\  z^*+*^  r^^*^-»-»)  angehören,  und  die  dem  zufolge  der 

**^,  (ife  +  1)^",    (A  +  n  —  2)*«"  Potenz  von  x  —  a  proportional  sind.   Das  Alles  aber  haben 

^r  bereits  früher  gewusst  und  auch  vorhergesagt.  Mit  dem  einen  partieulären  Integrale  jedoch ,  um 
^^ssenwillen  ¥rir  die  gegenwärtige  Rechnung  eben  einleiteten,  hat  es  jedoch  eine  noch  räthselhaft 
*^heinende  Bewandtniss. 

Es  ist  nicht  immer  nSthig,   z  =  0  anzunehmen,  wenn  man  z^^^  unbestimmt  und  endlich 

*^l)en  will;  es  kann  gelegentlich  auch  (ft)  =  0  sein,  und  dann  ist  die  erste  der  Gleichungen  (146) 

^^t"  jedes   z   und  z^*^   identisch  erfüllt.   Diess  genügt  aber  noch  durchaus  nicht  zur  Darstellbarkeit 

^^n  «  in  Reihenform,  denn  jetzt  gibt  die  zweite  der  Gleichungen  (146)  einen  unendlichen  Werth  von 

^  '^'^^\  es  sei  denn,  dass  auch  (&+l)  =  0  ausfallt,  in  welchem  Falle  auch  dieser  zweiten  identisch 

•lögt  ist.  Nun  kommt  aber  im  Unendlichwerden  die  Reihe  an  den  durch  die  dritte  Gleichung  be- 
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stimmten  Werth  von  z^*+'\  es  wäre  denn,  dass  identisch  (ä  +  2)  =  0  ist.  Mit  einem  Worte,  es  ist 
zur  Darstellbarkeit  dieses  einen  %  in  Reihenform  nothwendig,  dass  zwischen  den  constanten  Parametern 
der  Differentialgleichung  die  n^l  Bedingungsgleichungen: 

(&)  =  (*+!)= =  (Ä  +  n  -  2)  =  0 

erfüllt  seien,  und  ist  auch  nur  einer  einzigen  unter  ihnen  nicht  Genüge  geleistet,  so  bort  auch  die 
Darstellbarkeit  von  z  in  Reihenform  auf.  Nach  den  analytischen  Erfahrungen,  die  wir  im  vorigen  und  in 
diesem  Paragraphe  gemacht  haben,  liegt  wohl  die  Vermuthung  sehr  nahe,  dass  diess  gewissen  Trans* 
eendenten  zuzuschreiben  sei,  die  sich  in  dem  Integrale  vorfinden.  Es  biethen  sich  aber  auch  alsogleich 
die  Fragen :  Ist  diess  ein  blosser  log  (x  —  a)  und  wenn  so,  wie  ist  es  möglich,  dass  die  Nichtanwesen- 
heit  dieser  einzigen  Transcendente  in  einer  einzigen  Function  von  n —  1  Bedingvngsgleichungen  abhängt? 
oder  sind  vielleicht  deren  mehrere  wesentlich  von  einander  verschiedene  voriianden ,  wie  log(x — a), 

log*(x--d),  log*(x  —  a), und  wenn  dem  so  wäre,  welche  ist  ihre  Beschaffenhdt,  Zahl  und 

Anordnung?  Unsere  bisherigen  Betrachtungen  geben  zur  Beantwortung  dieser  Fragen  keinen  Anhaltspmiet 
und  es  stellt  sich  lediglich  als  entschiedene  Thatsache  heraus,  dass  ein  particuläres  Integral  einer 
Differentialgleichung,  welchem  ein  Nenner,  wie  (x  —  a)*  zugefallen  ist,  dessen  k  eine  ganze  positive 
Zahl  vorstellt,  der  directen  Entwicklung  in  Reihen  widerstrebe  und  zwar  nicht  nur  w^[en  dieses  Nen- 
ners, sondern  noch  uberdiess  wegen  gewisser  anderer,  annoch  zu  ermittelnder,  darin  enthaltenen 
analytischen  Elemente,  die  einer  solchen  Entwicklung  widerstreben,  und  deren  Abwesenheit  durch 
die  n — i  Gleichungen  (146)  bedingt  ist,  und  doch  wurden  uns  die  hierortigen  Untersnchung^  sehr 
wenig  nutzen,  wenn  wir  nicht  im  Stande  wären,  die  obigen  Fragepuncte  zu  erledigen.  Es  mnss  nns 
daher  sehr  darom  zu  thun  sein,  über  dieselben  ausfuhrlichen  Aufschluss  zu  erhalten.  Zu  diesem  Zwecke 
bringen  wir  uns  in  Erinnerung,  dass  auch  im  vorhergehenden  Paragraphe,  als  wir  es  zu  thun  hatten 
mit  einem  particulären  Integrale ,  welches  den  Factor  (x  —  a)^  besass ,  und  durch  seine  Anwesenheit 
alle  übrigen  der  Herrschaft  der  Mac-Laurin'schen  Formel  entzog,  wenn  nicht  n  —  i  Bedingnngs- 
gleichungen  walteten,  die  durch  Auftauchen  unendlicher  Coeffieienten  unterbrochene  Reihenentwicldung 
keineswegs  geeignet  war,  diese  analytische  Erscheinung  zu  erklären,  und  dass  wir  uns  genothigt 
sahen,  die  Befreiung  der  Differentialgleichung  von  dem  einen  in  Reihenform  darstellbaren  Integrale  zu 
bewirken.  Dieser  Kunstgriff  ist  es  nun,  der  auch  gegenwärtig  von  Erfolg  zu  werden  verspricht,  nur 
scheint  seine  Anwendung  schwieriger,  weil  es  nicht  ein  einziges  particuläres  Integral,  sondern  deren 
n — 1  an  der  Zahl  gibt,  die  hier  direet  entwickelbar  sind,  wir  folglich  von  allen  n  —  1  solchen  be- 
freien müssen ,  enthalten  in  der  Formel : 

(151)  y  =  c,y,  +  c,y,  (x  —  a)  +  c,y,  (x -- ay  +  +  c^nVn-.  (a?  — a)—. 

Es  geschieht  diess  bekanntlich  durch  die  Methode  der  Variation  der  Constanten,  in  deren  Gefolge  die 
Auflosung  eines  Systemes  von  Gleichungen  des  ersten  Grades  und  die  Integration  mehrerer  Elimina- 
tionsgleichungen erscheint,  Rechnungsoperationen,  deren  wirkliche  Durchfahrung  wohl  bedeutenden 
Schwierigkeiten  unterliegen  durfte.    Es  geschieht  jedoch  oft  auf  dem  Gebieüie  der  Analysis,  dass  ein 
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r^wissesReehnungsresultat,  zu  welchem  man  in  alier  Vollständigkeit  nur  scliwer  oder  gar  nicht  zu  gelau- 
im  Standeist,  seiner  Form  nach  doch  mit  Leichtigkeit  mit  Hilfe  sehr  einfacher  Betrachtungen  erkannt 
^MM  w^erden  vermag,  dass  sich  also  gewissermassen  etwas  in  der  Ausführung  schwer  und  in  der  Idee  sehr 
S^jobt  herausstellen  kann,  und  diess  ist  hier  gerade  der  Fall.  Man  erhebt  sich  nämlich  vermittelst  der 
oi^^i'^ähnten  Methode  der  Variation  der  Constanten  von  dem  unvollständigen  Integrale  (151)  zu  dem  voll- 
^räncligen,  mit  n  Constanten  versehenen  dadurch,  dass  man  die  Coefficienten  c«,  c, ,  ...  C;,.,  auf  pas- 
^;«ade  Weise  in  Functionen  von  x  umgestaltet.  Jede  von  ihnen  wird,  wenn  man  den  in  der  Methode 
l^^zeichneten  V^eg  geht,  gegeben  durch  eine  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  die  sich  aber, 
^WFeil    sie  kein  undifferenzirtes  c  enthält,  wie  eine  der  ersten  Ordnung  behandeln  und  integriren  lässt 

Alle  zur  Bestimmung  von  c^ ,  c» ,  c,^,  dienenden  Gleichungen ,  erhalten  durch  einen 

l.^U9^iHrierigen  Eliminationsprocess,  kommen  nämlich  vor  in  der  Gestalt: 

c"  —  öc'  =  0,  (158) 

^^l^wo  9  eine  Function  von  x  andeutet,  die  aus  den  j^^,  j^, , y,^  und  ihren  Differentialquotien- 

^^i^  algebraisch  zusammengesetzt  ist,  und  somit  noch  keinen  Logarithmus  enthalten  kann.   Integrirend 

^rliat  man: 

ysdx 
C  =  €?        ,  (153) 

'^^'Bl^ra  sieh  auch  noch  kein  Logarithmus  vorfindet,  weil  der  etwa  durch  die  Integration  von  bdx  er- 
^^Ugte  alsogleich  eine  Verwandlung  erfahrt  in  einen  Factor  der  Exponentialgrösse  und  erst: 

c  =f  dxe  (154) 

"^^^irmag  einen  solchen  wirklich  zu  enthalten.  Auch  der  Divisor  x  —  a  wird  jedem  der  Werthe  von  6 
^^^  wiederholten  Malen  angehören,  weil  es  sonst  kein  particuläres  Integral  geben  könnte  mit  dem  Nen- 
*^^**  {x — a)*,  was  wir  doch  gegenwärtig  voraussetzen.  Aus  diesen  Überlegungen  leiten  wir  jetzt  der 
■*^o«n  nach  folgendes  System  von  Werthen  für  c^ ,  c» ,  c,,_,  ab : 


(156) 


jetzt  das  bereits  completirte  allgemeine  Integral  folgendermassen  aussieht: 

y  =  c^Vo  +  c,y,  ix  —  a)  + +  c^,y„-,  (x  —  a)"-  + 

^   wird  hier  nicht  in  Abrede  gestellt,  dass  einige  der  Functionen:  9^,  9,, aufsteigend  nach 

^  ^ —  a  in  Reihen  umgestaltet  auch  anfangen  können  mit  anderen ,  höheren  als  der  0^««  Potenz  dieses 

'i'kmiis.  9«  jedoch  muss  anfangen  mit  einer  Constante ,  9i «  9, 9  <^n^t  aber  können  höchstens 

mit  der  l*^<^n,  2^'>,  (n  —  3)^»  Potenz.    Die  Ursache  hievon  wird  sich  alsogleich  klar 

'^^nsslellen,  und  es  thut  auch  ein  solches  Vorkonunen  an  und  für  sich  wenig  zur  Sache. 
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Die  eben  hingestellte  Form  des  allgemeinen  Integrales  beantwortet  nun  vollständig  die 
gestellten  Fragen,  und  gibt  Aufechluss  über  die  Beschaffenheit  der  n— 1  Bedingangsgleichongen. 
jenige  Transcendente ,  welche  die  Entwicklung  in  Reihen  des  einen  particulären  Integrales  hinder 
nämlich  der  einzige:  log(x  —  a).  Er  erscheint  jedoch  in  allen  n — 1  Bestandtheilen  desselben 
die  Ansicht  der  zweiten  Reihe  der  Formel  (156)  lehrt,  denn  es  besitzen  die  Ausdrucke: 

j9o 9t  2£ 


(x— a)*'        (a?-a)*+* (x  — a)*^*^' 

in  der  Regel  beziehlich  Glieder,  wie  folgt: 


X  —  a  x—  a  X  —  a 

Sie  sind  beziehlich  das  &^«  ,  (&  +  1)« «  ,    (k  +  n  —  2)««    in  ihren   Reihen.   Multiplizirt  nu 

mit  dx  und  integrirt  sodann,  so  erhält  man  aus  jedem  von  ihnen  einen  Logarithmus.  Der  mit 
Nenner  (x  —  a)*  versehene  particuläre  Werlh  enthält  also  mehrere  logarithmische  Glieder. 
Summe  ist: 

(157)  [a,y,  +  a,y,  {x  —  a)  +  V a,^tyn^t  (x  — a)""*]  log  (ar  — a), 

und  es  kann  offenbar  jede  Spur  dieser  Transcendente  aus  denselben  nur  dann  herausfallen ,  wenn 
zu  gleicher  Zeit: 

(158)  «0  =  0,    «4  =  0,     a^,  =  0 

hat.  Hier  wären  also  unsere  n  —  i  Bediugungsgleichungen  und  man  sieht  klar,  wie  es  kommen 
dass  sie  alle  nur  von  der  Nichlexistenz  einer  einzigen  Transcendente  sprechen  können,  imgleiehei 
es  komme,  dass  die  Reihenentwicklung  durch  eine  Gruppe  von  n — 1  aufeinanderfolgenden  u 
liehen  Coefficienten  unterbrochen  wird.  Jetzt  sind  wir  im  Stande,  auch  eine  allgemeine,  aus 
stimmten  Integralzeichen  zusammengeffigte  Integralformel  aufzustellen,  welche  abermals  die  j 
Bedingungsgleichungen  des  Nichtvorhandenseins  einer  einzigen  Transcendente  log(x  —  a)  versini 
in  einer  etwas  anderen,  aber  der  Klarheit  der  Anschauung  nicht  minder  zuträglichen  Weise.  ] 
nämlich  eine  derjenigen,  die  wir  bereits  im  vorhergehenden  Paragraphe  unter  (59)  angeführt  1 
und  zwar  die  letzte  der  alldort  Ersichtlichen ,  nämlich : 


(159)  y  =  v.fv^dxfyj.dx    fvn-,  dxfj^^ 


Vnäx 


In  der  That,  man  denke  sich  die  t;^,  i;, ,  ...  t)„  in  Reihenform,  und  zwar  aufsteigend  nach  a 
geordnet,  sodann  aber  alle  angedeuteten  Integrationen  wirklich  durchgeführt  Man  wird  diese  Red 
^®"  /  7 —  \k^n-i  anfangen  müssen  und  wird  bei  dieser  ersten  Integration  ein  einziges  logs 
misches  Glied  gewinnen ;  wir  wollen  es  durch  a,  log  (x  —  a)  bezeichnen  und  zu  dem  bemerken, 
ihm  ein  Polynom  vorangehe  von  k  +  n  —  2  Gliedern,  die  alle  x  —  a  im  Nenner  besitzen.   Nun  i 


Integrationsmethoden.  ^7 

pf tziren  wir  das  so  erhaltene  ganze  Resultat  mit  rj^i  dx  nnd  integriren  es ,  so  erhalten  wir  logarith- 
mj^elie  Glieder  von  zwei  Sorten,  denn  einmal  bekommt  man  ein  solches  aus  der  Integration  von 
^^  i/,«-!  toS^(^  — «)rf^»  *^nß  nwin  hat  theHweise  integrirend: 

JVn-i  log  (x-a)  dx  =  log  {x  —  a)Jr)n-,  dx  —J——J^^^  dx.  (160) 

und  i^iÄ  sieht  zugleich,  well  /i;„_,ite  bereits  mit  der  ersten  Potenz  von  x  — a  anfangt,  oder  mit 
anderen  Worten,  aus  Gliedern  zusammengesetzt  ist,  deren  Gradzahlen  die  der  in  i;^^  befindlichen 
um  A\t  Einheit  überschreiten,  dass  durch  diese  zweite  Integration  der  aus  der  ersten  hervorgegangene 
i€>gQ^ii  —  oi)  nicht  abgeschafil,  sondern  um  einen  Factor  x—ct  bereichert  worden  ist,  andererseits 
aber  kommt  noch  ein  neuer  Logarithmus  dieser  Art  zum  Vorschein,  weil  das  oben  genannte,  aus 
fc-l-  ^«  — 2  Glieder  zusammengesetzte  Polynom  mit  7;„_i  multiplizirt ,  abermals  ein  Glied  liefern  wird 
von    der  Form ,  welches  mit  dx  multiplizirt  und  integrirt  abermals  ein  Glied  a,  log  {x  —  a) 

X  ~~~  OL 

liefeni  wird.  Nun  kommt  die  Multipllcation  mit  rjn^^dx.  Die  darauffolgende  Integration  setzt  dann  zo 
einem  jeden  der  früheren  zwei  logarithmischen  Glieder  einen  Factor  x  —  a  und  erzeugt  zudem  ein 
neues  der  Art  a^log{x  —  a)  u.  s.  f.  bis  man  alle  derartigen  n— l  Operationen  erschöpft  hat,  in 
dereo   Gefolge  n — 1  logarithmische  Glieder  auftreten  und  zwar  die: 

«»-1  %  (a?  —  a) ,    a^^  ix  —  ix)  log  (x  —  öL),     a,  (a^  —  a)»-«  log  {x  —  a), 

von  i^elehen  der  in  Rede  stehende  Werth  von  y  nur  dann  ganz  frei  erscheint,  wenn  die  n  ~-  1  Bedin- 
S^ngsgleichungen : 

ö«  =  Ö3  =     =«„_,  =  a«.,  =  0  (161) 

^■^Itt  sind.  Hieran  lassen  sich  noch  folgende  Bemerkungen  anfügen:  Die  Form  (159)  ist  nicht  die 
einzige,  welche  das  allgemeine  Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  anzunehmen  vermag;  sie  ist 
'^^^  diqenige,  der  die  folgendermassen  geordnete  Gruppe  von  Werthen  von  k  entspricht: 

*  =  0,    ~  1,    —2 — n  +  2,    &, 

^^    kann  daher  gelegentlich  ersetzt  werden,  auch  wenn  gar  keine  Bedingungsgleichung  erfällt  ist, 

^^^ch  so  viele  andere ,  als  das  Product  1.2  n  —  1  Einheiten  enthält.  Sie  werden  sich  aber  da- 

^^fdi  von  der  (159)  wesentlich  unterscheiden,  dass  sie  einer  Differentialgleichung  mit  einem  einzigen 
^^tor  des  ersten  Coefficienten  nicht  eigenthümlich ,  sondern  nur  gelegentlich  angehören.  Wäre  einer 

^^e^  einigen  der  Bedingungsgleichungen  (161),  etwa  9  solchen  identisch  Genüge  geleistet;  so  könnte 
^^^tatt  der  letzten  und  in  jedem  Falle  giltigen  Hauptformel  (159)  irgend  eine  der  früheren,  oder  eine 

^•^niiche  gesetzt  werden,  in  der  das  mit  dem  Nenner  (x — a)*  versehene  particuläre  Integral  nicht 
^11  letzten  nf^  Platz  einnimmt,  sondern  den  (n  —  0^"  und  nicht  von  n  •—  1  Integralzeichen  beherrscht 

^^"^^i^ ,  sondeni  nur  von  n  —  9  —  i  solchen ,  und  jetzt  sind  wir  bereits  im  Stande ,  die  volle  Bedeutung 
'^es  Divisors  {x — a)^  unter  k  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden,  der  gehörig  ist  zu  irgend  einem 
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Integrale  and  den  Nutzen,  der  daraus  uns  entspringen  kann,  klar  einzusehen.  Die  Bedeutung  ist  eine  flu 
liehe,  wie  die  eines  Factors  (x — a)\  Es  weisen  namlieh  beide  hin,  auf  eine  Transcendente  log(x — c 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  diese  gerade  in  dem  Integrale  nicht  enthalten  ist,  welches  den  Factor  hs 
sondern  in  den  übrigen,  während  sie  ausschliesslich  denjenigen  angehört,  das  den  Divisor  trägt.  Bedingn] 
gen  der  Nichtexistenz  dieser  Transcendente  bestehen  n — 1  an  der  Zahl  in  beiden  Fällen,  allein  sie  zwii 
gen  im  ersteren  nur  zur  Annahme  eines  einzigen  Integralzeichens,  während  sie  im  anderen  in  der  Reg 
n — 1  solche  gebietherisch  erheischen  und  falls  9  Bedingungsgleichungen  erfüllt  wären,  mindestens  n — «— 
solche  im  allgemeinen  Integrale  fordern.  Ein  Divisor  (x  —  «)*  lehrt  daher  mehr  und  spricht  präciser  a 
ein  Factor  (x — a)\  verdient  sohin  ein  sorgsameres  Augenmerk.  Um  sich  von  dem  Nutzen,  den  er  g< 
währt,  einen  vorläufigen  BegrifT  zu  machen,  stelle  man  sich  ein  Int^ationsverfahren  vor,  welche^  ; 
folgender  Weise  eingeleitet  wird:  Man  sucht  bei  einer  DilTerentialgleichung  der  n*««  Ordnung  ii^i 
ein  particnläres  Integral,  vielleicht  dasjenige,  welches  sich  am  leichtesten  auffinden  lässt,  vielleicht  s< 
gar  in  geschlossener  Form.  Es  heisse  y  =  rj^.  Man  befreit  die  Gleichung  davon  durch  die  Substitntion 

oder  eine  andere  passendere.  Die  Transforrairte  in  «  ist  jetzt  von  der  Ordnung  n  — 1.  Hat  daher  jen 
in  y  ein  particnläres  Integral  mit  dem  Nenner  (x  —  a)*;  so  ist  ein  solches  gemeiniglich  auch  voi 
banden  als  Bestandtheil  von  z.  War  keine  der  n— 1  Bedingungsgleichungen  der  direeten  DarsleE 
barkeit  in  Reihenform  bei  der  in  y  erfüllt;  so  bestehen  bei  jener  in  z  solcher  Bedingungsgleichunge 
doch  nur  n  —  2  an  der  Zahl  und  gab  es  in  der  ersteren  n  —  s — 1  unerfüllte;  so  wird  die  zweil 
deren  n  —  s  —  2  aufweisen.  Suchen  wir  nun  von  der  Gleichung  in  »  ein  zweites  particnläres  Int^r: 
z  =  rj^  und  befreien  von  demselben;  so  wird  die  Anzahl  der  oberwähnten  Bedingungsgleichnngf 
offenbar  wieder  um  die  Einheit  geringer.  Sie  wird  sieh  sohin  nach  einer  gewissen  im  Vorhinein  b 
kannten  Anzahl  solcher  Befreiungen  endlich  zurückziehen  auf  Null  und  es  wird  somit  der  Platz  ang< 
deutet  sein,  an  welchem  man  das  eine  mit  dem  Nenner  (x  —  a)*  versehene  particuläre  Integral  allei 
falls  zu  suchen  berechtigt  ist.  Diess  ist  aber  ein  Vortheil  aus  dem  Grunde,  weil  die  Bedingungen  d( 
Existenz  einer  geschlossenen  Form  für  der  ersten  Classe  angehörige  ganze  und  gebrochene  Functions 
nicht  dieselben  sind,  weder  der  Form  noch  der  Anzahl  nach,  und  der  Vortheil  besteht  darin,  dass  mx 
in  der  Lage  ist,  vergebliche  Untersuchungen  zu  vermeiden.  Vergleicht  man  die  Hauptform  (43)  d 
vorhergehenden  Paragraphes,  die  sich  uns  darbolh,  als  wir  einen  Genüge  leistenden  Werth  voran 
setzten  mit  dem  Factor  (x  —  a)^,  mit  deijenigen,  zu  der  wir  hier  gelangt  sind,  der  (159)  nämlie 
und  die  einem  Genüge  leistenden  Werthe  entspricht  mit  dem  Nenner  {x — a)*;  so  sieht  man,  da 
Ersteres  sich  unter  allen  den  ersten  Platz,  Letzteres  hingegen  lieber  den  allerletzten  aneignet  Konm» 

Factoren,  wie  (x  —  a)*  in  mehreren  Integralen  vor  mit  ganzen  und  positiven  Exponenten  Ä„  A, 

so  nehmen  sie  gern  die  Stellen  ein,  die  ihnen  ihren  numerischen  Werthen  nach  naturlich  zukomme 
so  jedoch,  dass  die  grösseren  vorangehen,  die  geringeren  nachfolgen.  Es  entsteht  nun  die  Frag 
welches  das  Verhalten  sein  werde  mehrerer  gelegentlich  vorhandener  particulärer  Integrale  mit  d 
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(167) 


(168) 


die  erstere  den  Vorzug  allgemeinerer  Giltigkeit  besitzt    In  ihr  nimmt  der  den  Divisor  (x  —  a^^^^ 

T^ — :-  bereits 
{x  —  ay 

das  zweite  Glied  logarithmiseh  ausfällt,  so  wird  offenbar  sich  dasselbe  sagen  lassen  auch  von  diesem 
letzten  particulären  Integrale,  und  es  wird  schon  der  zweite  Coefficient  z'  seiner  Reihenentwicklang 
einen  unendlichen  Werth  annehmen  mfissen,  so  wie  es  in  der  Regel  auch  wirklich  der  Fall  ist  Die 
zweite  dieser  Formen  hingegen  erscheint  als  eine  speciellere,  nur  dann  geltende,  wenn  die  Bedingungps- 
gleichung  [l]  =  0  erfüllt  ist  In  ihr  ninmit  der  in  Rede  stehende  Bestandtheil  den  vorletzten  Platz  ein, 
und  die  ihn  darstellende  Reihe  vermag  erst  nach  dem  (ft.  +  !)<»<«»  Gliede  einen  unendlichen  Coefficien- 
ten  zu  erhalten.  Um  jedoch  genauere  Einsicht  zu  erhalten  in  den  wirklichen  Sachverhalt,  wird  es 
nothwendig  sein  und  genfigen,  die  allgemeine  unserer  Bestimmungsgleichungen,  die  (137)  nämlich  ins 
Auge  zu  fassen,  die  frfiher  zur  Bestimmung  von  %^^'^  gedient  hat  Bei  dem  durchgängigen  Verschwin- 
den von  Mp^^  jedoch  den  Werth  gibt  des  nächst  niedrigeren  Coefflcienten  z^''^  der  gebrochen  ist  durch 
M^^,  so  dass  also  %^^^  nur  dann  unendlich  erscheint,  wenn  BL^.^  verschwindet  Für  diesen  Coeffl- 

0  0 

cienten  besteht  aber  die  Formel  (148)  in  voller  Richtigkeit,  nur  wird  man  sie  durch  Subtraction  des 
identisch  verschwindenden  Gleichungspolynomes  (163)  von  dem  darin  befindlichen  ähnlichen  Trinome 
mit  Beziehung  auf  die  ähnliche  Beziehungsgleichung  (164)  noch  einfacher  stellen  können,  wie  folgt: 

06»)  M^,  =p  (p-A,)  (p-A,-l) (>,-.Ä,-n  +  3)  (/I  +  A.-AJX'- 

0 

Dieser  Coefficient  wird  also  der  Nulle  gleich,  erstens  für  p  =  0,  allein  dieser  Werth  des  Stellenzei- 
gers p  hat  für  uns  keine  Bedeutung,  da  wir  keine  0^  Bestimmungsgleichung  besitzen,  ferner  zwei- 
tens für  die  folgende  Gruppe  unmittelbar  auf  einander  folgender ,  im  Abstände  von  einer  Einheit  von 
einander  stehenden  Zahlwerthe: 

p  =  A, ,        Ät  +  1 A,  +  n  —  3 , 

woraus  folgt,  dass  die  folgenden  n  —  2  Coefficienten  der  Nulle  gleich  seien: 

0      *  0       *  0       *  0      * 

Sie  gehören  in  eben  so  vielen  successiven  Gleichungen  beziehlich  zu  z^*»\  z^*»+'^,  ^(*.+n-»)^ 

welche  daher  alle  unendliche  Werthe  bekommen.  Endlich  wird  M^^  auch  noch  verschwinden  für 
p=^k^  —  A, ,  was  fibrigens  offenbar  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  A^>A,  ist  Es  ist  daher  auch 
noch  Mff  _y^  ^.j  =  0  und  folglich  z^*»""*«^  unendlich.  Um  den  Inbegriff  aller  verschwindenden  Coeffieien- 
ten  M  vollständig  kennen  zu  lernen,  sind  wir  nun  noch  genöthigt,  die  ebenfalls  vollkommen  richtige 
Formel  (150)  ffir  M^^  ein  wenig  ins  Auge  zu  fassen.  Man  sieht  sehr  bald,  dass  sie  keine  Verän- 


derung  erleide,  dass  folglich  alles  das  an  einem  früheren  Orte  Gesagte  von  derselben  auch  hier  gelte. 
Es  verschwindet  nämlich  allgemein  die  folgende  Coefficientengmppe; 

für  alle  t  won  t=i  angefangen  bis  t  =  n  —  3.  Sie  bilden  sämmtlich  in  einer  Pormelgmppe ,  wie  die 
(146)  ein  gewisses  Dreieck ,  aus  dem  man  sich  jedoch  die  erste  Verticalreihe  und  mit  ihr  die  oberste 
Gleichung  als  gestrichen  denken  muss.  Diesem  Umstände  zufolge  wird  auch  die  Anzahl  der  Bedin- 
gungsgleichungen, unter  welchen  die  a^*«\  z^*•+*^  .....  z^*»^'^^  keine  unendlichen  Werthe,  son- 
dern unbestimmte  erhalten,  um  die  Einheit  geringer  und  gleich  it  — 2.  Alles  dieses  entspricht  voll- 
kommen der  obangeführten  Form  des  allgemeinen  Integrales  (167)  und  (168),  und  belehrt  uns,  dass 
in  der  Regel  das  particuläre  Integral  mit  dem  Nenner  (x  —  a)*>,  also  mit  dem  numerisch  kleineren  k 
dem  anderen  mit  dem  Nenner  (x  —  a)*^  versehenen,  sohin  mit  dem  numerisch  grosseren  k  vorangehe, 
oder  fasst  man  alle  Potenzen  von  x  —  a  mit  ganzen  Exponenten ,  welche  als  Factoren  oder  Divisoren 
der  verschiedenen  particulären  Integrale  dastehen  und  in  den  Anfangscoefficienten  der  Differentialglei- 
chung durch  einen  Multiplicator  x  —  a  repräsentirt  sind,  insgesanmit  als  Factoren  auf  mit  den  positiven 

und  negativen  Exponenten  A^,  A. —k^  —  ft, ,  so  sind  sie  absteigend  geordnet,  wenn  man  die 

Voraussetzung  zu  Grunde  legt,  dass  von  zwei  negativen  Zahlen  diejenige  als  die  grössere  betrachtet 
wird,  die  den  kleineren  numerischen  Werth  hat.  Wir  glauben  nicht  nothig  zu  haben,  von  dieser  Regel 
den  allgemeinen  Beweis  noch  durch  die  Betrachtung  des  Falles  zu  stutzen,  wo  die  Anfangscoefficienten 

p,  p  —  1, 2,  1,  0  Factoren  x  —  a  darbiethen  und  die  algebraische  Gleichung  in  k  einige  oder 

alle  Wurzeln  ganz  und  positiv  besitzt ;  wir  meinen  vielmehr,  unsere  Untersuchungen  seien  hinreichend, 
um  auf  Grundlage  derselben  alle  logarithmischen  Transcendenten  namhaft  machen  zu  können,  die  sich  in 
der  allgemeinen  Integralformel  einer  bestimmten  Differentialgleichung  allenfalls  vorfinden  können. 

Vor  allem  anderen  ist  es  klar,  dass  kein  log  (x  —  a)  im  Integrale  einer  Gleichung  erschei- 
nen könne,  wenn  sich  nicht  der  Factor  x  —  a  im  ersten  oder  überhaupt  in  den  Anfangscoefficienten 
vorfindet,  so  dass  also  nur  den  Factoren  des  ersten  Coefficienten  Logarithmen  im  Integrale  entsprechen 
können,  und  diess  auch  nur  dann,  wenn  ihnen  ein  Exponent  k  angehört,  und  wenn  derselbe  eine 
ganze  Zahl  ist,  gleichviel  ob  positiv  oder  negativ.  Will  man  daher  die  in  Rede  stehenden  logarithmi- 
schen Elemente  angeben ,  so  muss  man  damit  anfangen ,  die  Gleichung  in  k  auf  ganze  Wurzeln  zu 
untersuchen.  Hierbei  sind  aber  diejenigen,  die  als  Functionen  constanter  Parameter  erscheinen,  nicht 
zu  vergessen,  ja  vielmehr  besonders  zu  beachten,  da  sie  eine  Unzahl  verschiedener  ganzer,  oder  ge- 
brochener, positiver  oder  negativer  Bedeutung  anzunehmen  vermögen.  In  ihrer  completen  Gestalt,  so 
wie  wir  sie  im  S.  1  der  Transformationslehre  kennen  gelernt  haben,  sieht  die  gedachte  Gleichung  in 
k  folgendermassen  aus: 

*(*+!)  (ft  +  n-p-l)[(A4-n-p)  (ä+»_i)^— -^_ 


-Ck+n-p)  (Ä+n-2)  ^-^^^+   +(-l)PÄ^p]j  =0. 
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Sie  zerfiUit  natürlich  in  zwei  Gleichungen,  nämlich  in  die: 

(171)  &(*+!)  (ft  +  n-  p-  0  =  0, 

und: 

(178)  ik+n^p)  . . .  (Ä+n-1)  ^^^^-(k+n^p)  .    .  (ft+n-2)  ^-^^^  +  . . .  +(-!)PX^pj=o; 

a 

Die  Wurzeln  0,-1,-2 — »+  p  + 1   der  ersteren  deuten  auf  gar  keine  logaritbmisGhen 

Elemente,  nur  die  ganzen  Wurzeln  der  letzteren  lassen  solche  vermuthen,  aber  nicht  mit  Sicherheit 
erschliessen ,  und  man  gewinnt  die  volle  Überzeugung  von  ihrer  Existenz  nur  durch  die  wirkliche  In- 
tegration in  Form  von  aufsteigenden  Reihen.  Um  aber  Aufschluss  zu  erhalten  über  die  Art  des  Vor- 
kommens dieser  Transcendenten,  ist  es  am  allererspriesslichsten ,  sich  die  aus  unbestimmten  Integralen 
zusammengesetzte  Form  zu  bilden,  was  man  auf  folgende  Weise  bewerkstelligt:  Man  nehme  die 
sämmtlichen  Wurzeln  der  (170)  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  gewissermassen  in  allen  particulären 
Integralen  Factoren  statt  der  Divisoren  (x  —  a)  voraussetzend,  und  ordne  sie  sodann  in  drei  Gruppen, 
erst  die  positiven  der  (172),  dann  die  sämmtlichen,  ebenfalls  positiven  der  (171)  und  endlieh  die 
negativen,  die  wieder  der  ft*uheren  (172)  angehören.  Die  der  ersten  der  (171)  angehörigen  ordne  man 
aufsteigend,  d.  h.  so: 

(173)  0  ,        1  ,        2 M  —  p  —  1. 

Die  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommenen  Wurzeln  der  (172)  hingegen  müssen  in  zwei  Gruppen, 
die  positiven  und  negativen  getheilt,  absteigend  geordnet  werden.  Sie  seien: 

Ä,>Ä.>/i,> >A^    und    -k,>  —  k,> >-&r. 

Die  Gruppe  (173)  ist  zwischen  diese  beiden  hineinzuschieben,  wie  folgt: 

(174)  Äi*  Ä. Ä<,,  0,  1,2,  ,t  — p— 1,  —  &,,  -&, -&^, 

so  handelt  es  sich  jetzt  darum,  in  der  allgemeinen  Integralformei : 

(175)  y  =  ^1  (a:  — a)*'  J^rj^  (x  —  ay    ax  Jt)^  (x  —  a)**«  dx   fr}^  (x  —  a)*-  dx 

die  Exponenten  a^ ,  a, ,  Qg ,  a„  anzugeben.  Ihre  Werthe  sind : 

a,     =  Ä,  —  Äj  —  1 

a,     =  Ä,  —  Ä,  —  1 
(176) 


a„     =  _  ft,  -+-  Ä,_,  —  1. 


Sie  werden  erhalten,  indem  man  von  einer  jeden,  der  in  der  Gruppe  (174)  vorkommenden  Zahlen  die 
nächstvorhergehende  und  die  Einheit  subtrahirt.  Es  werden  unter  ihnen  positive  vorkommen  und  nega- 
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gleichung  zwei  Factoren  {x  —  a),  der  zweite  aber  gar  keinen,  so  erschiiesst  die  Formenlehre  daraiw 
wohl  ein  particuläres  Integral: 


/ 


9dx 


Dieses  behindert  aber  die  Darstellbarkeit  der  übrigen  particularen  Integrale  in  aufeteigender  ReilMiiform 
in  keiner  Weise.  Selbst  widerstrebt  es  zwar  derselben,  sondert  man  aber  daraus  den  exponentieUeii 
Factor,  der  für  (x  —  a)  unstetig  wird,  nach  den  Vorschriften  des  S.  3  der  Transformationslehre,  so  tot 
der  andere  Factor  ganz  ohne  Anstand  in  diese  Form  zn  bringen.  Wir  begegnoi  hier  nirgends  nnend- 
liehen  Coefficienten  und  finden  eben  desshalb  auch  nirgends  eine  Gelegenheit,  über  die  Gestalt  des  Inte- 
grales etwas  Näheres  zu  erfahren.  Um  sich  hievon  zu  flberzeugen,  braucht  man  nur  wieder  die  Fan- 
damentalgleichungen  (3),  (4),  (5),  (6)  und  (7)  ins  Auge  zu  fassen,  und  sich  zn  erinnern,  dass  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  X„  =  X'„=0  und  X„.^  bereits  von  der  NuDe  verschieden  seL  Ibin 

sieht  dann  alsogleich,  dass  die  (3)  y^*^*^  liefere  in  linearer  Function  der:  y^""'\  y^'*^\ y',  y 

und  zwar  gebrochen  durch  X„_^ ;  dass  dem  zufolge  die  (^4)  y^"^  gebe  in  linearer  Function  derselben 
Constanten,  gebrochen  durch  X^.^.  Ebenso  gibt  dann  die  (5)  y^*^^^  in  linearer  Function  derselben 
Grössen,  gebrochen  durch  X*_^  u.  s.  w.  Es  ist  also  klar,  dass  man  nirgends  in  der  Rechnung  elneni 
Divisor  Null  begegnet  und  uberdiess,  dass  man  mit  der  Entwicklung  beschäftigt  sei  von  n— 1  particu- 
laren Integralen  einer  Differentialgleichung  der  nS^^  Ordnung,  die  ununterbrochen  ohne  Anstand  vor  sieh 
geht,  und  dass  folglich  nur  ein  einziges,  nämlich  dasjenige,  dem  der  Factor  (x  —  a)*  des  ersten  Coef- 
ficienten angehört,  sich  der  Entwicklung  entziehe.  Allein  auch  dieses  kann  man  haben  in  Reihenform, 
wenn  man  nach  S.  3  der  Transformationslehre  den  exponentiellen  Factor: 


/u 


davon  sondert  vermöge  einer  Transformation,  die  in  die  aufeinanderfolgenden  Gleichungscoefficienten 

Factoren  x  —  a  beziehlich  2n^2,  2n— 4, 2,  0,  0  bringt.  Integrirt  man  dann  diese  Transfer* 

mirte  in  Reihenform,  woraus  der  andere,  der  ersten  Functionsclasse  angehSrige  Factor  desselben  einen 
particularen  Integrales  entspringt,  so  gelingt  auch  diese  Integration  ohne  Anstand  und  die  Rechnung 
wird  nirgends  durch  das  Erscheinen  eines  unendlichen  Coefficienten  unterbrochen.   Hievon  gibt  wieder 

die  blosse  Ansicht  der  Fundamentalgleichungen  (3) (7)  den  Beweis.  Da  man  nämlidi  in  der 

transformirten  Gleichung,  von  welcher  die  Rede  ist,  X«  und  X«  von  der  Nulle  verschieden,  die  öbrigen 

Coefficientenwerthe  hingegen  X„  X„ X„  sammt  einer  gewissen  Anzahl  von  DifferentialqnotienteD 

als  verschwindende  Grossen  zu  betrachten  hat,  so  gibt  die  (3)  y*  als  dem  y  proportionalen  Ausdroek; 
gebrochen  durch  X,;  in  Folge  dessen  erhält  man  aus  (4)  y"  abermals  proportional  dem  y  und  gebro- 
chen durch  X';  aus  der  (5)  bekömmt  man  ebenso  y^"  proportional  dem  y  und  mit  dem  Nenner  X? 
versehen  u.  s.  w.  Man  kommt  also  nie  zu  einem  verschwindenden  Divisor,  der  die  Rechnung  unter- 
brechen könnte.  Es  ist  nicht  schwer,  sich  auch  in  allen  übrigen  ähnlichen  Fällen  zu  fiberzeiq^n,  dass 
der  Entwicklung  solcher  particularen  Integrale  in  aufsteigende  Reihen  kein  Hinderniss  im  Wege  stebe^ 


/ 
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allein  eben  desshaib  bringt  sie  in  der  Regel  auch  gar  keinen  Nutzen.  Die  erhaltenen  Reihen  convergiren 
iQ^fjSt  nor  zwischen  engen  Grenzen.  Man  kann  sich  zwar  das  allgemeine  Integral  denken  in  der  Form: 

y  =  V^fv^^fv^^  fVndx.  (177) 

dS^  init  unbestimmten  Integralzeichen  versehen  ist;  welche  Stelle  aber  der  für  ar  — a  unstetig  werdende 
P  mr  ntMdthfil  darin  einnehme,  ob  die  erste,  die  letzte  oder  eine  mittlere,  diess  zu  entscheiden,  liegt  gar 
j^^mn  Gnmd  vor,  denn  wo  es  sich  auch  immer  befindet,  so  stört  es  doch  nirgends  die  Entwicklongs- 
fS  Ssiskeit  der  übrigen  und  busst  auch  nirgends  die  seinige  ein.  Auch  diess  ist  nicht  schwer  einzusehen, 
d^vin  es  genagt  hiezu,  nur  zu  zeigen,  dass  ein  Differentialaasdruck  wie:  * 

('-'^  .  2,dx, 
d^r    Integration  unterworfen,  zu  einem  ähnlichen: 

'"•■«•^  «Uwo  Ä  ebenso  gut  wie  S  die  Entwicklung  in  Reihen  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x-^a 
zulAsdt,  and  diess  zwar  für  beliebige  Werthe  von  m ,  den  besonderen :  m  =  i  ausgenommen.  Statuiren 
wir     in  der  That: 


ftrf  l^-»)"  ,Sidx  =  e-^  ('-«>"  .  91,. 


so     einibt  sich  hieraas  unmittelbar,  dass  £  und  dl  in  der  Relation  zu  einander  stehen,   die  durch  die 
Gl^icliang : 

(X  -«)"£  =  («:  —  a)"  Ä'  +  9I9 


\ 


ist,  die  eine  identische  sein  soll.    Entwickeln  wir  in  Reihen  beiderseits  aufsteigend  nach 
P<»Cenaen  von  ;r  — a: 

2  =  0  +  0'^  +  0"(^+ 

1  1.2       ^ 

gl'=  B-+  B»^  -,-  B.,(^-^)'  ^ 

^  1       ^  1.2       ^ 

ud  gehfirig  ordnend,  so  e^t  sich  die  folgende  Gleichung: 
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=       R(2>  +  [RÖ»'  +  R'0]  ^^  +  [R0"  +  2R'*'  +  R"*]  ^YT^*  + 
+  [R*'"  +  3R' *"  +  SR"*'  +  R'"*]  ^JYJ-  +  


ix—ay 


+  [    mr    R-|-R<2^("'  +(7)  R'4^(-^*>+ (2)  R"*'— '+...+R<-^  *]  rasli^  "^ 
+  [^lt^R"+R<?^^-*''+("*t')»'*'"'  +('"j'*)R''<fi '^'>+. .  .H-R<'^'>0]^  fsI'riTi)"'" 


die  ihrerseits  in  eine  unbeschränkte  Menge  anderer  zerfallt,  erhalten  durch  Gleichsetzen  der  CoeRi- 
cienten  derselben  Potenzen  von  x  —  a ,  nändich  in  die : 

R^  =  0 

R^       +  R'^P  =  0 

R<P"      +  2R'0'        +  K'0  =  0 

R^'"      +  3R'<P^       +  3a"<^  +  »"0  =  0 

(178) ....;.,.. 

ml     R' +R*(«5    +    (^^A    R'^«-*5^.    Q\    B''0i«-i)+  +»~)  0=      m/      Q 

(m+2)/^,^^ + R(2>ci»+«)  +  C^+2\  n.^c«+i)  ^  /'w+2^  n,,^(»»3    ^ _^  |i(m«)(ß  ^  (m+2)/  ^„ 


Sie  zeigen,  dass  die  An&ngscoefficienten  der  Reihenentwicklung  von  dl,  m  an  der  ZaU, 
wenn  m  ganz  und  positiv  ist,  in  der  Regel  der  Nulle  gleich  ausfallen,  dass  ferner  die  übrigen  jeder- 
zeit endliche  Werthe  erhalten,  die  Beziehlich  mit  den  nie  verschwindenden  Nennern:  0^0\  0\  ... 

versehen  sind;  nie  verschwindend  darum,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  der  Bruch  7 — ^  , ^  einer 

(x  —  a) 

Abkfirzung  fähig  wäre ,  ein  Umstand ,  dessen  Nichtstattfinden  man  vorauszusetzen  bereclitigt  ist  Hiebei 
ist  es  nicht  wesentlich,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  sei,  denn  man  kann  die  Entwickelbarkeit  des 
ifi  in  eine  Reihe  auch  dann  beweisen,  wenn  m  gebrochen  ist,  ein  Fall,  in  welchem  bekanntlich  eine 
mehrgliedrige  Gruppe  von  particulären  Integralen  mit  gleichem  m  vorhanden  ist,  nur  flrommt  offenb/r 
der  Beweis  zu  Nichts,  weil  dann  ohnehin  eine  andere  Behandlung  der  Differentialgleichung  einzatreea 
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ZU  sehen  ist.  Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  man  bereits  die  Anzahl  der  möglichen  logarithmisehen 
Transcendenten  erkennen;  sie  ist  nämlich  gleich  der  Anzahl  der  ganzen,  gleiehviel  ob  positir^^ob 
negativen  Wurzeln  der  Gleichung  (172),  so  jedoch,  dass  auch  diejenigen  von  ihnen,  welche  ursprfiilg- 
lich  keine  ganzen  Zahlen  sind,  sondern  Functionen  gewisser  constanter  Parameter,  für  deren  gewisse 
specielle  Werthe  sie  sich  aber  in  ganze  Zahlen  2;u  verwandeln  vermögen,  dazu  zu  rechnen  sind. 

Die  particulären  Integrale  zerfallen  in  drei  Gruppen.  Die  ganze  erste  Gruppe  von  solchen 

(T-t- 1  an  der  Zahl,  die  den  positiven  Grössen:  Ai,  A,,    ho*  0  entspricht,  ist  gegeben  durch 

die  einzige  Integralformel: 

(180)  y=^.(*-«)*7fe=^  '^Ji^^^  ^ J  G=ä)^  ^J^=^?^  '^' 

die  sich  in  die  einzelnen  Integrale  y^,yt,yt^  •••  Vv^-t  zerlegen  lässt.  Bis  auf  das  erste  von  ihnen 
sind  alle  versehen  mit  logarithmischen  Transeendenten  und  nimmt  man  an,  dass  sämmtliche  Integra- 
tionen in  der  vorliegenden  Formel  innerhalb  der  Grenzen  a  und  x  dnrchgeffihrt ,  die  rfi,  17,, 
1;,,  r)c^.t  aber  zu  diesem.  Behufe  in  Form  von  aufsteigenden  Reihen  dargestellt  werden,  so.  tra- 
gen auch  die  y^,  y^,  y,, ya+t  dieselbe  Reihenform,  und  sehen  aus,  wie  folgt: 

y.    =  ^.(af— «)*' 

y.    =  ^.(a?— «)*'  A^~"{>.?'  dx  =  ,v,  (X  — a)*»  +  .>>,  (x-a)»-  log  (x  —  a) 

(181)         =.V.(a;-a)*'  +  tt),  (x  —  a)*»  log  (x  —  a)  +  ,1^,  (x—a)*«  hg*  (x  —  a) 

=  oWi  +  i9<r+t  (a?  — a)*'  log  (x  — a)  +  ,v«r+i  (a?  -a)  *«'-'  log^  (x  —  a}  + 
+  a^i%^t  (a?— a)*«  log"""  (x-a) + ^^^r+i  (x-a)*-  log^(x—a) 

iNun  folgt  eine  zweite  Gruppe  von  particulären  Integralen,  die  gleichfalls  enthalten  ist  in  einer  einzigen 
Integralformel,  zu  der  man  gelangt,  wenn  man  im  zweiten  Theile  der  (180)  annoch  Integralzeichen 
n  —  p  —  2  hinzufugt,  die  sämmtlich  das  Eigenthumliche  haben,  dass  sich  unter  ihnen  keine  durch 
x^a  gebrochene  Function  vorfindet  Diese  Integralformel ,  welche  die  erste  und  zweite  Gruppe  von 
Integralen  zugleich  liefert,  sieht  aus,  wie  folgt: 

y==i;.(x-a)*./^^~'^^*'7'dx A(x-a)*»i;,  r       tf^ 

(18«)  W  (X  -  a)*'+'  y  (X  —  a)*— +•       J  (x  -  a)»'+' 

xJVm  ^  JVa^»  d'  fvn^f  <to- 
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Vn  =        ,     "^\h    +  r      '\k  -t  %  (^-^)  +  7 '\r=i  log'  (^-«)  + 

0»)  +ö^zi^'^^"'*(^-«)^ 

+  T9n  ix  -  ayt-'  log^  (x  -  a)  +  ^,v„  (x  -  a)*«  toy^+*  (x  -  a)  + 

+  T+tVn  (ar-a)*-  %^+'  (x-a)  +   +  ^+,v„  (x-a)*»  lofT^  {x-d). 

Diess  wären  also  die  sämmtlichen  parücularen  Integrale  und  zwar  jedes  einzeln  genommeo 
seiner  Form  nach.  Hinzufügen  lässt  sieh  noeh,  dass  der  Factor  der  höchsten  Potenz  von  x — a  im 
letzten  Gliede  einer  jeden  einzelnen  dieser  speciellen  Formeln  sich  vom  ersten  particularen  Intqprale 
ffxix  —  a)^>  nur  in  einem  constanten  Factor  unterscheide,  dass  sie  femer  alle  nur  ffir  ganze  h  and  k 
gelten.  Sollten  hingegen  einige  der  Wurzeln  der  (172)  solche  Zahlen  weder  sein,  noch  durch  Speda* 
lisiren  der  Parameter  werden  können,  so  hat  man  dieselben  auszulassen,  weil  sich  fiber  die  Art  ihrer 
Gruppirung  dann  nichts  Bestimmtes  sagen  lässt  und  nur  so  viel  feststeht,  dass  sie  der  aufstdgenden 
Reihenentwicklung  nach  erfolgter  Sonderung  des  Factors  [x — a)^  oder  Divisors  {x — a)*  nidit 
widerstreben.  Denkt  man  sich  schliesslich  alle  particularen  Integrale  je  mit  willkürlichen  Constanten 
multiplizirt  und  alsdann  addirt,  um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  so  wird  diess  offenbar  beste* 
hen  in  der  folgenden  allgemeinen  Form : 

y=,     ^\.  +; b — % (x~a)+- ^^ — W(a--a)+  . . .  +  ,  ^^"L  %^-'(a?— a)+ 

^      (ar— a)*'     (ar— a)*'-i    ^^         ^      (ar— a)*-*    ^^         ^^  {x—aY*    ^     ^         ^ 

(186)         +  Y^(x-ay'e-Hog\x-a)  +Y^^,  (x-a)"^  log^^'  (x^a)  +  Y^^.  (x—aY^'^og^^^  {x^a)  + 

+  y«  (x-^aY^  log"""^  (x  —  a). 

In  dieser  also  wird  man  es  suchen  müssen,  wenn  man  es  als  aufsteigende  Reihe  haben  will.  Die  Ans- 
einandersetzung  der  Art,  wie  diess  zu  bewerkstelligen  ist,  bringt  der  folgende  Paragraph. 
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S.  3. 
Iitegration  io  Form  \ob  aarsteigendeo  ReiheB. 

(Schluss.) 

Wir  haben  in  den  zwei  vorhergehenden  Paragraphen  gesehen,  dass  die  Integration  einer 

jeden  linearen  Differentialgleichung  In  Form  von  aufsteigenden  Iteihen,  geordnet  nach  Potenzen  einer 

Differenz,  wie  x  — a,  ohne  Anstand  durch  ein  unschweres  Verfahren  gelinge,   mit  Ausnahme  jedoch 

gewisser  Werthe  von  a,  für  welche  die  Anfangscoeüicienten  eine  gewisse  Anzahl  von  Factoren  Null 

bekommen.  Den  in  der  Formenlehre  Bewanderten  kann  diess  auch  nicht  Wunder  nehmen,  denn  wenn 

n 
man  weiss,  dass  ein  Factor  x  —  a  des  ersten  Coefficienten  auf  einen  Divisor  (x  — a)*  oder  (x  —  a)^ 

eines  particnlaren  Integrales  gelegentlich  hinweise  und  bedenkt,  dass  ein  solcher  der  directen  Reihen- 
entwicklung vermittelst  der  Mac-Laurin'schen  Formel  hindernd  in  den  W>g  trete;  so  begreift  man 
auch  bald,  wie  das  allgemeine  Integral,  das  einen  oder  mehrere  solche  Bestandtheile  enthalt,  sieh  der 
Reihenentwicklung  cutziehen  könne.  Da  indess  die  Formenlehre  nicht  nur  das  Dasein  eines  solchen 
Factors  oder  Divisors  verrath,  sondern  auch  über  die  Art  und  Weise  seines  Vorhandenseins  und 
namentlich  über  den  numerischen  Werth  des  Exponenten  k ,  oder  -^  Aufschluss  gibt,  so  ist  hiemit  auch 

das  Mittel  zur  Wegraumung  des  Uindernisses  gegeben,  das  der  in  Rede  stehenden  Entwicklung  im 

X  (x) 
Wege  liegt:  man  sondert  nämlich  aus  einem  jeden  Bestandtheile  -r-^-^ — rr  den  rationalen  oder  irra- 

(x  —  ay 

tionalen  Divisor,  und  entwickelt  nur  die  Function  ^(x)  aufsteigend.  Allein  wir  haben  in  den  zwei 
vorhergehenden  Paragraphen  noch  mehr  erfahren,  wir  haben  gesehen,  dass  Factoren  x  —  tx  der  An- 
fangscoeiTicienten  gelegentlich  auch  logarithmische Transcendenten,  wie  log{x  —  a),  log^{x  —  a),  ... 
im  allgemeinen  Integrale  verrathen  können ;  Letzteres  jedoch  nur  dann ,  wenn  der  zu  diesem  Factor 
j7  — a  gehörige  Exponent  k  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  ist,  oder  wenigstens  eine  solche 
Function  der  constanten  Parameter  der  Differentialgleichung,  die  sich  für  gewisse  Werthe  derselben 
in  eine  ganze  Zahl  verwandeln  lässt.  Auch  über  die  Art  und  Weise  des  Vorkommens  dieser  Logarithmen 
haben  wir  Aufschluss  gewonnen  und  gesehen,  dass  sie  die  directe  Reihenentwicklung  nicht  minder  behin- 
dern als  die  früher  genannten  Bruche  und  Irrationalgrössen,  und  den  Rechner,  der  die  directe  Reihenent- 
wicklung erzwingen  will,  nöthigen,  so  viele  particulare  Integrale  aufzuopfern,  als  sich  verschiedene 
Potenzen  von  log  (x  —  a)  im  allgemeinen  Integrale  befinden.  Da  man  sich  nun  mit  einem  derartig 
unvollständig  gewordenen  Integrale  nicht  begnügen  kann,  so  entsteht  wohl  naturlich  die  Frage,  ob  es 
nicht  möglich  sei,  hier  dasselbe  Mittel  wie  beim  Vorkommen  eines  Nenners  oder  irrationalen  Factors 
in  Anwendung  zu  setzen,  d.  h.  aus  sämmtlichen  Gliedern  von  der  Form  y.(pc)log{x — a)  oder 
T  (o?)  log*  {x  —  (x)  u.  s.  w.  den  logarithmischen  Factor,  der  der  Reihenentwicklung  unfähig  ist,  auszu- 
sondern und  nur  den  anderen  x(x)  einer  solchen  zn  unterziehen;  ja  man  kann  sagen,  es  müsse  diess 
sogar  thunlich  sein,  wenn  die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gewonnenen  Resultate  ihre  volle 
Richtigkeit  haben.  Wir  wollen  daher  auf  Grundlage  unserer  erworbenen  Formkenntniss  zur  Ermittlung 

41 
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des  allgemeinen,  unverkürzten  Integrales  durch  Scheiden  des  logarithmischen  Factors  schreiten;  heben 
aber  auch  hier,  so  wie  gewohnlich,  an  mit  der  Betrachtung  der  einfacheren  Fälle,  die  auch  zugleich 
die  in  der  Regel  erscheinenden  sind.  Wir  legen  uns  nämlich  eine  Differentialgleichung  der  n^^  Ord- 
nung vor,  die  einen  einzigen  Factor  (x  —  a)  des  ersten  Coefficienten  ausweist,  welcher  dem  erhobe- 
nen Thatbestande  zufolge  entweder  auf  einen  Factor  (x — a)^  eines  einzigen  particulären  Integrales, 
oder  auf  einen  Divisor  (x  —  a)*  hindeuten  mag,  unter  h  oder  k  ganze  und  positive  Zahlen  verstan- 
den. Wir  müssen  diese  Beschaffenheit  der  Exponenten  voraussetzen,  indem  bei  einer  anderen  kein 
log(x  —  a)  im  allgemeinen  Integrale  nachgewiesen  werden  kann. 

Wir  beginnen  bei  dem  ersten  dieser  beiden  Fälle,  denjenigen  nämlich,  wo  ein  particuläres 
Integral  von  der  Form  ^L{x  —  aY  vorhanden  ist;  unsere  Differentialgleichung  sei  also: 

(187)  ix-a)  5Gy »^  +  ^C^.y^"-^  +  5G«-,y^'^'^  + +  5G,j^  +  3G.sr  =  0 

und  überdiess: 

(188)  Ä  =  -:-^j+«-l 

fi      a 

eine  ganze  positive  Zahl.  Unsere  im  ersten  Paragraphe  durchgeführten  Untersuchungen  haben  gelehrte 
dass  unter  solchen  Umständen  immer  ein  particuläres  Integral,  nämlich  das  ^L  (x  —  a)^  die  Reihen- 
entwicklung vermittelst  der  Mae-Laurin*schen  Formel  zulasse,  wiewohl  das  dazu  dienende  Verfahren 
der  Natur  der  Sache  nach  erst  beim  (h+i)sien  Gliede  von  der  Nulle  verschiedene  Coefficienten  lie- 
fern kann;  die  fibrigen  entziehen  sich  bei  eben  diesem  (A  +  i)sten  Gliede  derselben  wegen  eines  ihnen 
allen  bis  auf  einen  constanten  Factor  gemeinschaftlichen  Bestandtheiles  9L  (x  —  a)^  log  (x  —  a).  Das 
allgemeine  Integral  trägt  sohin  offenbar  die  Form: 

(189)  y  =  ^Jo  +  ^Ij^.  (x  —  a)*  log  (x  —  a), 

allwo  ^L  und  ^L  gar  keinen  Factor  log(x — a)  und  überhaupt  kein  die  Reihenentwicklung  störendes 
Element  in  sich  schliessen.  Wir  differenziren  nun  behufs  der  Substitution  in  die  Differentialgleichung 
dieses  Binom  n-Mal  nach  einander  und  bemerken  hiebei,  wie  die  Differentialquotienten  der  Function 
(x -— ay  log (x  —  a)  ieuen  der  Potenz  (x  —  aY  ähnlich  gestaltet  sind,  so  zwar,  dass  man  hat: 

—    [(a:  —  rt)*  log  (x  —  «)]   =   (a?  —  «)*-'  [a  log  (a?  —  a)  -+-  l]  = 

=  (af  -  rt)»-  [A  log  (x-a)  +  %] 
— -  [(x  —  a)*  log  (a?  —  «)]  =  (a?  —  a)*"»  [A  (A  —  1)  log  (af  —  a)  +  2A  —  l]  == 

('90)  =  (X  —  «)»-*  [a  (a  —  4)  log  (X  —  «)  +  a;] 

^.  [ix  -  a)*  log  (X  -  a)]   =   (ar  -  a)*"^  [A  (A  -  1)  . . . .  (h-r  ^i)  log  ix-a) -h^'l] 


W 
dx" 


[(X  —  «)*  log  (*—«)]  =  (X  —  rt)*^  [A  (A  -  I)  •••    (A  —  n  +  0%(«  — «)  +  «*"'] 
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+  (*)  (x-tt)»-^' «;-"  ,x,  +  +2  («-«)»-  »;  -x.]  + 

+  ^l) .       f        (X  -  rt)*--^'  «i-i    cX  +  (X-  a)*-'+'  ar *'  5C.;^.  + 

^'  I  n 

+      (x-a)»-'  ai'^  cX.  +  +  («-«)*-•  a;3G.]+ 

(195)  0  =       ^11»'     .  (X-  «)»  .X  + 

+  II «""''  [(?)/<Ä-0...(/i-/+l)(x-a)"-'.X+(jr;^^  ...  (A-/4.2)(x-a)'^5G^,+. . . 

+{n^t  l*^'^""* )      ih-t+n  -  «+l)(x-a)«-'-^«.X,+ ....  +(aN-a)»-*  ^.^]  + 

+  'y'«       [CO'^^'*'"^^  •  .(A-^*+2)(^-«Pf+('*7*)  A(A-l). .  .(/4-n+3)(x-a)5&^,4.  . . . 

+  (;]a(ä-1)  ...  (A-«+2)(x-a)»-^-,+ +  (ar-a)»-*  5&.]  + 

+  ^\|  t       [a  (A-1) (A-n+l)  ^  +  Ä  (A— 1) (A— n+2)  X^,  + 

+  A(A-l) (A— «+0  (a^-a)»-*-*  35^+   +  (ap-a)-*  Oi^j. 

Die  Letztere  von  ihnen  fSItt  mit  der  (9)  zusammen ,  die  sich  im  S.  1  der  Transformations- 
lehre  vorfindet  ffir  A:  =  — A.  Man  könnte  ihr  den  Werth  des  einen  ohne  Anstand  in  Rethenform  dar- 
stellbaren Integrales  entringen,  auf  dem  im  vorigen  Paragraphe  betretenen  Wege,  während  dann  die 
erste  geeignet  erschiene,  zu  dem  erhaltenen  ^Ij/^  das  n-theiiige  ^IL  dazuzuliefem.  Es  ist  jedoch  nicht 
nothwendig,  zur  Integration  zweier  Gleichungen  zu  schreiten,  nachdem  wir  nämlich  in  S.  1  gesehen 
haben,  dass  aus  der  Differentialgleichung  (187),  ohne  vorgängige  Transformation  namentlich  dasjenige 
particuläre  Integral ,  dem  der  Factor  x  —  a  des  ersten  Coefficienten  angehört ,  jedesmal  in  Reihenform 
ohne  Anstand  ermittelt  werden  kann,  was  dann  ausnahmsweise  auch  bei  den  übrigen  zu  gelingen 
vermag,  und  nachdem  die  (194)  eben  diese  Differentialgleichung  selbst  mit  gewissen  Zusätzen  jedoch 
zum  Polynome  derselben  ist,  so  sieht  man  wohl  ein,  dass  es  sich  hier  mit  gänzlicher  Ausserachtlassong 
der  (195)  nur  um  das  Integriren  in  Reihenform  der  (194)  handeln  könne.  Diese  aber  ist  anf  ver- 
schiedene Weise  einzuleiten  in  den  zwei  Fällen,  wo  die  ganze  positive  Zahl  A  nicht  unter  n — 1  faHt, 
und  wo  sie  sich  unter  n — 1  befindet,  weil  im  ersten  dieser  zwei  Fälle  das  in  Reihenform  dargestellte 
Gleichungspolynom  nur  Potenzen  von  x  —  a  mit  positiven  Exponenten  beherbergt  und  in  der  Rechnung 


xnvSrderst  die  ^^%%  gehdrigen  Glieder  erseheinen;  die  zu  ^U.  hingegen  gehörenden  später  auftreten, 
während  im  Anderen  auch  Potenzen  des  reeiproken  Werthes  x  —  a  im  Polynome  ersichtlich  sind,  die 
Rechnung  mit  der  Entwicklung  von  9i^  anhebt,  die  Glieder  von  ^L  hingegen  später  auftreten.  Wir 
fassen  also  gegenwärtig  den  speciellen  Fall  ins  Auge,  wo  ein  Factor  x  —  a  des  ersten  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  auf  ein  particuläres  Integral  von  der  Form  ^ll(ar  — a)*  hindeutet,  und  wo  h 
eine  ganze  positive,  nicht  unter  n—  1  liegende  Zahl  ist.  Das  m  Reihenform'  gedachte  Polynom  der 
$0=0  tragt  hier  folgende  Gestalt: 

3>.  =  P.  +  F.^  +  P:^^+ +  P(P)  .(f_ZilO:  +  =0,    (196) 

und  es  zerfällt  diese  Gleichung,  da  sie  eine  indentischc  sein  soll ,  in  die  folgende  unbegränzte  Reihe 
von  solchen: 


Po  =  o,     p;=o,     f;  =  o. 


pir^  =  0, 


(IW) 


stellt  man  sie  in  der  schon  früher  angedeuteten  Art  und  Weise  wirklich  dar,  und  nimmt  hiebe!  der 
bisherigen  Gepflogenheit  gemäss  an,  dass: 


Y,,  Y; Yir> dann  Y,,  Y; Y?\ 

daqenige  bedeuten,  was  aus: 

%»^% ^^F dann  <1j., '-^•. ^^'^ 


dann  X,  X'.   X^^K 


und  Äi,  SZ' Xf', 


wird,  wenn  man  der  unabhängigen  Variablen  x  den  speciellen  Werth  a  ertheilt,  und  rührt  noch  uber- 
diess  der  Kürze  wegen  die  für  jedes  ganze  und  positive  p  zu  gelten  habende  Bezeichnung  ein : 


«jr' 


rn\    «?-' 


(n\  «^•^ 


"^+(r)^+(?)^+ -H  ©  «i- = A?'. 

so  gelai^^  man  zum  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

p,=     x^.  Y(»-')  +  x„.,  ¥?-»'  + +x.  y;  +  x.y.  =  o 

p;,=     X    |Y(->  +  x;..iYi-')  +  x;..lY?-)+ +  x;iy;  +  x.y.  =  o 

+  x^J       +x^,J        +  x^J  +xj 


(198) 


(199) 
(WO) 


f; 


2X    TYr*^+2X'  1  Yw  +  x;..-! Y,-'M-  •  •  •  +  x';-i y;  +  x: ] 

+  X^J  +2iu  -|-2X'^.  +2X'.         +2x;J 

+  x^J      +  x^J  +  xj 


Y;-"  + . . .  +  x';i  y;  +  x:  |y;  +  x;'y.= o  (wi) 

+2x;, 


3S6 

(fOt)  P?J 


11  I  fl 

+   x^J  +     p     x; 
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Y?^*>  +  p  (''7*}  X" 

+        (?)      XiU. 


+ 
+ 


x; 

X 


«-• 


Y(,»+r-.)  + 


+    p    X'»^') 

11 

+  P  xSir.'^ 
+  (?)  xiiv^ 

+  (?)  xfc-^ 


Y?'  +  XW.  ■ 

+  p  xir;^ 
+  (?)  xir-v^ 

+  (?)  xr/> 


Yir-> 

+ 

xi.-J. ' 

+ 

p 

xir-v' 

+  1 

^2. 

)xi.T;' 

+1 

^3. 

)XäLV^ 

Yr«^  + +  x(r^Y,=o 


(203)p(*-"^=    (A— 1 


(»-"5=    (A— n)X     lY^f-'^+CA-nXA-n-OX' 

*»  I  fl 

+  X^J  +  (Ä-«)    X'^. 


^n-t-J 


Yi*-«>+(A-n)(*-«-*JX" 

l    2   j     ^- 
(A-n)     X;. 

x^ 


+ 

+ 
+ 


Y(*-)+. 


+  (A-«)X(*-"-'^" 

n 

+  (A-n)Xl*:r' 

+(*i")xi».--> 
+(V)x;*:."-' 


+  (A-n)X(^-'-" 

+(V0^^-»-*' 


Y(»-')_|.  xi*-»> 

+  (Ä-n)X(».-;"-.'> 

+(V)X^-"-^ 

+(*7«)x^-:-^ 


Y(r»>+ +Xi*-*)Y,=0 


+      x^J     +     ik-n+i)  x;_. 
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Y(.»-^4-(A-n+l)(''-")x" 

+       (V)x;-. 


3^ 

¥'.*->+ (204) 


H-(A-ii+l)X'»--^    - 

Y? 

'-•'+        xijL-r*^' 

n"^+        xi.*.-r+'>. 

+(A-»+OXi*:* 

+  (A-n+l)Xi.*:» 

+  (A-n4-l)XL^,-' 

+(*-J-*-*)xi»:«-J 

+(A-;-^')xi*--' 

+('^-r>^-"-" 

+(*"T"*)^»-'"' 

+(*-J-^»)x(»:r*) 

+(*-«+')x(*_---) 

::::;:;. ;:;:::;:::::j 

(A-n)X;_. 


Y?-'+...+X(*^+'^Y.+ 


+  (A  -  n  +  1)/  [aw  X  +  a^"-^  X^.]  Y,  =  0. 


p(»-»+«'=(A-«+2)X      lYt,*+'+(A-»+2)(A-n+l)X' 

II  I  It 

+  X^J  +  (Ä-»+2)X; 


Y(,*)+(i-n+2)('*-J+')X'' 

+  (Ä-«-ti)x;_, 

+  x^J 


Y(*-"+  («05) 


(A-«+2)X(*-»+'ii 


+  (A-»+2)X;»-»+*^ 


Yl-'>+ 


X(»-«t.)-i  YO-)+..H-Xi*-"+»  Y,+ 


+  (A-n+2)X(*-»+'^ 


+  (A  _  „  +  2)  /  [(« »)  X' + a("-"  x;_. + «("-^  X^.)  Y.  +  (A(»)  X + A?-«'  X^  J  Y'.l  =  0. 

^  fl  H  J 
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(106)  P<»-*'^') 


(A-»+p+l)  X 

+  x„ 


V.    A  b  s  e  b  B  i  t  t. 
Y»+f)  +  (Ä_n+p+l)  ih-n+p)  X'    1  Yi*+^'>  + 


j 


+  (A_n+p+0(A-»+'')x"    - 

+  (^-^*+'')x;;.. 

+  (A-«-H»)x;_. 

+  x„_. 


Y(*«-»J  + +  (^fi-n+p+i)  Xf*-^5 

+  (Ä-n-H»+l)Xj*:."^> 
+(*-'*+^+*)X2r^'^ 


Y?'- 


+(A-«+p+i)x,;.-r'" 
+(''-»+'^*)x(*--*^«> 


+  (A-«-H»+l)Xi*-«+'') 


¥$,"-*'+. .  .+XJ*-*"^'>Y,+ 


+(Ä-«+p+l)/ 


X'^  X(p)  X^P-''  X'j'^-n+i) 

pj         ,      p!  Ö»— 0'  (p+#— «+!)/  *-!»-«; 


Y  f«(")-2 .  ^ 

X"^'> 


+Y'.  A?)  ;5— -,  +A(''-"  -±-=1-  +A?->  f^=^  4....+A'.')-±2 ^+...+A?-^)X^) 

\       0»— 1).'  (p— 0'  (;»— 2)/  (p+»-n)/  *^/ 

'\   *  (p-zy  0»— 2)/  Ö»— 3)/  (p+g—n—i)!  *^*V 


7  + 


+  Y?)  (Ajf)  X  +  AjT'^  X,.,) 


=  0 
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Die  ersten  von  Omen  h — n+i  an  der  Zahl  sind  von  jenen,  auf  die  wir  bereite  im  f.  1 
stiessen,  nicht  verschieden  nnd  dienen,  wie  man  sieht  dazu,  um  Y^^^\  Y^^^^  . . .  Y^^^^  auszudrucken 

dnreh  die  willkuhrlidi  bleibenden  Grossen  n-^1  an  der  Zahl:  Y«,  Y',,  Y'^,  Y^"'^^  und  zwar 

in  linearer  Form   und  gebrochen  beziehlich    durch  die   Producte  aus    einer  steigenden    Anzahl    von 
Pactoren: 


M. 

=  x^. 

M. 

=  X^,  (X^,  +  X) 

M. 

=  X^.  (X^.  +  X)  (X»..  +  2X) 

II                                                    11 

JI1a_i 

.  =  X»_.  f X_  +  X^  fX_,  +  2X)  

(«07) 


Bis  zu  Y^J^*^  ist  daher  die  Rechnung-  mit  der  Darstellung  von  ^^  in  Reihenform  beschäftigt  und 
liefert  unter  der  Annahme,  idass  allgemein  für  jedes  p : 

Mp  Y?^')  =  [0,p]  Y.  +  [l,p]  'Y,+  +  [n-2,p]  Yi«-)  («08) 

sei,  einen  Werth  von  ^U^ ,  der,  nach  Y^> ,  Y'^, , YJ""*^  geordnet  und  in  seinen  Anfangsgliedem 

au%eschrieben,  so  vielen  nämlich,  als  die  bis  hieher  fortgesetzte  Rechnung  liefert,  folgende  Gestalt 
trägt: 

>~  '  L      '        ^     M.      («-1)/    +  ^     M,_„       (A-l)/J 


(«09) 


+  ^-       ^"^    ">       l(«-  2)/  +       M.       (n-1)/  +  +        M,_„  (A-1)/  J 

Von  nun  an  aber  geht  der  Calcul  in  zwei  Zweige  auseinander;  man  hat  demselben  nämlich 
zu  entringen  erstens:  das  eine  in  der  Rechnung  noch  nicht  erschienene  particuläre  Integral,  welches 
mit  dem  Factor  (x  —  a)  versehen  ist,  zugleich  das  einzige,  der  directen  Reihenentwicklung  nicht 
widerstrebende;  und  zweitens:  die  Fortsetzung  der  im  vorliegenden  Ausdrucke  für  ^L  ersichtlichen 
eingeklanunerten  Reihen  sammt  dem  logarithmischen  Zusätze,  der,  zu  ^\i^  aggregirt,  es  in  j^  verwan- 
delt Um  das  Erstere  zu  leisten,  kann  man,  für  einen  Augenblick: 

Y.  =  Y;= =  Y?-)  =Y,  =0  («0) 
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setzend,  die  n— 1  particulären  Integrale,  die  man  zn  berechnen  begonnen  hat,  wegwerfen,  nm  das 
gesuchte  n^  rein  und  isoiirt  zu  erhalten.  Die  folgende  unserer  Bestfmmungsgleidiungen,  die  (204) 
nämlich  ist  identisch  erfallt  und  lässt  Y^^^^  unbestimmt  Die  nächsten  ziehen  sich  der  Reihe  nach  zurfick 
auf: 

p(*^+.)  _  [(A-n+2)  X  +  X^J  Yi*^«^  +  j(A-n4-2)(Ä-n+l)X'+  (A-n+2)X;..+X^|  Y?^  =  0 


Pi*-«+*^=(Ä-it-+-3)X     1  Y?+»)+(Ä-n4-3)(A-ti+2)X' 

n         I  n 

+      X„_.J  +  (A_n+3)X„.. 


+  (A-n+3)X;_ 

+  x,_.j 


Y?>=0 


p(^»-n+.)   =  (A  _  „  ^-  4)  X 

fl 


Yi*+»i  +  (A  _  »  _|-  4)  (A 


+ 
+ 


(A_»  +  3)X'    1 
(A  -  n  +  4)  X,._.  I 


Y(»+«)  + 


(tll) 


+  (Ä-n+4)(*^J+3)x"  ■ 

+  (Ä-»  +  4)  X„_ 

+  X,_.. 


Y(*+o  +  (A_n+4)  ('^-J  +  ^j  X"'  ' 

+  C^-J+^jx;;!. 

+  (*-J+*)  x;u. 

+  x^ 


Y(,«  =  0 


p(»-iHiHO  =  (A— »+P  +  1)  X 

A 

+  X. 


Y(»+P)  4_  (A-n+p  +  OCA-n+p)  X'    "1  Y»«^')  + 
+  (Ä-n+p+OX;^ 


■J 


+(h-n-H>+l){^~p^)  X"  ■ 
+  (Ä-n+p+l)  X_, 


Y(»+.''--+..  +(A_»+p4-i)(^A-n-H»jx<'') 


Yi*=0 


Sie  liefern,  wie  man  sieht:  Y^^-^^\  Y^,*^'^ in  Functionen  von  Y?^  in  nach  dieser 

willkürlichen  Constante  linearen  Ausdrucken,  die  gebrochen  sind  durch: 
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N.  ==    (Ä-n+2)  X  +  X^.  =  X 

fi  n 

N.  =  r(A-«+2)  X  +  X^.1  lih-n+3)  X  +  X^.l  =  1.2  X» 

N,  =  [(A-n+2)X  +  X^.]  [(A-n  +  3)X+X^.]  [(A-n+p+l)  X+X^.] 

=  1.2 p  X" 

fl 

und  nimmt  man  allgemein  an,  dass: 

N^  Y^^^  =  [LA .  Ä  +  p]]  Yi*^  (813) 

sei,  woraus  sich  dann  unmittelbar  ergibt,  dass  man  unter  N^  sowohl/ als  auch  unter  dem  Symbole 
[[A,A]]  hier  die  Einheit  zu  verstehen  habe;  so  erhält  man  das  gesuchte  eine  particuläre  Integral  und 
mit  ihm  zugleich  diejenige  Function,  die,  mit  verschiedenen  Constanten  und  mit  log(x  —  d)  multipli- 
zirt,  zu  den  n — 1  früheren  particularen  Integralen  hinzugefugt  werden  muss,  um  sie  zu  vervollstän- 
digen. Es  ist: 

Yi« (,_„,. [.  +M^+JJ]  (5^)  +  M^  (-n^  + j.       („„ 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  zweiten  Zweige  unserer  Rechnung,  der  zunächst  die  Fort- 
setzung der  in  der  Formel  (209)  begonnenen  Reihenentwicklung  zum  Gegenstande  hat.  Heben  wir  zu 
diesem  Zwecke  die  zur  Isolirung  des  einen  particularen  Werthes  oben  unter  (210)  gemachte  Voraus- 
setzung wieder  auf.  Die  Bestimmungsgleichung  (204)  dient  dann,  weil  man  aus  den  früheren  bereits 
Y^*"*\  Y^''^ Y^<*"*^  gezogen  hat,  zur  Bestimmung  von  Y^  und  gewinnt  nach  gehörig  durch- 
geführter Substitution  der  für  eben  diese  Coefficienten  gewonnenen  Werthe  die  Form: 

Y,  =  G.  Y,  +  G,  Y.  +  G.  Y;  + +  G^,  Y^),  («5) 

in  welcher  sämmtliche  Coefficienten  60,  6^,  O^^  bestimmte  endliche  Werthe  bekommen,  weil 

der  Coefficient  von  Y^  in  (204)  der  Beschaffenheit  von  h  und  X  zufolge  nie  Null  zu  sein  vermßg, 
wie  etwas  später  gezeigt  werden  wird.  Da  wir  aber  wissen,  dass  ^L(x  —  ay  bis  auf  den  constanten 
Factor,  ganz  das  eben  berechnete  particuläre  Integral  ist,  so  erschliessen  wir  hieraus  zweierlei,  näm- 
lich: erstens,  dass  die  zu  den  verschiedenen  Reihen,  die  die  Formel  (209)  in  sich  schliesst,  hinzuzu- 
fügenden logarithmischen  Bestandtheile  der  Reihe  nach  seien : 

G.  (.-./  10,  (x-a)  [.  +  Ü*4±ia  <^  +  t[*,M-»l]  (^-«)-  ^  ] 
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und  zweitens ,  dass  V, ,  V; , zu  Y,  nothwendigerweise  in  demselben  Veriialtnlsse  stehen 

müssen ,  wie  Y?+*> ,  ¥(*+») zu  Yi*\  Man  liat  dalier  allgemein : 

(W)  Y(h)    ^^  ^y"' 

oder  mit  Rucksieht  auf  die  bereits  erhaltenen  Werthe  dieser  Grössen  (213)  und  (215): 
(818)  Y?)  =  E^l^tfÜ  Y.  ^\M+E^  ^G.Y.  +  G.Y-,  +  G.V;  + +  G„  Yg-)]; 

Hieraus  ersieht  man ,  dass  in  den  folgenden  Bestimmungsgleichungen  (205)  und  (206)  Y^ ,  Y^ ,  .... 
Y?'\  als  bestimmte  lineare  Functionen  von  Y.,  Y'^, Yj*"'^  bekannt  seien.  Diese  Glei- 
chungen werden  daher  offenbar  dienlich  sein  zur  Ermittlung  von  Yy^*\  Y^,j*+'\ Yj*^\ 

und  man  wird  in  ihnen,  da  man  das  bereits  berechnete  particulare  Integral,  welches  (x — a)*  tarn 
Factor  hat,  nicht  mehr  benothigt,  Y^,^^  überall,  wo  es  vorkömmt,  durch  die  Nulle  ersetzen  kSimeiL 

Verfahrt  man  auf  diese  Weise,  so  ergeben  sich  für  Y$*+*\  Y^,*^^^ lauter  lineare,  beziehlidi 

durch  die  Producte  (212)  aus  nicht  mehr  verschwindenden  Factoren  gebrochene  Ausdrucke,  so  dass 
der  Entwicklung  des  allgemeinen  Integrales  in  Reihen  jetzt  kein  Hindemiss  mehr  im  Wege  steht.  Die 
Gleichungen ,  mittelst  welcher  sie  veranstaltet  wird ,  gehen  aus  der  (205)  und  den  folgenden  dadurch 
hervor,  dass  man  in  ihnen  sämmtliche  Y^  und  auch  Y^*^  durch  die  Nulle  ersetzt 

Es  ist  noch  fibrig,  die  kurz  zuvor  gemachte  Behauptung  zu  rechtfertigen,  dass  der  aus 
(204)  hervorgehende  Werth  von  Y^  ein  endlicher  sei,  weil  der  CoeSicient  dieser  Unbekannten  von 
Null  verschieden  ist.  Es  erscheint  derselbe  in  Form  eines  Produktes,  dessen  ersten  Factor  die  Facto- 
rielle  (A  — n+1)/  bildet  Sie  ist  offenbar  von  der  Nulle  verschieden,  weil  vorausgesetztermassen 
A>n—  1  ist  Aber  auch  der  andere  Factor,  nämlich  der: 

kann  nicht  Null  sein.  Um  diess  einzusehen,  erwäge  man,  dass  vermöge  der  (188)  derselbe  auch  auf- 
gezeichnet werden  könne,  wie  folgt: 

•  [a^"'  —  (A  —  »  +  1)  a'»-"]  X. 
Nun  hat  man  aber  vermöge  der  zwei  letzten  der  Gleicbnngen  (191),  der: 

«("-)  =  ^n-i^  A(A_i)  (Ä_„  +  3)-  (»-*)  A(Ä-l)  (A-n+4).l  + 

+  (V)  *<*-*)  •   •••  (A-»H-5).1.2- +(-1)'-  ("7*)  A(Ä-1)  ...  X 

X  (A  — «  +  /  +  2).1.2.3 (/— 1)  + +(— 1)»-M.2.3 (n— 2) 

«i»)  =  (J»)  A(A-1). .  .(Ä-«+2) -  (J)  A(A-0. .  .(A-n+3)l  +  (j)  A(A-1). .  .(Ä-«-44)l-.2— . . . . 

+  (-1)'-  [y)  A(A-l). .  .(h-n+t+i)  1.2.3..  .(<-l)+ +(-l)»-M.2.3  . . .  (n— 1). 
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wenn  die  erste  ron  ihnen  mit  (h—n+i)  multiplizirt  aiid  sodann  von  den  anderen  Glied  Ifir  Glied 
abgezogen  wird ,  so  eriiält  man : 

a[W_(A-n-hi)a^«-*^  =  (A+l)A(A-l). .  .(Ä-n4-3)-(n-l)(A+0A(A-l). .  .(Ä-n4-4)+.  .....+ 

+  (-iy"*(w-l)(w-2). .  .(n-i-hl)(A4-i)  A(A-l). .  .(Ä-n+*+2)-f . .  .+ 

+  (-  l)**-*  .1.2.3  (n  —  1) 

1         d'^' 


T  j^'^^^j  =Ä(A-1)  (A_n  +  2) 


also  von  der  Nulle  verschieden. 

Hiemit  wäre  nun  vollständig  dargethan,  dass  die  so  dnrchgeffihrte,  zur  aufsteigenden  Rei- 
henentwicklung deg  allgemeinen  Integrales  dienende  Rechnung  nirgends  durch  das  Erscheinen  eines 
unendlichen  CoeMcienten  unterbrochen  werden  kann,  denn  es  schadet  gar  nicht,  wenn  in  den  späte- 
ren Gleichungen  eine  der  Grössen  Y'«,  Y'^ , die  Nulle  zum  Factor  bekommt,  weil  man  sie  ja 

nicht  aus  diesen  Gleichungen  zieht,    sondern   vielmehr   den   aus   der  Gleichung  (213)    gezogenen 

Y^o*^*^  Y^*+'\ proportional  erkannt  hat.  Man  bekommt  somit  in  all'  denjenigen  Fällen,  wo  der 

ganze  positive  Wertli  von  h  sieh.niclit  unter  n— 1  befindet,  ein  allgemeines  aas  n  partiealären  be- 
stehendes Integral  von  der  folgenden  Form: 


=      Y, 


1  + 


[0,0]  (ar-a)"-* 


+  


.    [0,A-n]  (ar-g)*-'    . 


+  YJ 


[1,A-«]  (a?-a)*-' 


+ 


+ 


+YT^ 


(«-«)' 


-  + 


[»—2,0]  (a?— «)"- 


+■ 


[n— 2,/i— n]  (»—«)*-»+• 


M^ 


■(Ä=iir 


(»—2).'     •        M,        (n-1)/ 


[[t.A+0]  x-a         [H,/t+2]]  (x-ay 


.Y<«(«-„).[,+  ii::::^^^  +  ^^^^^^^^  =^^^^  + 


] 


Diess  wäre  nun  der  Form  nach  das  Rechnungsresultat  der  hier  auseinandergesetzten  Methode 
des  btegrirens  in  aufsteigender  Reihenform.  Die  Umstände  müssen  es  dem  Rechner  lehren,  ob  und  in 
welcher  Anzahl  von  Gliedern  er  dieses  Resultat  wirklich  zu  entwickeln  habe  oder  nicht  Es  können  ja 
gelegentlieh  die  Reihen,  die  man  erhält,  so  wenig  brauchbar  erscheinen,  so  wenig  convergiren«  und 
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das  Gesetz  der  snccessiven  Bildung  der  Glieder  aas  einander  so  wenig  erkennen  lassen,  dass  die  ganze 
Rechnong  nur  den  einzigen  Zweck  behält,  die  im  Int^rale  vorhandenen  logarithmischen  Transeenden- 
ten  zu  entdecken.  Dann  wäre  sie  lediglich  fortzusetzen,  bis  zur  Gleichung  (215),  in  welcher  dann  die 
von  Null  verschiedenen  der  mit  O  bezeichneten  Coeffidenten  die  Orte  angeben  werden,  an  d^en  sieh 
der  Logarithmus  befindet  Sind  sie  alle  der  Nulle  gleich,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von  dieser 
Transcendente  frei.  Sind  ferner  mit  der  Abwesenheit  dieses  Logarithmus  noch  gewisse  andere  Erscheinun- 
gen, nämlich  gruppenweise  vorhandene  Werthe  des  Exponenten  A,  deren  Glieder  im  Verhältnisse  der  na- 
türlichen Zahlen  1,  2,  3,  ...  stehen,  verknüpft;  so  könnte  man  daraus  die  Berechtigung  ziehen,  den 
Ursprung  der  Differentialgleichung  aus  einer  algebraischen  abzuleiten.  Manchmal  konnte  man  wohl  auch 
für  gut  finden,  nur  einen  einzigen  Zweig  der  Rechnung  durchzumachen,  deigenigen  nämlich,  der  sieh 
mit  der  Ermittlung  beschäftigt  des  einzigen  particulären  Integrales,  dem  der  Factor  (x  —  a)^  ange- 
hört, und  daran  die  Untersuchung  zu  knöpfen,  ob  nicht  etwa  eben  dieses  Eine  in  geschlossener  Form 
vorhanden  und  die  Differentialgleichung  mit  Vortheil  davon  zu  befreien  sei.  Es  versteht  sich  von  selbst, 
dass  man  solch*  eine  geschlossene  Gestalt  nur  dann  zu  erwarten  hat,  wenn  das  pariiculäre  Integral 
bereits  eine  Function  erster  Classe  ist,  wenn  folglich  in  den  Schlusscoefficienten  der  Differentialglei- 
chung der  charakteristische  Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  auf  das  Paar  entweder,  ursprung- 
lich vorhanden,  oder  durch  eine  vorgängige  Transformation  erzielt  worden  ist 

Es  wird  nicht  unerspriesslich  sein,  in  einem  Beispiele  diese  Integrationsmethode  durchzu- 
fuhren. Wir  wählen  dazu  die  folgende  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit  quadratischen 
Coefficienten : 
(2J0)  X  (x  —  b)y''  —\ßx  (x  —  b)  +p  (x—b^  +  gx]  y'  +  \ßhx  +  c]  y  =  0, 

bemerkend,  dass  eine  jede  Differentialgleichung  von  dieser  Ordnungszahl  und  mit  Coefficienten  des 
zweiten  Grades  auf  diese  Form  gebracht  zu  werden  vermöge. 
In  der  That,  setzen  wir  voraus,  es  wäre  gegeben: 

(«1)  («.  x'  +  b,x  +  c.)  y"  +  (a,  x'^b.x  +  c,)]/  +  (a.  x'  +  b,  x  +  c,)  y  =  0, 

so  wird  man  damit  anfangen,  durch  den  Coefficienten  a,  wegzudividiren  und  denselben  so  zu  ver- 
wandeln in  die  Einheit;  sodann  wird  man  den  ersten  Coefficienten  in  seine  einfachen  Factoren  zerlegen, 
und  ihm  dadurch  die  Gestalt  (x  —  ä)  {x  —  6)  ertheilen;  dann  fuhrt  man  eine  neue  Variable  ein  durch 
eine  der  beiden  sehr  einfachen  Substitutionen:  x  —  a  =  r,  o?  — 6=r;  so  hat  man  zwei  Arten,  dem 
ersten  Coefficienten  die  in  (220)  vorausgesetzte  Ferm  zu  ertheilen.  Sie  lassen  sich  meistentheils  zu- 
sammenfassen in  Eine,  da  nämlich  a  und  6  sich  von  einander  nur  unterscheiden  im  Zeichen  eines 
gewissen  Radicales ,  so  bewirkt  man  auch  alle  zwei  Transformationen  auf  einmal ,  indem  man  dieses 
Radical  mit  seinem  Doppelzeichen  =b  in  der  Rechnung  stehen  lässt  Endlich  wird  man  noch  dazu  den 
Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl,  den  die  Schlusscoefficienten  der  Gleichung  zeigen,  durch  eine 
nene  Transformation  erzielen,  vermittelst  der  Substitution  nämlich  y^e^"^.«.  Hiemit  wäre  nun  im  All- 
goneinen  und  ohne  Rücksicht  auf  die  etwaigen  AusnahmsfSlIe,  die  bereits  in  den  Paragraphen  2  and  S 
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der  TransformatioBsiehre  zur  Genüge  zur  Sprache  gebracht  worden,  und  stets  eine  Vereinfachung  der 
Differentialgleichung  nach  sich  ziehen,  die  Form  (220)  aus  der  (221)  erzeugt,  und  zwar,  da  6  zwei 
Werthe  hat,  auf  zwei  verschiedene  Arten,  die  man  auch  in  Eine  zusammennehmen  kann. 

Wir  fassen  also  die  (220)  ins  Auge  und  haben  in  derselben ,  da  der  erste  Coefficient  zwei 
einbehe  Faotoren  besitzt,  den  x  nämlich  und  den  op^i,  die  zu  ihnen  gehfirigen  Exponenten  h^ 
und  A.  gegeben  durch  die  Formel  (188),  wie  folgt: 

Ät  =  P  +  i  .  Ä,  =  7  +  !• 

Sind  nun  p  und  q  ganze  positive  Zahlen,  oder  ist  auch  nur  eine  unter  ihnen  von  dieser  Beschaffenheit, 
so  deutet  diess  nicht  nur  auf  einen  Factor  o^^  oder  (x — by^^  in  einem  einzigen  particulären  Inte- 
grale, sondern  im  Allgemeinen  auch  auf  eine  logarithmische  Transcendente. 

Der  Umstand,  dass  dieser  Exponent  als  noch  beliebiger  Werthe  fShiger  Parameter  erscheint, 
vermöchte  nun  die  Veranlassung  zu  geben,  dass  man  vor  allem  anderen  das  particuläre  Integral  mit 
dem  Faetor  a^^  sucht  Es  dienen  hiezu  die  Formeln  (211),  in  welchen  man  jetzt  speciell  hat: 

S^^  X  (ar  — 6),      ä;^^  =  —  ßx  (x  —  V)  —  p  (x—b)  —  qx,      ^^  =  ßhx  +  c 
S^=x — 6,      Äfl^,5=  —  2ßx-\'bß  —  p  —  y,      «)Gj,^s=^A«      5G'=1,       •Xfli-i= — 2ß 

X„_,  =  c,  XJ,_,  =  ßh. 

Berechnet  man  hiernach  die  Werthe  der  ReihencoeflQcienten  Y^*) ,  Y^*' , in  Function  von 

Y^*\  noch  überdiess  der  Kürze  wegen  annehmend: 

bß  —  q=»»,  p  —  h  +  i  =  t, 

80  ergibt  sich  zunächst: 

Y*^^     ^  I  [Ö»  +  0  «  +  c]  Y?+'^ 

Yr«>     =  ^  [[(p  4*2)  («+!)  +  c]  Y<r^  -  ß(p  +  2)  «Yir*>j 

Y^)     =  ±  j[0,  +  3)  («  +  2)  +  c]  Y^«  ^ß(p  +  S)(,t+l)  Y<r*^] 

Yir^'5  =  ^  j[Cp  +  r)  («  +  r  -  1)  +  c]  Yö^J  -  ß  (p  +  r)  (t  +  r  ^  Z)  Y?^»j 
dann  aber  durch  Substitution  aus  den  vorangehenden  Gleichungen  in  die  nichstfolgenden  der  Reihe  nach: 


<«"^!f*"=  7X376= 


Y(fH-l) 


1.2.3;4.6* 
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Y^*)  =  -^  [(p  +   1)  ,  +  c]. 

^'^  =  7^  \[(P  +  2)  (*  +  i)  +  c]  [Ö'  +  i)  *  +  c]  -  6y8  (p  +  2)  /j 

[(p+3)(«+2)  +  c]  [[(p+2)(«+i)  +  c]  [(p+l),  +  c]  -  *)8(p+2)l]  - 

-2bß  (p  +  3)  (/  +  1)  [(p  +  1)  ,  +  c] 

[(p+4)(«+3)+c]  |[öi+3)(«+2)+c]  [[(p+2)(«+l)+c]  [(p+l>+c]  - 

^6y8(p4-2)/]  -26^(p  +  3)  (/+0  [(p+l)«  +  c])  - 
-36^(p+4)(/+2)  j[0H-2)(«+O  +  c]  [(p+i)s  +  c]-bß(p+2)t\ 

Die  Formeln  (222)  zeigen  uns  zuvSrderst  auf  das  klarste,  dass  es  allerdings  zahlreidie  Falle  gel 
wo  diess  erste  particolare  Integral  mit  dem  Factor  oet^^  sieh  in  ein  geschlossenes  algebraisches  Pol 
nom  verwandelt.  So  oft  nämlich  zwei  auf  einander  folgende  der  Y«  genannten  Coefficienten,  etwa  Y^ 
Y^^^  verschwinden,  sind  auch  all*  die  folgenden  der  Nulle  gleich.  So  wird  z.  B.  der  mononüse 
Werth  a^*^  ein  particuläres  Integral,  wenn  die  folgenden  zwei  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sind: 

(«4)  (p  +  i)  9  +  c  =  0.  ßt  =  0. 

In  diesem  speciellen  Falle  wird  man  dann  passender  Weise  die  Differentialgleichung  von  diesem  ein 
Integrale  befreien  vermittelst  der  Substitution: 

und  wird  sofort  erhalten: 

X  (ar-6)  .  %'  +  [—  ßx'  +  (p  +  s  +  2)  X  —  b  (p  +  2)]  z  =  0. 
woraus  durch  Integration: 

x^* 

erbalten  wird,  und  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Differentiflgleichung  liefert  in  folgend 
Form: 

eP^^   ^^/    dx. 

Hier  kommt,  wie  man  sieht,  der  logx  in  der  allgemeinen  aufsteigenden  Reihenentwicklung  vor,  wa 
rend  der  log(x  —  b)  im  Allgemeinen  auch  fehlen  kann,  wenn  g  eine  ganze  positive  Zahl  ist 

Das  erste  Integral  in  Reihenform  kann  aber  auch  beim  zweiten  Gliede  abbrechen,  we 

zwei  andere  Bedingungen  erfüllt  sind,  die  aussprechen,  dass  Y^^*^  und  Y^^^  der  Nulle  gleich  sii 

Diese  Bedingungen  sind: 
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[(p  +  2)  («  +  <)  +  c]  [(p  +  1)  «  +  ö]  -  ft^  (p  +  2)  /  =  0 

ftyS  ö>  +  3)  (/  +  1)  [(p  +  1)  »  +  c]  =  0 

Da  die  letzte  von  Urnen  in  zwei  zerfällt,  nämlich: 

*y8  (P  +  3)  (*  +  1)  =  0     und      (p  +  i)  «  +  c  =  0,  («27) 

und  da  wieder  der  letzten  unter  diesen  zweien  die  bß(p  +  2)t  =  0  kraft  der  (226)  zugehSrt,  so 
stSsst  man  hier  auf  die  Bedingungsgleichnngen  der  monomischen  Beschaffenheit  des  ersten  Theiles  noch 
einmal.  Scheidet  man  sie,  als  Ueher  nicht  gehörig,  ab,  und  nimmt  noch  dazu  an,  dass  weder  6  noch 
ß  verschwinden,  indem  diess  unmittelbar  der  Differentialgleichung  eine  ganz  andere  Form  ertheilen 
wurde,  die  auch  eine  andere  Behandlung  erheischt,  so  gelangt  man  zu  den  eigentlichen  Bedingungs- 
gleichnngen des  binomischen  Vorkommens  des  ersten  particulären  Integrales.  Sie  sind: 

t=p  —  h+i=—  i 
[Ö>  +  2)  (s  +  i)  +  c]l(p  +  i)  $  +  c]  +  bß  (p  +  2)  =  0. 

Von  ihnen  kann  man  die  erste  als  den  Werth  von  h ,  die  zweite  als  jenen  von  c  bestimmend  anse- 
hen. Kraft  derselben  ist  e  zweideutig,  daher  es  zwei  verschiedene  Fälle  gibt,  wo  das  erste  particu- 
lire  Integral  unter  der  folgenden  binomischen  Form  erscheint: 

(p  +  i)  s  +  c 
y       «^t-      ft(p  +  2)  ^  ^ 

Auch  hier  gelangt  man  nun  durch  die  ins  Werk  gesetzte  Befreiung  von  dem  erhaltenen  particulären 
Integrale  das  allgemeine  in  der  folgenden  etwas  verschiedenen  Form: 

y  =  Caf^^  [b  (p  +  2)  +  r(p+i)  s  +  c]  x]  fe^^. ; (a?  —  6)^  dx ^^ 

Auf  diese  Weise  nun  kann  man  in  der  Untersuchung  fortfahren,  das  erste  particuläre  Inte- 
gral der  Reihe  nach  als  Trinom,  Quadrinom  u.  s.  w.  darstellen,  und  stets  die  zwei  Bedingungsglei- 
chungen dieses  geschlossenen  Vorkommens  aufzeichnen.  Von  ihnen  besagt  die  erste  jedesmal,  dass  p 
eine  negative  ganze  Zahl,  entnommen  der  Reihe  — 2,  — 3,  — 4, sei;  die  andere  aber  er- 
klärt den  constanlen  Parameter  c  beziehlich  als  eine  dreideutige,  vierdeutige  n.  s.  w.  Grösse.  Während 
man  so  fortfahrend  zu  einem  bestimmten  geschlossenen  Ausdrucke  gelangt  ffir  das  erste  mit  dem  Factor 
x^^  versehene  Integral  in  der  Gestalt: 

y  =  x^^'  [i  +  Ä,x  +  A^x'  ^ -^  ArXT], 

so  bekömmt  man  durch  Befreiung  der  Differentialgldchung  von  demselben  auch  jedesmal  das  allgemeine 
Integral  in  der  Form :        ^ 
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Das  Bestehen  dieser  Formel  ist  nun  zwar  an  die  zwei  Bedingangsgleichungen  der  gesehlos- 
senen  Existenz  geknfipft;  wenn  man  jedoch  das  geschlossene  Polynom,  welches  in  derselben  enfhaltai 
ist,  sich  in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  denkt,  so  hSrt  sie  desshalb  gar  nicht  auf,  giltig  zu 
sein,  sie  ist  es  vielmehr  völlig  ohne  alle  Bedingung,  nur  ist  dann  ihre  Brauchbarkeit  an  das  Mass  der 
Convergenz  der  unendlichen  Reihe  geknüpft,  hangt  also  ab  von  der  Beschaffoihdt  der  mit  A  bezeich- 
neten CoeSicienten ,  deren  Werthe  sind: 


(«») 


Die  Convergenz  der  unendlichen  Reihe  hingt  somit  ab  von  dem  Werthe,  den  der  Bruch: 

Är^,~  (p+r+i)  Yg^) 

für  sehr  grosse  Werthe  von  r  annimmt,  Diess  hängt  aber  wieder  von  der  Beschaffenheit  derCoeffiefenten 
Yo  ab.  Um  diese  letztere  zu  beurtheOen,  legen  wir  uns  die  allgemeine  der  Gleichungen  (222),  d.  h.  die : 

durch  Y^^^  getheUt,  hier  nochmals  vor.  Man  erkennt  nach  einiger  Überlegung,  dass  sie  nur  zwm 
verschiedene  Fälle  zulasse ,  nämlich  erstens :  die  spätesten  der  auf  einander  folgenden  Y^  widisea  im 
Verhältnisse  einer  endlichen  Zahl  zum  unendlichen  Stellenzeiger  r,  so  dass  man  ffir  soldie  sehr 
grosse  r: 

(834)  -Y^^^"^       somit  auch       .^^—^=ar 

hat.  Nimmt  man  diess  an,  so  ergibt  sieh  aus  der  vorliegenden  Gleichung  (233)  unmittelbar: 

1 


(«85) 


Stellt  man  diess  in  Vergleich  mit  der  (232),  so  erhält  man  abermals  für  sehr  grosse  r: 

I 

Ar  X  X 


A^.        *• 


*r-i 


d.  h.  mit  andern  Worten,  die  unendliche  Reihe,  welche  das  erste  particuläre  Integral  wiedergibt, 
convergirt  in  den  spätesten  Gliedern  für  all*  diejenigen  Werthe  von  x^  welche  auch  die  Convergenz 
der  Reihe  fär  (x  —  by^*^  nach  sieh  ziehen,  was  gelegentlich  auch  daher  rubren  mag,  dass  elien  diese 
Potenz  ebenfalls  annoch  einen  Factor  dieses  partieulären  Integrales  bildet 

Es  ist  aber  zweitens  noch  ein  anderer  Fall  möglich:  Y^f^^  nähert  sich  namUeh  beim  fort- 
währenden Wachsen  des  Stellenzeigers  r  irgend  einer  endlichen  Grenze,  oder  wenigstens  die  Reibe 
der  Yo  ist  eine  im  Masse  wie  eine  geometrische  Progression  steigende,  so  dass  man: 
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■^pT  =  «  («ae) 

unter  a  einen  bestimmten  endlichen  Quotienten  hat  Unter  dieser  Voranssetzang  ergibt  sich  aas  der 
(233)  a=ß,  sohin: 

Ar.,  r  ^      ^ 

fGr  sehr  grosse  Werthe  von  r.  Diess  heisst  mit  anderen  Worten :  Die  das  erste  particulSre  Integral 
darstellende  Reihe  convergirt  in  den  spätesten  Gliedern  genau  so,  wie  diejenige,  in  die  man  die  Ex- 
ponentialgr5sse  e^  verwandeln  kann,  somit  fSr  jedes  x.  Mehr  als  diese  zwei  verschiedenen  Fälle 
gibt  es  nicht,  weil  die  Gleichung  (233)  einem  jeden  anders  vorausgesetzten  Verhalten  der  CoeflScien- 
ten  Y«  widerspricht  Es  kann  im  Allgemeinen  nicht  entschieden  werden,  welcher  von  diesen  beiden 

Pillen  vorliegt  Diess  hingt  unmittelbar  von  dem  Verhalten  der  AnfangscoeflScienten  il^ ,  A^^ ab 

und  mittelbar  von  den  Bedeutungen  der  constanten  Parameter  der  Differentialgleichung,  zeigt  sich 
aber  in  einem  jeden  speciellen  Falle  nach  einer  missigen  Anzahl  berechneter  Anfimgsglieder.  Ist  Con- 
vergenz  in  der  Weise  der  Exponentialreihe  vorhanden,  dann  hat  man  wohl  alle  Ursache,  mit  dem 
Beehnungsresultate  zuMeden  zu  sein.  Findet  es  sich  dagegen,  dass  die  Reihe  nur  convergirt  in  der 
Art  der  Binomiahreihe  (x-^b)^^  also  zwischen  Grenzen,  welche  durch  die  Relation:  —  6<x<  +  6 
gegeben  sind,  und  man  wunsdit  einen  höheren  Grad  der  Convergenz  inner-  und  auch  ausserhalb  dieser 
Grenzen  zu  erzielen,  so  mag  man  versuchen,  das  erste  particulire  Int^pral  von  dem  wahrscheinlicher- 
weise noch  darin  vorhandenen  Factor  (x  —  h)^^  zu  befireien ,  was  durch  die  Substitution : 

y  z=  (x  —  *)^*  .  U  (J38) 

bewerkstelligt  wird,  welche  nach  leichter  Rechnung  zur  folgenden  transformirten  Gleichung  in  u  leitet: 

xix—b)vt'—[ßxix  —  b)+p(x—b)  —  (g+2^x']u!+[ßCh—q  —  i)x  +  e'^(q+i)^^ 

Sie  unterscheidet  sich  von  der  in  y  in  der  Form  gar  nicht,  sondern  nur  in  den  constanten  Parametern, 
und  zwar  so,  dass  anstatt  der  Coefficienten  in  (220): 

g,  h,  €  (840) 

in  der  Transformirten  beziehlich  zu  stehen  kommen : 

—  7  —  2,  h  —  g  —  i,  e  —  p  (g  +  i).  (841) 

Demzufolge  ist  es  nicht  nothwendig,  eigens  diejenige  Entwicklung  des  particulären  Integrales  in  Reihen, 
welches  die  Transformirte  besitzt,  mit  dem  Factor  o^^  durch  eine  neue  Rechnung  vorzunehmen.  Es 
genügt  nämlich  in  den  erhaltenen  Formeln  (223),  (230)  pd  (231)  eine  Verwandlung  der  Grössen 
(240)  in  die  (241)  vorzunehmen,  wenn  man  hiebe!  nur  nicht  verglast «  dass  auch  a  und  <  dadurch 
ihre  Werthe  andern.  Nimmt  man  daher  an: 

9rmmbß  +  f  +  2,  r=ip-.A  +  ^  +  2,  c^«e~p(7+l),  (848) 
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IT(P+0 

U(P+.) 


(t43)  U?+»)  =  -p|-^^  j[ö»  +  2)  (»'  +  1)  +  e']   [0»  +  1)9'  +  ^]  -bß(p  +  2)  f  j 
1.2.3.6 


tTS,"^'  =    .^'TL  j[Ö'+3)(«'+2)  +  c'l  [[Ö»+2)  («'HD  +  C]  [(p+1)  «'  +  c']  -  bß  (p+2)  f] 


-  26^  (p  +  3)  (f  +  .1)  [(p  +  1)  «  +  C]j 


/J44)  n    __  ^0 » )i2 n    _  rf 

■        0'+2)ür'''       ,V       (f»  +  2)Ö»4-8)U'r'^'        •        ()»+2)(p  +  3)(p  +  4)U<r'^' 

so  bildet  sich  aus  diesen  Grossen  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  in  y  auch  noch  in 
folgender  Gestalt: 

m> y  =  C^-  («-♦)"•  [>+B,.+B.^  +  ]/'>'  ^.^,_^)^l,+B^+B^+...r 

Dem  Urtheile  des  Rechners  bleibt  es  überlassen,  weiche  dieser  bdden  Formen  (231)  und 
(245)  er  weiter  zu  verwenden  vorzieht  Auch  die  neue  gewonnene  Formel  (245)  vermag  durch  Ab- 
brechen der  Reihe  in  eine  geschlossene  zu  übergehen ,  nur  ist  auch  hier  jedesmal  das  Stattfinden 
zweier  Bedingungsgleichungen  erforderlich:  z.  B.  damit  diese  Reiha  gleich  nach  dem  ersten  Gliede 
abbreche,  folglich  J^^ «=£,=5 !),==: gleich  Null  sei,  muss: 

f  =  0         und         (p+i)9'  +  c'  =  0 
sein,  oder,  was  dasselbe  ist: 

h  =  p  +  g  +  2,  (p  +  i)  bß  +  h  +  c  =  0. 

In  ähnlicher  Weise  ist  das  Abbrechen  der  Reihe  nach  dem  zweiten  Gliede,  so  dass  JB,  von  Null  ver- 
schieden bleibt,  während  fi,,  B^,  gleich  Null  sind,  an  die  nachfolgenden  zwei  Bedingungs- 
gleichungen geknüpft: 

^  =  -1,        [ö>  +  2)(«'+ 1)  +  c']  [0>+  1)  «'  +  c']  +  6y8(p  +  2)  =  0, 

oder  was  dasselbe  ist : 

h  =  p  +  g  +3,         [(p  +  2)bß  +  2h  +  c\[(p  +  i)bß  +  h^  c]  +  bß(p  +  2)  =  0 

u.  s.  w.  Wesentlich  ist  es  noch,  die  Bemerkung  anzufügen,  dass  unsere  so  gewonnenen  Integralformek 
(231)  und  (245)  zwar  unter  der  beschränkenden  Voraussetzung  eines  ganzen  und  positiven  p  abgelei- 
tet sind ,  und  aus  Formeln ,  denen  eben  diese  Voraussetzung  zu  Grunde  liegt ,  dass  man  sich  jedoch 
sehr  leicht  fiberzeugen  kann  von  ihrer  unbeschränkten  Giltigkeit,  p  mag  reell  oder  imaginär,  positiv 
oder  negativ,  ganz  oder  gebrochen  sein.  Es  ist  in  der  Tbät  in  keiner  Weise  zu  bezweifeln,  dass  die 
^:■.  s\    in  Rede  stehenden  Integraiformeln  giltifif  sHen  fir  jede  noch  unbestimmt  gelassene,  anstatt  p  gesetzte 


i 


_-— -^  ^^-^""-"""^         \^^  ^^ — ^ 

jk-  O"*  "^  -ribt  «^®^* 


Snbstitiiireii  wir  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (233) ,  dieselbe  zuvor  mit  brY^^  multiplizirend, 
absteigead  ordnend  und  den  gemeinschaftlichen  Factor  Y^j^^^  tilgend,  so  ist  das  Ergebniss  folgende 
Gleichnng: 

bA^  r*^+*  4-  byA^  r*y  +  ZbABr^^^'  + = 

=  Ar^^  +  Br^^*  +  (,  +  p  _  i)  Ary^'  +  (,  +  p  _  i)  Br^^'  + 
+  \p(ß-0+c]  Ary  +  \pis-0  +  c]  Br^-ßr^  -  ßit+p^2)r  -  ßpit-2)  +  

So  lange  hier  die  grSssten  Exponenten  von  r,  die  augenscheinlich  2^+1,  ^  +  2,  und  2 
sind,  von  einander  verschieden  bleiben,  ist  an  ein  Identischwerden  dieser  Gleichung  nicht  zu  denken. 
Es  müssen  also  irgend  welche  zwei  aus  diesen  dreien  einander  gleich  ausfallen.  Man  wird  also  ent- 
weder haben:  2y  +  i=y  +  2  folglich  y=l,  oder  y  +  2  =  2,  also  y  =  0,  oder  2y+l=2 
also  ^  "=-•  Der  letzte  Fall  ist  auszuschliessen,  weil  beim  Bestehen  desselben  nicht  2y  +  i  und  2  die 
höchsten  ^onenten  sind,  sondern  der  dritte  unter  ihnen,  y  +  2  nämlich,  der  2 -wird,  also  ein  iso- 
lirtes  Glied  begründet,  bei  dessen  Vorhandensein  wieder  ein  Identischwerden  unmöglich  wird.  Es  kann 
also  y  nur  zwei  verschiedene  Werthe  annehmen,  die  Eins  und  Null  nämlich.  Erkiest  man  den  einen 
von  ihnen,  so  verlangt  die  vorliegende  Gleichung  noch  fiberdiess,  dass: 

bA^  =  A  folglich  ^  =  r 

0 

sei.  Nimmt  man  hingegen  den  zweiten  an,  so  ergibt  sich  noch  fiberdiess  A=ß^  wodurch  die  oban- 
gedeutete  Weise  der  Convergenz  bewiesen  ist  Welche  jedoch  der  zwei  möglichen  Convergenzarten 
^edell  diejenigen  sei,  welche  wirklich  eintritt,  wollen  wir  an  diesem  Orte  nicht  entscheiden,  um  nicht 
in  zahlreiche  Distinctionen  verwickelt  zu  werden,  die  uns  gegenwärtig  von  keinem  Nutzen  sind,  denn 
IGhrt  einmal  irgend  ein  Bewegungsproblem  zu  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  von  der 
betrachteten  Gestalt,  so  sind  in  derselben  jedesmal  weniger  als  sechs  Parameter  vorhanden,  die  noch 
dazu  kraft  ihrer  Bedeutungen  als  Dimensionen,  Druck,  Dichte,  Spannung  in  ihren  Werthen  beschränkt 
sind,  z.  B.  nicht  negativ  zu  sein  vermögen,  und  da  ergibt  es  sich  immer  nach  einigen  in  der  Rech- 
nung gemachten  Schritten,  ob  im  zweiten  Theile  der  Gleichung  (233)  das  erste  Glied  gegen  das  zweite 
bei  der  Zunahme  von  r  ins  Unendliche  wächst,  oder  ob  sie  gegen  die  Gleichheit  convergiren.  Im  ersten 
Falle  hat  man  offenbar  die  Convergenz  der  geometrischen  Progression,  im  zweiten  die  unbeschränkte 
der  Etponentialreihe. 

Dieses  in  gewisser  Beziehung,  wenn  auch  nur  durch  eine  Difijunction  bestimmte  Mass  der 
Convergenz  der  Reihe,  die  das  Int^;ral  darstellt  nach  aufsteigenden  Potenzen  geordnet  des  Factors  des 
ersten  GleiehungscoeSicienten,  ist  nur  ein  spedeUer  Fall  einer  viel  allgemeineren  Regel,  die  folgender- 
masaen  lautet:  Wenn  der  Factor  9  — a  des  ersten  CpeflBcienten  der  Differentialgleichung  auf  ein  dem 
(«*— a)*  proportionales  particuläres  Integral  hindeutet«  und  man  sucht  eben  dieses  eine  in  aufsteigen- 
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der  Reihenform;  so  ist  das  Mass  der  Gonvargenz  dieser  gesocbten  Rdhe  zwar  keiii.'VoIIsti 
sümmtes,  man  weiss  aber  doch,  dass  es  mit  dem  Masse  der  Convergenz  irgend  einer  der 
denen  Asymptoten,  die  den  particularen  Integralen  angehören,  die  man  sich  ebenfalls  in  dieR« 
gebracht  denkt,  zusammenfalle.  Es  sind  jedoch  hier  Asymptoten  gemeint,  nicht  bloss  diejen 
man  den  Gradzahlen  der  Coefficienten  entnimmt,  sondern  aach  noch  die  anderen,  die  man  aus  < 
torenbaue  der  Anfangscoefficienten  erschliesst. 

Nehmen  wir  an,  ein  Factor  von  50»^  ^^i  ^ben  x.  Man  kann  diess,  wie  bekannt,  ii 
werkstelligen  und  zwar  in  der  Regel  auf  mehrere  verschiedene  Arten.  Die  fibrigen  aber  n  — 

Zahl  seien:  x  —  a^,  a:  — a,,  x  —  a^^ x  —  a^^.  Die  diesen  Factoren  entsprechend 

nenten  heissen :  A,,  A^,  A,,  A, A^^  und  entwickelt  man  das  particnlare  Integral,  we 

x^*  multiplizirt  erscheint,  so  bekömmt  man  eine  Reihe,  deren  Convergenz  in  den  spatesten 

mit  irgend  einer  der  Entwicklungen  der  Potenzen  (x — aj*«,  (x  —  aj*»,  (x — c 

oder  auch  mit  der  Entwicklung  von  einer  der  exponentiellen  Asymptoten,  die  die  particularen 
besitzen,  und  die  man  aus  den  Gradzahlen  der  Coeflßcienten  erkennt,  zusammen][811t 

Den  allgemeinen  Beweis  dieser  Regel  zu  fuhren,  ist  nicht  schwer.  In  der  That, 
trachte  die  Gleichung  (206)  und  denke  sich  den  Gliedzeiger  p,  der  in  ihr  vorkommt,  durch 
gross  gedachte  ganze  positive  Zahl  r  ersetzt,  zugleich  die  Zusätze  niederer  Ordnungen,  die  ] 
zukommen,  als  verschwindend  weggelassen,  und  zu  gleicher  Zeit  werde  angenommen,  dass  k 

Gleichungscoefficienten   %„,  dG^^, ^  die  gewisse  Gradzahl  m  fiberschreite;  man  i 

der  Berechnung  eben  des  einen,  bekanntlich  entwickelbaren  particularen  Integrales  beCanger 
den  logarithmischen  Zusatz ,  also  jegliches  Y^  gleich  Null  habe. 

Die  (206)  geht  unter  solchen  Umstanden  über  in: 

0  =  rXY(/+^)  +  [r'  X'  +  rX;.,  +  X^l  Yii^-0  + 

+  [j  X"  +  j  x;;.,  +  rx;,..  +  x^]  yj*^-)  + 

+  r   ''"    ,  x^"*->  +  Y^^^  xj?:')  + 1  Y^'--'^o  + 

(849)  L(w— 1)/  n  (m— 1)/      "  J 

^Ui/  ^'*-*  ^(m-i).'  ^"-'     ^  J      •  ^ 

+  


r"« 


Erheben  sich  nun  sammtliche  Gleichungscoefficienten  wirklich  zum  m^«n  Grade,  so  wirf 
Gleichung  durch  Weglassen  der  Glieder  niederer  Ordnungen  nach  r  gegen  die  höherer 
lassen,  wie  folgt: 
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0=  rXYi*^ -|-r'X'Yl»+^->  +  -  X''Yi»+*-^  +  +  7 77  X^«-'  y^'-"+'5  + 

n  n  2     n  (m —  i) .    n 

+  —I  fXiJi'.  Y(*+'-"'^  +  X«  Yi,*+''-»-'^  + +  Xf,""-  Y',**'--'^»-' 1  (850) 

111/     *-  -I 

Man  überzeugt  sieh  sehr  leicht ,  dass  hier  nur  zweierlei  Verhalten  der  Coefficienten  Y^  möglich  sei : 
Es  ist  nämlich  entweder: 

YCA-»**-»)  "^  ^''''  (851) 

und  folglich  auch: 

*  0  *  0  *  0 

woraus  folgt: 

0  =  X  ^-^*  +  X'  ^•—  +  ^  X"  ^«-  +    +  - — ^—rn  X^«-' .  .^^. 

n  n  2    n  (m—i)!n  (»>«) 

Bezeichnet  man  ffir  einen  Augenblick: 


pX  =  (x  —  aj  (a:  —  a,)  (a?  —  «„.J  =  9  (x), 

SO  lässt  sich  diese  Gleichung  auch  folgendermassen  schreiben: 

A-  9  (o+l)  =  -1-  (1-a.)  (i-  «.)   (1   -  «..)  =0. 

und  liefert  die  Wurzeln: 

A=±.         ^=± ^  =  J-, 

d.  h.  mit  anderen  Worten,  die  erhaltene  Reihe  der  Y^  wird  in  den  spätesten  Gliedern  wachsen  im 

Verhältnisse  der  Einheit  zu  einer  der  Grössen  — ,  — ,  .   Das  daraus  construirte  particu- 

läre  Integral  jedoch  wird  in  derselben  Weise  und  für  dieselben  x  convergiren,  für  welche  auch  irgend 

eine  der  Potenzen: 

(ar  —  a,)*« ,    (ar  —  a,)*« ,     (x  -  a,)*« ,     (ar  -  a^_,)*'- 

convergirt. 

Oder  man  wird : 


haben  können,  folglich  auch: 


Y(A+r-i)    =  ^  («53) 

*  0 


Y(*+r-0                       Y(*+*'-*.                       Y(*+''-»)                                                 v(*+*'-»«-»+«) 
*o  H         J_o n  *  0  n  Jj> n 

Y(A+r-t)        ^ »      Y^*+^-^'  '      Y^"''^"*^  Y(*+*'-"'"-"+*'  — 

Die  Gleichung  (250)  verwandelt  sich  bei  dieser  Annahme  in: 
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Sind  nnn  die  Anfangsglieder  von: 

n 

wenn  man  sieh  diese  Coefficienten  nach  x  absteigend  geordnet  denkt,  beziehlich: 

Un  ar~-* ,        a,,.j  ar"* ,        a„»,  ar* «o  «^  • 

so  geht  diese  Gleichung  aber  in: 

0  =  a„fl"  +  a^-iÄ"-'  +«„-.  Ä'^'  +  +  atÄ  +  a.. 

Nennt  man  ihre  Wurzeln: 

SO  ergibt  sich,  dass  die  Reihe  der  Y^  auch  wie  eine  geometrische  Progression  im  Verhaltm'sse  der  Ein- 
heit zu  einer  dieser  Wurzeln  steigen  könne.  Auf  die  spätesten  Glieder  des  particulären  Integrales  tragt  sich 
dadurch  derselbe  Grad  der  Convcrgenz  Ober,  der  auch  der  Entwicklung  von  einer  der  Exponentiellen : 

ei^«^,  eP«^,  eP»^ e^-* 

eigenthumlich  ist.  Diess  sind  aber  gerade  die  exponentiellen  Asymptoten  der  n  verschiedenen  partieo- 
lären  Integrale. 

Welches  von  diesen  vielen  verschiedenen  Verhalten  in  einem  jeden  speeiellen  Falle  der  gel- 
tende ist «  muss  durch  eine  eigene  Untersuchung  entschieden  werden.  Dem  Rechner  wird  es  obliegen, 
die  beschränkte  Convergenz  der  Binomialreihe  durch  die  passenden  analytischen  Kunstgriffe«  wie  Ab- 
scheiden eines  algebraischen  Factors,  möglichst  zu  vermeiden  und  dagegen  das  Benehmen  einer  Ex- 
ponentialreihe  eintreten  zu  lassen. 

Es  gibt  Fälle,  in  denen  man  auf  noch  convergirendere  Reihen  stSsst,  als  die  Eq^nential- 

reihen  sind.  Diess  vermag  nämlich  dann  einzutreten,  wenn  die  DiiTerentialgleichung  AbfSlle  besitzt  von 

weniger  als  einer  Einheit  auf  das  CoefTicientenpaar.  Hier  ist  das  Aufsuchen  der  Integrale  in  anfeteig^- 

der  Reihenform  um  so  mehr  eine  angezeigte  Massregel,  als  bei  ähnlichem  Voricommen  alle   anderen 

Integrationsmethoden  ihre  Dienste  versagen,  oder  mindestens  zu  wenig  brauchbaren  Formen  fahren.  In 

der  That,  nehmen  wir  beispielweise  an,  <%„  sei  vom  Grade  m,  mithin  3Q>  vom  Grade  m  —  1»  die 

übrigen  X>n-i «  dklt^-s .  . . .  <%^ ,  dG«  überschreiten  aber  alle  nicht  die  Gradzahl  m  —  1  and  SG^  besitze 

sie  wirklich.  In  einem  solchen  Falle ,  wo  der  repartirte  Abfall  —  Einheiten  aufweist,  geht  unsere  Glei- 

n 

ehung  (249)  über  in: 

»I  n  2     n  (m  —  Ij/    « 

+  7 TT-,  [XiJÜ-.')  Y^'--'»)  +  Xin;')  Yi*^-^')  +  +  Xi— >  Y^^-*+»)1 

{Tfl  —  tj*  -^ 

Der  Quotient  zweier  nächst  auf  einander  folgender  Y«  vermag  nun  entweder  die  Form^lr  za  haben«  so 
wie  in  dem  früheren  Falle,  oder  eine  zweite,  total  davon  verschiedene,  nämlich: 


und  es  ist  die  Constante  B  gegeben  durch  die  folgende  binomische  Gleichung  des  nten  Grades: 

Un  Ä»  +   tto  =  0.  , 

Hiezu  kommt  noch  zu  erwägen,  dass  zwar  Y^^^^  eine  Function  des  Stellenzeigers  r  sei,  ihrer  Bil- 
dungsweise nach,  kraft  deren  sie  durch  eine  gewisse  Anzahl  von  Differentiationen  erhalten  wird,  aber 
offenbar  eine  rationale   Function.  Es  muss  daher  in  den  Rechnungsentwicklungen  irgend  ein  Umstand 

n 

liegen,  vermöge  dessen  die  Irrationalgrösse  \r  in  den  Coefficienten  vermieden  wird.   Diess  geschieht 

lue 
nun  dadurch,  dass  die  Reihenglieder  sich  nicht  um  einen  Factor,  wie     „.-  von  einander  unterscheid 

den,  sondern  eher  durch  eine  andere  wie:  -j^*  so  zwar,  dass  die  Reihe  nicht  nach  Potenzen  von  x. 

sondern  nach  Potenzen  von  or"  geordnet  erscheint.   Einer  Ausnahme  begegnet  man,  wenn  a^  =  0  ist. 

wo  sich  dann  die  Gleichung  (254)  in: 

a„  Ä«-*  +  a.  =  0 

verwandelt«  was  dann  ebenso  zu  einer  nach  Potenzen  von  x^'^  geordneten  Reihe  führt,  falls  nicht 
auch  0^  =  0  ist,  wo  man  eine  Reihe  erhalten  wird,  die  nach  Potenzen  von  ar^'  fortschreitet  u.  s.  w. 
Diess  gibt  also  jedenfalls  eine  sehr  bedeutende  Convergenz,  die  selbst  jener  der  Exponentialreihe  sehr 
namhaft  überlegen  ist.  Die  Aufgabe  des  Rechners  wird  es  nun  sein ,  durch  die  geeigneten  Rechnungs- 
kunstgriffe den  der  geometrischen  Progression  eigenthümlichen  Convergenzzustand  auszuschliessen  und 
dafür  den  anderen,  weit  rascheren  bioszulegen. 

Wir  betrachten  mithin  das  Vorkommen  solcher  Abfalle  in  der  Differentialgleichung,  die,  auf 
das  Coefficientenpaar  repartirt,  weniger  als  die  Einheit  aufweisen,  als  den  charakteristischen  Umstand, 
der  zur  Integration  in  aufsteigender  Reihenform  speciell  auffordert  und  diess  zwar  vorzüglich  in  dem 
Falle ,  wo  wegen  der  Armuth  des  ersten  Coefficienten  an  von  einander  verschiedenen  Factoren  diejeni- 
gen Asymptoten,  die  man  dem  Faetorenbaue  entnimmt,  entweder  nur  in  sehr  geringer  Anzahl  vorhan- 
den sind,  oder  auch  gänzlich  fehlen.  Diesen  Fall  bietet  die  Differentialgleichung: 

xy^»^  —  y  =  0,  , 

welche  wir  als  zweites  Beispiel  zum  Gegenstande  unserer  Untersuchungen  wählen. 

Zum  Factor  x  des  ersten  Coefficienten  dieser  Differentialgleichung  gehört  vermöge  der  For- 
mel (188)  ein  Exponent  A  =  n— 1,  sohin  eine  ganze  positive  Zahl.  Diess  weist  auf  eine  logarithmi- 
sche Transcendeote  in  der  allgemeinen  Integralformel  hin,  die  hier  die  Gestalt  hat: 

y  =  ^.  +  ^1^,  x^^  log  X. 

Einen  Bestandtheil  dieses  Integrales,  s  nämlich,  versehen  mit  Constanten  n~l  an  der  Zahl,  sohin 
vorderhand  noch  kein  allgemeines  Integral  bekömmt  man  ohne  Schwierigkeit  durch  successives  Diffe- 
renziren des  Gleichnngspolynomes  und  Nullsetzen  des  x.  Man  gewinnt  nämlich : 
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xjy  "^'^  +     jf^"^         —  y'     =0 

(«57)  ary^n+t)  ^  3yC«+«:      _  y'"   =  0 


Setzt  man  in  diesem  Systeme  von  Gleichungen  anstatt  x  Null  und  bezeichnet  die  Werthe,  welche 
dann  y^y\y"^  annehmen ,  mit  Y ,  Y' ,  Y" ;  so  ergibt  sich : 

(258)       Y'^"^  =  Y'  Y^""*^*^  a=  —Y"  y^"^*^  =  —  Y'",  y"^*^*-  =  —  Y^''^ 

Durch  diese  Gleichungen  finden  sich  die  sämmtlichen  Coefficienten  der  Reihenentwicklung  von  y  ver- 
mittelst der  Mac-Lauri n*schen  Formel  von  Y^''^  angefangen  bestimmt  durch  die  anfänglichen  n  —  t 
an  der  Zahl:  Y',  Y",  Y'" Y""*-  und  zwar  hat  man  gruppenweise: 

Y(»»>  _-  Y'         Y^w+i)  __  2  Y"         Y^**"*"*^  =  —  Y'"  Y^'**"'^  .=  Y("~*' 

2       '  3       '  n-~l 

Yv»"-*' =r_L  Y'     Y^"*^=  Y"  Y^*^*^'^ Y'"  Y^**-*^ - y^*"*' 

n       '  2(n+r)      '  3(«+2)        '  (n— l)(2n— 2) 

YC»ii-t)  Y'        Y*^**"*^  ÄS  - Y"        Y^*""  =  " 


i.w.  (211—1)  2(n+l).2n  3(n  +  2)(2n+l) 

(«59)  ^ 

Y^*"~*)  =  - Y^""* 

(n— 1)  (2w  — 2)  (3n-  3) 

Y^*"~»)  == - Y'   Y^*'*~*= - Y"    Y^*''~'^= - Y'" 

l.n(2n-l)(3n-2)     '  2(n+l)2w(3n-l)      '  3(n-*-2X2H+4)(3n) 

(it—  1)  (2/1-2)  (3M  — 3)  (4n  — 4) 


Substituirt  man  nun  die  so  ermittelten  Coefficienten  in  die  Mac-Laurin*sche  Reihenentwicklung  des 
y^  d.  h.  in  die: 

y  =  Y,  +'Y'  ar  +  Y"  ^  +  

und  ordnet  nach  den  n—  I  willkürlichen  Constanten:  Y',  Y",  Y",  . .  Y^""'\  so  erhält  man  den 
folgenden  aus  sehr  convergirenden  Reihen  zusammengesetzten  Integralausdruek ,  Reihen,  die  zur  Be- 
kräftigung der  obangefShrtcn  analytischen  Wahrnehmungen  nicht  nach  Potenzen  von  x,  sondern  nach 
Potenzen  von  a?"-'  geordnet  sind,  und  selbst  die  Exponentlalreihe  an  Convergenz  weit  ilberf reffen, 
nämlich : 
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*  "*"  riiT"^  i.n.(2n-f)/  "^  ^  l.M.(2n~l)...[Kn-i)+il/'^ J 

4. Y"x«  [^,  +  .^(^_^,y  +  2.(/i-hl).(2n)/  "*" "*"  2.0»-hl).2n. .  .[K»--0+2]/  "*"  1 

+  ^"'^*  I3? "^ 3.(/i-h2)/ ■*"  3.(ii-h2).(2ii+l)/  ■*"  "^    3:(H+2)(2w-*-0.      [p(^*-0-«-3]  "*"' '  I  ^^^^ 

! j ^L + - . 

in—  1)/  (M—  1).(2»  — 2)/    ^     («—  1>  (2»»  — 2).(3«— 3).'    ^ 

"^  '^(n-l)(2n-2)  (3«-3)  [(p  +  l)  (n-l)]/  "•" J' 

Die  der  ersten,  zweiten,  dritten,  (n— l)»*«"  Potenz  von  x  proportionalen  particulären  Integrale 

sind  hier  vertreten,  somit  auch  dasjenige,  das  dem  Factor  x  des  ersten  Gleichungscoefficienten  ange- 
hört. Es  ist  nämlich  das  letzte  der  hier  aufgezeichneten,  kommt  mithin  im  allgemeinen  Integrale  noch 
einmal  vor,  mit  der  Transcendentc  logx  multiplizirt  und  man  kann  immerbin  annehmen,  dass  es,  mit 
diesem  Factor  versehen,  einen  Bcstandtheil  bilde  des  einen  annoch  fehlenden  particulären  Integrales, 
welches  der  0'""  Potenz  von  x  proportional  ist.  .Man  hat  daher  in  der  Formel  (256)  bereits  in  aller 
Vollständigkeit  die  Function  ^1|, ,  sie  ist  nämlich: 

r        1  ar"-'  «'"-* 

y^  ^       l(M  —  1).'  "^  in—  l)  (2m  -  2).'   "^   («  ~  I)  (2«  —  2)  .  (3m  —  3)7  "^ 


(n-l)  (2«-2) [(p  +  i)  (M-C)].' 


+ 


1- 


Aber  auch  ^U«  ist  bis  auf  eiiicu  einzigen  Bestandtheil ,  das  erwähnte  partieuläre  Integral  nämlich  be- 
kannt. Um  diesen  wirklich  zu  gewinnen,  ist  es  nothwendig,  die  Substitution  (256)  wirklich  eintreten  zu 
lassen.  Sie  lierert  statt  der  Gleichung  (255)  die  zwei  folgenden : 

x^lf ?'  ~^jo  +  (?)  a'^yr*'  x^-^  +  (2)  «"  '^ ?'-•'  a?«-  + +  na "-  ^ly,  X  +  a<"^  -]j,  =  o  («6«) 

(«68) 
+  +  n  (n   -i)  (w— 2)  i^^\  X  ~  ^y,  JF''-  =  a 

Von  ihnen  stellt  die  zweite  zugleich  das  Resultat  dar  der  vermittelst  der  Substitution: 

y  =  a:«-*  % 

bewirkten  Transformotion.  Sie  liefert,  in  Reihenform  iategrirt.  Nichts  ale  den  anter  (261)  bereits  er- 
sichtlichen Ausdruck.  Man  braucht  sich  also  mit  ihr  nicht  weiter  zu  befueen«  da  man  weise,  daaa: 


Wir  hätten  also  nur  mehr  mit  der  Gleichung  (262)  zu  rechnen,  und  auch  von  dieser  ver- 
langen wir  nur  den  nicht  logarithmischen  Bestandtheil  des  einzigen  particolfiren  Integrales,  welches  der 
0<«n  Potenz  von  x  proportional  ist,  mit  der  hinzugefügten  Bemerkung«  dass  auch  dieses  unendlich 
vieler  verschiedener  Werthe  fähig  ist«  weil,  wenn  man  irgend  einen  derselben  gewonnen  hätte,  man 
dazu  auch  noch  die  in  der  Formel  (260)  enthaltenen  n— 1  an  der  Zahl  hinzuzufügen  berechtigt  ist, 
je  mit  beliebigen  Constanten  multiplizirt.  Diese  Wahrnehmung  kann  dazu  dienen,  die  Gestalt  dieses 
einen  particulären  Integrales  unseren  Bedürfnissen  gemäss  zu  modeln. 

Wir  setzen  also  in  der  (262)  anstatt  x  die  Nulle,  zugleich  dem  Obereinkommen  gemäss 
anstatt  91^  und  ^^  das  Y«  und  Y,  und  erhalten: 

Y,  =  «(«)  Y., 
die  in  der  (262)  erscheinenden  CoeiTLcienten  S(  gehen  aus  den  Formeln  (i9i)  hervor,  wenn  man  allda 
h  in  n—\  verwandelt.  Es  ist  sohin  namentlich : 

a^"^  =  ('/)(w-0(w-2) i-(^*j(n-0(w-2) 2.l+('3*)(n-i)(n-2) 3.1.2- 

—   +  (—  1)""*  .  i.2.3 (m  —  1)  = 

=  (n  -  1)/  [i  -  (1  -  iY]  =  (n  -  i)/ 

daher  hat  man: 
(«»)  Y,  =  (n- 1)/ Y,  =  C. 

Um  jetzt  die  folgenden  Glieder  des  einzigen  mit  dem  Factor  C  versehenen  Int^prales  kennen 
zu  lernen,  differenziren  wir  die  (262)  p-mal,  setzen  sodann  x  gleich  Null,  alle  Glieder  schon  im  Vor- 
hinein weglassend,  die  mit  diesem  Factor  multiplizirt  erscheinen  würden,  und  erhalten  auf  diese  Weise : 

(266)  pY^^'^^'=Yr--Yr\fiS-+^^  .  .+(,^,)a>(p-l), .  .(|i-n+2)j.  .  { 

Das  Polynom,  welches  mit  dem  Factor  Y^.''^  in  dieser  Formel  erscheint,  fällt  bis  auf  efaien  Mnltipliea- 
tor  p!  mit  dem  ersten  Theile  der  Gleichung  (198),  in  der  man  sich  h  durch  n  — 1  ersetzt  zu  den- 
ken hat,  zusammen.  Es  ist  daher  von  Wichtigheit,  die  geschmeidigste  mögliche  Form  anfinisachen ,  in 
der  es  entweder  allgemein  für  beliebige  A,  oder  speciell  für  A=n— 1  erscheinen  kann.  Za  diesem 
Ende  bemerken  wir,  dass  die  mit  9(  bezeichneten  Coefficienten  nicht  nur  durch  die  Formeln  {\9\y  ^<Z  ' 

sondern  auch  in  der  folgenden  anderen  Gestalt,  die  für  den  gegenwärtigen  Zweck  VMtheOe  Metet,         ^^^ 


-  \  < 


^<s^ 
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j  gl      t     4  gl*  I  («Or) 

«-=jj[*(*_0(»-2)]=jjJ5^^x*| 


Man  fiberzeogt  sich  sehr  leicht  von  der  Richtigkeit  dieser  Gleichungen,  nnd  zwar  am  besten 
auf  dem  in  S.  8  Seite  159  der  Transformationslehre  betretenen  Wege,  der  auch  zu  ferneren  ahnli^ 
eben  Relationen  fuhrt.  Fugen  wir  noch  binzn,  dass  man  nebstdem  noch  hat: 

80  lässt  sich  das  Polynom,  dessen  Reduction  wir  hier  beanstreben,  anch  noch  hinstellen,  wie  folgt: 

«<*^  +  (7)  «'"-"  •  '^  +  (2)  *^""*^  • ''  Ö»-0  + +  (^)  «^"^'  •  P  (P-O  0»-2)  •  •    i=Af^  = 

dh  lar»-*^*'  <te*       "•"  VU  ar*-^  da»-*         dx      "^  VZJ  x*^+p  "  dx»-*  da?»       "^ 
"*"   W  a?*-**  da5»-P         da?"      ' 


Diess  wäre  also  die  geschmeidigste  Gestalt,  in  welcher  allgemein  für  beliebige  h  die  mit  A 
bezeichneten  Coefiicienten  zn  erscheinen  vermögen.  Hat  man  jedoch  speciell  h  =  n^i,  wie  unser 
vorliegendes  Beispiel  verlangt,  so  geht  dafür  die  Gleichung  (266)  über  in: 

Yi'^0=iY(r)-YCi')(n+p-l)(n+p-2) (p+i)  j_l_  + -^^       +  ^j .  (868) 

Lassen  wir  hier  zuvörderst  p  die  Zahlen :1,2,3,  n~2  bedeuten,  so  ergibt  sich 

eine  Reihe  von  Gleichungen,  die  mit  den  (258)  ganz  und  gar  fibereinstimmen,  welche  zur  Aufstellung 
des  Integrales  (260)  gedient  haben.  Nachdem  es  nun  fiberflussig  wäre,  eine  bereits  gemachte  Rech- 
nung zu  wiederholen;  so  nehmen  wir: 

y;  =  y;  = =  Y?-^  =  0 
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an,  was  der  Erklärung  gleichkommt,  dass  man  sich  anf  die  Berechnung  beschränke  eines  einzigen 
particulären  Integrales ,  des  mit  dem  Factor  C  nämlich ,  die  übrigen  in  der  Formel  (260)  enthaltenen, 
in  deren  Besitze  man  sich  schon  befindet,  wegwerfend.  Wir  statuiren  also  zunächst:  p  =  n  —  1  und 
erhalten  hiemit: 

In   derselben  Weise   liefern  jetzt  die  Substitutionen :  p  =  2w  —  2  ,  p  =  Sn  —  3 ,    p  =  m  ~  r 

die  folgenden  Formeln : 

YC3 «-»)  _  _  i_  Y^»w-«: z. r_L_  4-       ^       4-  L       *      I 

2n— 2      •  (n— 0  (2m— 2)  l2n  — 2  ^  2n— 1  ^  ^  3n-3J 

Y^*""*'  = Y^*"-'- - [  j L L  j»  1 

3/1—3      "  (»~0  (2m— 2)  (311—3)  l3n— 3        3n— 2         ^  4w— 4J 

Y(r«+w-r-i)  _. Y^*"'*-'' -- 1 I  I  _l ! ^1 

rn-r    "^  (/i-l)(2n-2)(3ii-3)...(rn-r)lr/i-r      rn-r+1  (r+l)(ti-\)\ 

Man  multiplizire  nun  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit    1 ,  die  vorhergehende  mit 


l  ni  —  r 

die  nächstvorhergehende  mit --r : u.  s.  w.,  die  erste  derselben  endlich  mit 

(im  —  r)  (rn  —  n  —  r  +  1) 

' —-- r — —  und  addire  sie  sodann ,  tilge  die   beiderseits  erscheinen- 

(rw  — r)  0-n  — n  — r+l)  (2ii— 2)  ^ 

den  gleichen  Glieder;  so  ergibt  sich  für  den  allgemeinen  Reihencoefficienten  folgende  Formel: 


Y^r/i+n-r-i^  __.  ^« ^  [L  J * L  -L    [ 1 

r/(M  — 0"        r/(n— 0'  Ln  ^  n+i  ^    ^(r+i)(n— l)J 

C  r  1         1  11 


Hier  kann  man  zwar  dem  Y^o*^"*^  jeden  beliebigen  Werth  ertheilen.  Diess  heisst  mit  anderen  Worten: 
Man  kann  zu  dem  gesuchten  particulären  Integrale  ein  beliebiges  Vielfache  des  letzten  in  der  Formel 
(260)  enthaltenen  hinzufugen;  man  kann  aber  auch  ¥^^^''^  =  0  wählen,  und  erhält  dann  den  in  Rede 
stehenden  ReiheneoeiTicienten  in  der  folgenden  Gestalt: 

C 


— -^  = ^—  [i  + .  -L-  +  -^-  +  + L_l  _ 

r/(n— l)'*bi  ^n+l        n  +  2^  ^  (r+1)  (m  — 1)1 

C  r  1  1  11 

~  r/Oi-l)"^  1/  "^  2  "•■  3  +  "*"  rl 


und  so  wären  wir  denn  zu  allen  Bestandtheilen  des  vollständigen  Integrales  unserer  Differentialglei- 
chung gelangt  Setzen  wir  dasselbe  aus  ihnen  zusammen,  so  ergibt  sich,  gewonnen  durch  die  vorher- 
gehenden gewiss  ziemlich  unbedeutenden  Reehnungsentwicklungen  der  folgende  allgemeine  Werth  von  y 
mit  n  willkärlichen  Constanten: 


I  — 
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^^ r_i_ +  !+_!_+  +-L-1_ 

(n— l)[(2n  — 2)/J  In— 1  ^  n^  n+i^  ^  2n— 2I 

1 .2  (n—  0* .  (3«  — 3)/  Ln^TT  V  +  2/  "^  n  "*"  nTT  "*" 3n  — 8J  ~ 

1.2.8(n— !)•  (4n-4)/  In^  V  "'"2  "'"sJ  "•"»''" n+T  "*" "'"in^J  ~ 


(n— 1)/  "*"  (»— 1).(2«  — 2)/"*'  l.2(n— l)V(3«-3).'  "*"  J 

«       + 


(tri) 


1 .»/ 

ar»-' 


2.(n+l)/ 


:iÄ7  + 


I  .  ».  (2n  — 1).' 
2(n4-0.(2n)/ 


3.(«  +  2)/         3  (n  +  2)  .  (211+1).' 


7  + 


J 
] 
1 


'^*  Ln— 1/  ^  (n— l).(2n  — 2)/  ^  (n- l)(2n -2)  .  (3w  -  3)/        J 

Die  Reihen,  aus  welohen  er  zusammengesetzt  erscheint,  erfreuen  sieh  einer  ausgezeiehMten 

^^i^vm^erg^iz   und  gestatten  eine  leichte  Discussion  bei  Ermittlung  der  Werthe  von  a,  für  welche  sie 

v^^rsdiwinden ,  Maxima  werden  oder  Minima,  Wendepunkte  u.  dgl.  Man  sieht  also,  dass  die  auCstei- 

S^nde  Integration  gelegentlieh  auch  sehr  brauchbare  Resultate  liefern  kann,  und  diess  zwar  nament» 

^^^h  ^  wie  nachgewiesen  wurde,   in  dem  Falle,  wo  sich  in  der  Differentialgleichung  Abfalle  befinden 

^^^a  weniger  als  einer  Einheit  auf  das  Coefficientenpaar.  Diess  ist  um  so  mehr  zu  beherzigen,  als  ge- 

^s^^e  bei  solchen  Abfallen  die  sammtlichen  anderen  Integrationsmethoden,  die  asymptotische  u.  s.  w. 

iBioist  versagen,  indem  sie  entweder  zu  Ausdrucken  fuhren,  mit  denen  man  weder  weiter  rechnen, 

eine  Untersuchung   der  analytischen  Eigenschaften  einleiten  kann,   oder  zu  vorgängigen  sehr 

^^tlanflgen  Transformationen  nöthigen.  Wir  haben  eben  mit  dem  jetzt  erledigten  Beispiele  diese  Er- 

'^  hrmg  im  ersten  Bande  IL  Abschnitt  Seite  57  gemacht,  wo  wir  mit  ihr  einen  Integrationsversuch  in 

l^onii  von  bestimmten  Integralen  einleiteten. 

Erkiesen  wir,  um  den  Gegenstand  in  mehreren  speciellen  Fällen  vollständiger  zu  beleuchten, 
°^^^in  eine  Differentialgleichung  der  n^«^"  Ordnung  als  letztes  Beispiel,  deren  Integrale  aber  mehrere 
'^^S^ritfamisehe  Transcendenten  enthalten.  Es  sei  die  binomische: 

X^   .   y »)   _  y  =   0.  it79) 

^'^■n     louiA  sie  betrachten  als  eine   solche,    deren  Anfängscoefficiraten  beziehlich  mit  den  Faetoren 

^^^  •»    ^'* op,  jp®  versehen  sind,  die  aber  alle  bis  auf  den  ersten,  dem  sich  ein  anderer  Fac- 

*^*"    fiins  zulegt,  noch  die  Nulle  zum  Mulliplicator  erhalten. 
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Es  deutet  ein  solches  Vorkommen  hin  auf  r  particnlare  Integ^le,  mit  dnem  Divisor  op*  and 
es  ist  der  Exponent  k  nach  {•  2  Seite  248  gegeben  dnrcb  folgende  algebraische  Gldehnng  des  r*^ 
6rades: 
(«8)  (&  +  n  -  1)  (Ä  +  n  -  2)  (*  +  n  —  r)  =  0. 

Ihre  Wurzeln  sind: 

A:  =  — n  +  i,        — n  +  2,        — n  +  3,        —  n  +  r. 

Hieraus  ersehliessen  wir  nicht  bloss  Factoren: 

2^\  x^,.  ap*-» a:"-^ 

in  r  particulären  Integralen,  denn  diese  wurden  sich  von  selbst  verstehen,  ond  brauchten  nicht  erst 
durch  den  Factor  x^  des  ersten  Gleicbungscoeffieienten  vertreten  zu  sein,  sondern  aneh  aof  nie  feh- 
lende logarithmische  Transcendenten  logx^  log*x^  log^x log^x. 

Um  über  die  Art  ihres  Vorkommens  nnd  die  sich  daran  knipfende  Transfsrmation  Anftclilass 
zu  erhalten ,  thut  man  am  besten ,  sich  die  Integralformel  vorzustellen  als  mit  unbestimmten  Integral- 
zeichen zusammengefugt,  nach  dem  in  S.  2  Seite  312  vorliegenden  Muster;  so  nämlich: 

(«'),.--/^^/^^  f^^^f^fr,,^  ./,.-- 

•  •'  0  9  •-.  ...0 

Man  entnimmt  ihr  alsogleich  das  allgemeine  Integral  in  der  folgenden  Gestalt: 

(875)  .V  =  'lf.  +  %^''  logx  +  ^l|.,aF"-^*tosr*ap+ +  "M^r^-'lofx, 

und  es  wäre  vermittelst  dieser  Substitution  die  Umformung  der  Gleichung  zu  bewerkstelligen.  Man  wird 
es  indess  immer  vorziehen ,  den  beim  frfiheren  Beispiele  betretenen  YITeg  einzuseblagen,  ond  znvSrderst 
denjenigen  Bestandtheil  von  y,  der  von  der  logarithmischen  Transcendente  frei  ist,  ond  desshalb  die 
ungestörte  Reihenentwicklung  verträgt,  der  Berechnung  unterwerfen.  Diess  tfann  iHr  hiendt  imd  dlfe- 

renziren  zu  diesem  Zwecke  die  Differentialgleichung  1,2, allgemein  p-maL  Diess  glM,  wwn 

man  zugleich  nach  geschehener  Differentiation  die  Nulle  setzt  anstatt  x,  und  y  In  Y  verwanddt: 

Y  =  Y'  =  Y"  ==  =  Y*-*>  =r:  0 

'^      ~  rr     "^         ~(r  +  i)/'     "^  (r  +  2)/ "^  "  pi  • 

Kraft  der  ersten  Reihe  dieser  Gleichungen  verweigert  die  Mac-Lau rin*sche  Entwicklung  alle  jene 
particulären  Integrale,  welche  x%  x^  7^ ^  x*^  ...  x"^^  zum  Factor  haben;  krtifl  der  übrigen  erschei- 
nen alle  folgenden  Coefflcienten  eben  dieser  Mac-Laurin'scben  Reihe  durch  Y*^,  Y^'^*^  ...  Y^"^' 
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In  der  iBtegralformel  (275)  kann  man  somit  den  ersten  and  den  letslen  Beetaadtheil  ab 
berechnet  ansehen ;  Ersteren  durch  die  (278),  Letzteren  hingegen  durch  die  vorliegende  Formel  (279), 
in  welcher  indess  gelegentlich  auch   C=0  sein  kann«  somit  auch  ^^»o.  Eo  ist  Jetzt  nnr  «•ek 

übrig ,  auch  die  Berechnung  von  ^^ ,  9i, ,  %^*  einzuleiten.  Hiezu  aber  wird  es  nothwendig 

sein,  zur  wirkliehen  Substitution  des  allgemeinen  Werthes  von  y,  wie  er  durch  ffie  (275)  gegrtiM 
ist,  zu  schreiten. 

Der  S  8  der  Transformationslehre  lehrt  nun,  wie  man  das  Sabstitutfonsresultat  zu  rechnen 
habe,  wenn  sich  in  demselben  nur  Ein  logarithmischer  Factor,  zur  Potenz  $  erhoben,  befindet,  unter 
s  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden.  Nach  den  alldortigen  Ergebnissen  bekömmt  man  bei  einer  jeden 
Differentialgleichung  der  n<«"  Ordnung,  anstatt  rj  eine  andere  abhängige  Verlnderlidie  %  eInfBhrend 
vermittelst  der  Substitution: 
(880)  y  =  x"  log'  X    % 

eine  Transformirte  in  «,  welche  in  symbolischer  Schreibweise  folgendermassen  aussieht: 

A  +  /i  +  CO  =  n 
a  +  CD  =  r 

X  +  jx  +  cso  =  n  —  r—  1 

und  es  bedeutet  hier  ü^i «  den  folgenden  sehr  einfachen  Werth : 

(«81)  «iVo  =^TZX7  =  *^*~*^^*""^^  (Ä-A+0.^ 

Ferner  ist  hier  zu  bemerken,  dass  die  vorliegende  Differentlalgleidiung  nur  zwei  von  Knll  verschiedene 
CoefRcienten  habe,  nimlich:  d&=i  und  dCo=^— ^  Man  sieht  sohin,  dass  in  der  eMen  der  beiden 
Summen  t^  +  ßi  nur  den  einzigen  Werth  n  zu  haben  vermag ;  folglich  hat  auch  cd  nur  den  einz^en 
Werth  Null ,  und  ertheilt  man  ihnen  diese ,  so  ist  man  berechtigt ,  die  ersten  der  drei  Bedfngnilgagld- 
chungen  als  erffillt  auszulassen,  und  dafür  die  X+fi^^n  anzulSgen.  Aber  auch  die  zweite  lillt  ganz  ^ 
weg,  weil  sie  eigentlich  nur  besagt,  dass  co  alle  möglichen  Werthe  von  o  bis  r  anzunehmen  ver — 
möge  und  weil  aus  anderen  Gründen  von  ihnen  allen  nur  der  erste  nämlich  Null  der  passelde  ist.  Esa 

bleibt  also  nur  die  dritte  der  Bedingungsgleichungen  übrig,  und  ebenso  verhält  es  sich  mit  der  zwei 

ten  Summe  auch.  Weil  nämlich  hier  A  +  /i  nur  den  einzigen  Werth  Null  annehmen  tamn,  hat  co  de 
einzigen  n  —  r—  1.  Diese  gibt  man  ihnen  und  lässt  dann  die  erste  der  Bedingungsgleichuogen  weg. 
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Uisere  Transformirte  in  %  sieht  als«  geg^awärtig  so  aas : 

A.  +  jii  SS  n 

Es  fült  aber  sehr  bald  in  die  Augen,  dass  die  zweite  der  in  dieser  Gleiehnng  vorkommen- 
den Summen  znsammensehrumpfe  in  ein  einziges  Glied,  denn  da  l^raft  der  (281)  9j||!i=»i  ist,  so  ist 

3r—aif^  =  0,  wofern  nicht  auch  y=0  ist,  woraus  nun  wieder  folgt,  dass  ß  nur  den  einzigen 
an' 

Werth  $  anzunehmen  vermag.  Nimmt  man  darauf  Meksicht,  so  erhalt  man  die  Transformirte  jetzt  in 
der  folgenden  Gestalt: 

Sie  ist  nur  das  Resoltat  einer  moMmischen  Substitntion,  nämlich  der  (280),  wir  lial>en  aber  einen 
mehrgliedrigen  Ausdruclc  einzuführen,  den  (275)  nämlich,  in  welchem  «,  A  und  s  Glied  fär  Glied 
genommen  die  folgenden  Werthe  annehmen: 

«  =    0,  1,  2,  r 

A=    0,  n—r,  n  —  r+l,  « —  1 

•  =  ^V-'      'V-         ^.'         ^^f- 

Das  erste  System  zusammengehöriger  Werthe  t,  A  und  «  passt  nicht  in  die  Regel,  nach 
welcher  die  übrigen  gebildet  sind.  Wir  fangen  daher  damit  an,  dieses  eine  zuvörderst  einzufahren 
in  die  transformirte  Gleichung  und  zeichnen  das  Resultat  auf.  Es  ist  offenbar  jenes  der  einfachen  Sub- 
stitution: «=^U^,  mithin  gleich  dem  Binome: 

^  T'  -  %'■ 

Anlangend  die  übrigen,  so  besteht,  wenn  «  =  (j+i  wird,  h=n  —  r+a  und  z=^\i„^^.  Wir  be- 
wirken daher  auch  diese  zweite  Substitution  und  fOgen,  weil  a  alle  möglichen  Werthe  von  0  ange- 
fangen bis  r— 1  annehmen  soll,  noch  die  Bedingungsgleiching : 

hinzu.  Diess  Alles  durehg^hrt,  ergibt  sieh  die  der  Substitntion  (275)  entsprechende  transformirte 
Differentialgleichung : 


3ß  T.Ak*eh«itt. 

)  (A  =  n  —  r  +  (T) 

A,  +  jü  =  n 

(T  +  r  =  r  —  1. 

Es  ist  nothwendig,  sie  nach  den  verschiedenen  Potenzen  der  Transeendente  logx  zu  on 
Wir  ertheilen  za  diesem  Zwecice  den  Symbolen  ß  mi  y  alle  Wertbe,  deren  sie  fiUg  oiBd,  en 
ten  im  folgenden  Schema : 

ß  =  0,  1,  2,  3,  r 

y  =  a+\,       fj,       a—i,       (T  —  2 (j_r+l» 

und  verwandeln  so  die  (284) ,  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  el^en  dieser  Transeenden 
für  sich  der  Nulle  gleich  setzend,  in  das  folgende  System  von  Gleichungen,  r+l  an  der  Zahl: 

o-^T'-'^'  +  S  [^  x-"  ^  ni>  fji'.] 

(h  =  n  —  r  +  a) 
Ai  +>i  =  » 
a  +  T  =  r  —  i 

{h  =  n  —  r  +  a) 
( J86)  A,  +  /i  =  n 

(j  +  r  =  r  —  I 

„ = ^.  >i^.  _  s  [c  t ')  3s^ ''"  s^  «?>  fx^ 

(A  =  n  —  r  +  (T) 
A,  +  /*  =  H 
(j  +  r  =  r  —  1 


(Ä  =  n  —  r  +  (j) 
A  +  /i  =  n 
CT  +  r  =  r  —  1 
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Wir  differenziren  niin  bebufe  der  Reihenentwieklangen  des  Integrales  eine  jede  dieser  Glei- 
cbungen  p-maU  unter  p  eine  annoch  nacb  Belieben  zn  wablende  ganze  positive  Zahl  verstanden, 
setzen  in  dem  so  gewonnenen  Differentialqnotlenten  sp=0  und  verwandeln  nun,  dem  getroffenen  Über- 
einkommen gemäss,  jedes  9i  in  Y,  bemerkend,  dass  sieh  hiebei  jeder  p^  Differentialquotient  eines 
Prodoktes  ¥rie  oifl^^^^  redozire  auf  ein  einzelnes  Glied;  dtiss  man  nimlieh  ffir  ar=>0  habe: 

Hiemit  ergibt  sich  znnfichst  das  folgende  System  ron  Gleiebnngen: 

°  -  (p-r)!  *•  *o    +  ö  \X!}i!ip-fi-a-)!  dh'^^  ^^     *»+'  J 

(h  —  n  —  r  +  d) 
A  +  /i  =  n 
a  +  T  =  r  —  1 

(A  =  H  —  r  +  rr) 
A  +  /x  =  n 
a  -{-  r  =  r  --  i 


0  = 


(Ä  =  n  —  r  +  (j) 


0  = 


(p-n+0!  *••  ^  LV  r    J  X!}i!(p^ji-($y.  dh^'^'  ^*    ^'  J 

(h  =  n  —  r  +  d) 
A  +  /i  =  n 
CT  +  r  =  r  —  1 


(«87) 


In  air  den  hier  vorkommenden  Summen  bewirken  wir  eine  Vereinfaehung  dnreh  die  wirk- 
lieh ins  Werk  gesetzte  Summirung  naeh  X  und  /u  denken  nns  hiebei  6  als  unverindert,  wahrend  dem 
X  mi  ji  die  im  folgenden  Schema  ersehetnenden  Systeme  von  Werdien  zugetheilt  werden.  Man  hat  so : 


T.    Absekaitt. 
nlpt 


~  nl(p-n—a)l    *  "^  l!in-i).'(p—n+i-a)!    »  "^  2.' (n-2) /(p-ii+2-<j) /     *  "^ 


^  n/  öl  -  ff)/      ^ 

Die  Werthe  der  mit  91  bezeichneten  Coeflicienten  sind  fegeben  durch  die  Formel  (281) 
Substitnirt  man  sie  und  sondert  aus  allen  GUedera  den  Paotor      _\r  ^  ^*0^  >^  ' 

+  Ö>  —  ff)  (P  —  ff  —  1)  (p  -  n  -  ff  +  o]  = 

=  :?^  Ä  S^  t**-""!  -  ^,  (/*+;»--)  (A+P-^-0  (A+|,-^«+0 

p/(A  +  p-ff)/ 


Ol-  ff)/(Ä  +  p-»-ff)/' 


Diesen  Ansdruclc  der  in  ein  einziges  Glied  zusammengezogenen  Snnune  denken  vir  ans  nun 

nach  h  differenzirt  beziehlieh  ff+<.  ff«  ff— t ff— r+l  Mal,  nnd  mnltipUzirt  bezieh- 

lich  mit: 

sodann  abermals  sanunirt  naeh  ö,  wobei  jedoch  zu  merken,  dass  alle  Differentialqaotienten  nach  A  mi 
negativem  Index  durch  die  Nulle  zu  ersetzen  seien,  wie  aus  dem  Inhalte  von  S.  8  sehr  leieht  er- 
schlossen werden  kann  und  dass  endlich  erst  nach  geschehener  Differentiation  h  in  n  — r  +  (T  zo  ver-- 
wandeln  komme,  worauf  die  Summe  auf  alle  jene  Werthe  von  ö  auszudehnen  ist,  welche  die  Bedia-- 
gungsgleichung  : 

cj  +  r  =  r  —  1 

erfüllen.  Das  so  gewonnene  System  von  Gleichungen,   welches  jetzt  an  die  Stelle  der  (287)  tritt,  isE 
folgendes : 

(p_r)/  "•  '•    ^^l(p-ff)/dA'*'  l(Ä+p-«-ff).'J      *"'    J 

(«89)  (A  =  «  _  r  +  ff) 

a  +  T  =  r  —  i 
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(A  =  n  —  r  4-  a) 
(J  +  -  =  r  —  1 


(889) 


ü  -       ^''       Y>—  -  S  If'^+M  >'      «<^"^"  r  (/'+y-^)»^  1  Y.P-)  I 
"  -  (^ _ « + 2)  /    ••-         ^  Llr-i  7  (p-(T) /  rfÄ'-'-+»  L(A-|_^_«_ (T)  / 1  '  »+•  1 

{h  =  n  —  /•  H-  fT) 
<7  +  r  =  r  —  f 

(A  =  n  —  r  4-  <3;) 
(j  +  r  =  r  —  i 

Man  kann  onniittelbar  davon  Gebraneh  machen,  am  die  Werthe  der  CoeSicientcn  zu  berech- 
nen für  die  aufsteigenden  Entwieklnngen  der  Functionen  ^IL«  %t^  %%^  %r^  nämlich: 

^J>.  =  Y.  +  Y;a.  +  V;  ^  +  Y:  .^-<-  + 


.     ^^.  =  Y.+Y'.a:  +  y:fl   +Y::^  + 
^y.  =  Y.  +  Y.ap  +  Y:^+Y:-^  + 


H^,  =  Y,  +  Y' ar  +  Y;  i^  +  Y^-^^  + 


Man  ertheilt  zu  diesem  Behnfe  dem  Differentiationsindex  p  zuvorderst  die  kleinsten  Werthe, 
deren  derselbe  in  den  auf  einander  folgenden  Gleichungen  fShig  ist  Sie  sind  beziehlich : 

p  =  0,  1,  2,  r  —  1. 

Pfir  kleinere  als  diese  gehen  die  (289)  in  identische  über  und  dienen  nkht  mehr  zur  CoefScienteube- 
stimmung.  Für  diese  aber  hat  man: 

""^-^-'^'(n-rvlr-i)!^       ^- =  «'        ^- =  « Y.  =  o.       («,) 

Diess  gilt  jedoch  nicht  für  den  Werth  r=n—  1,  weil  für  diesen  die  Coefficienten  andere 
werden,  wiewohl  die  Form  des  Integrales  dieselbe  bleibt,  und  auch  nicht  fQr  r>n— 1,  weil  da  die 
Form  des  Integrales  in  eine  andere  übergeht  Für  kleinere  r  jedoch  nnd  namentlich  dann ,  wenn  2r 
gleich  oder  kleiner  als  n  ist,  sind  diese  Coefficienten  richtig. 
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BrtheiLen  wir  jetzt  demselben  Differefttiationsindex  p  in  den  anfeinanderfbigpenden  Gldehnn- 
f^en  (289)  die  nächst  grösseren  Werthe,  d.  h.  beziehlieh: 

p  =  1,  2,  3,        •    r, 

80  gelangen  wir  zn  einem  Systeme  von  Gleichungen,  welche  die  nachfolgenden  Cioefiicienten  bestimmen : 

Zu  einer  dritten  Verticalreihe  von  Reihencoeflicienten  gelangt  man ,  wenn  dem  p  in  den  Gleichungen 
(289)  die  Werthe  ertheilt  werden:  ^ 

p  =  2,  3,  4,  r  +  I. 

Sie  sind: 

Diesen  ungestörten  Fortgang  nimmt  nnn  die  Rechnung  bis  zu  folgenden  Werthen  des  DUFe- 
rentiationsindex  p: 

p  =  r  —  i,  r,  r+i,  2r  —  2, 

dem  man  die  folgenden  CoeSicienten werthe  entringt: 
(294)        Yr*'  =  -  wJ^'^'^r        YiT"*^  =  0 ,        Yi*-'^  =  0 ,  Y^'^  =  0. 

Von  da  an  treten  auch  die  bereits  unter  (277)  berechneten  Coeflicienten  in  der  Rechnung  auf,  die  dem 
particulären  Integrale  angehörig  sind,  n — r  an  der  Zahl,  welche  die  directe  Reihenentwicklung  ver- 
tragen,  weil  sie  keinen  Logarithmus  besitzen.  Sie  sind,  wie  gesagt,  schon  unter  (277). vorhanden, 
nur  hat  man  dort  jegliches  Y  mit  dem  Stellenzeiger  Null  zu  versehen. 

Es  zeigt  die  bisher  durchgeführte  Rechnung,  dass  für  2r  gleich  oder  kleiner  als  n,  das 
allgemeine  Integral  nur  mit  einem  einzigen  Logarithmus,  nämlich  mit  log  x  versehen  ist.  Man  ist  daher 
berechtigt,  von  der  Voraussetzung: 

(«»)  "y.  =  '^i'.=-  ••••.••■• =^^i>  =  o 

auszugehen^  was  zur  Vereinfachung  der  Fundamentalformeln  (289)  sehr  viel  beiträgt,  indem  sie  sich 
nicht  nur  auf  die  beiden  ersten  reduziren ,  sondern  diese  beiden  Summen  auch  noch  in  ein  einziges 
Glied  zusammengehen,  weil  a  keinen  anderen  Werth,  als  Null  anzunehmen  vermag.  Die  solcherge- 
stalt vereinfachten  zwei  aber  siiid: 

^  =  ?/^lr/  ^•"""'  ~  ^•'^  +  (n-r+P) (p-r+l)  fz"^  +    '  •   •  +  «"I^ItI  ^^' 

(«96)         iP—n'  In—r+p  p— r-hU 

^  =  r.      ^^t^/^^''  -  Cn-r  +  p)        ^p^r+^)^r. 

(p  —  n  +  r):  ... 
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Die  aufmerksamere  Betraehtang  derselben  lehrt,  dass  man  für: 

p  =  0,  1,  2,  3,  r  —  1 , 

IrUieh  zu  den  Coefficientenwerthen  (291),  (292),  (293)  und  (294)  gelange,  und  zwar  aus  der 
frCen  der  beiden  yorliegenden  Gleichungen.  Die  zweite  wird,  allen  diesen  Werthen  entsprechend,  iden- 
^^oli,  80  lange  2r  gleich  oder  kleiner  als  n  ist  Im  entgegengesetzten  Falle  liefert  sie  aber  für  irgend 
B  mas  dieser  Beihe  goiommene  p: 

Y,  =  y;  = =ü, 

TV^odurch  dann  auch: 

y,  =  y;= =0 

MT^^rden ,  was  den  ganzen  Integralblsstandtheil,  mit  dessen  Berechnung  man  eben  beschäftigt  ist,  wieder 

Geben  wir  nun  stets  unter  der  Voraussetzung: 

2r  ^  n  («97) 

Differentiationsindez  p  auch  noch  die  ferneren,  der  Reihe : 

p  =  r,      r+t.      r  +  2,      n  —  r,      n  —  r+l,      


^^^<Kionunenen  Werthe,  so  gelangen  wir  zu  zwei  Systemen  von  Gleichungen,  beziehlirh  aus  der  ersten 
*^>^4   zweiten  der  (296)  gezogen.  Sie  liefern  die  folgenden  Gruppen  von  CoeiTicientenwertben : 

^-      _     (-  0'-'  Y.        Y"  (-  tr'  y;  y'^-"  -         ^^" 

*     ~  («-r)/(r-l)/'       '        (n-r+l)/(r— 2)/ '  l/(/i— 1)/' 

Y?-'  =  0,  Y«"-*^  =  0,  ¥?-'•-')  =  0    ^*^^ 

•\r^.^>  =    (-«r'(n-2r)/  .,  _      (-i)r-«(a_2r+0/ 

(r— l)/(2«  — 2r)/      *'  '  (r  — 2)/l /(2»  — 2r+ 1)/       •' 

Y("-^  = (»-r-Q/ 

1  /  (r  —  1)  /  (2n  —  r  —  1)  /      •      ' 

Y>i  =  0,  Yi"+'J  =  0,  Y(^.»-.f-o  ^  0 


~r/     •  •       "  (r  +  1)/     •  -  („_r-i)/    *• 

V^»-^)  _  (lllÜiirY(-)  -  (-ir'(n-2r+0/(»-2r)l        l 
(n  — r)/  L    •  (2n  —  2r)/(n  — r)/(r  -  1)/         »J 

i  ^*^:.._(»-^^+^VrY"-r*^^     (-ir*(n-2r-H)/(n-2r+2)/rl.     11  1_1y'1 

\  (n-r+1)/ L    •  (r-2)/l/(2n-2r+l)/      U      2"^3^      ■^n-2r+2j     'J 


(u-r+2)/L    •  (r-3)/2/(2»-2r+2)/l/    U"*'3"^4 


(n-1)/    l**      +  i/(r-l)/  ln-r^«-r+l^ + 


2A-^r— 1 


a.  Y..»-r)_(2i:!0^Y(r)   y.,.-r^o_  («-^+'y<  Vr^.>       Y^.,-.r-.>_  (2n-3r-0/Cii-2r- 
*>     •  n/r/     •'"•         -(n+lVCr+l)/ *  -(2n-2r-lV(n-r-! 

Yf.»-»r  ^(^»-^^)'  (»-g^Vr^n-r)       (-</-  r(n-2H-l)/  1 

(2n-2r)/  (n-r)/  l    "         (r— 1)/ L  (2n  — 2r)/  "^2n-3r  "^     ' 


+  3i 


Y(.»-.r..)=.  (2n-3r+0/   (n-2r+0/   r  .,  _     (-«r*     ((*i-2r4-l)/ (n-2 

(2n— 2r+0/    (n— r+l)  /    L    "  (r— 2)/l/  I    .      (2n— 2 


X 


[r-l  + 


-2r-l-2 1 


+ 


1 


»i— 2r+2l        2n— 3r+2        2«— 3r-|-3 


+ 


-2r+l) 


3n— J 


Aus  ihnen  lässt  sich  jetzt  das  allgemeine  Integral  mit  den  n  willlrärüchen  ( 

Y, ,  Y', ,  Y'^ ,  Y;"~*'  und  geordnet  nach  denselben  zusammenstellen  mit  der  einzi 

cendente  logx,  welche  sich  in  den  r  ersten  particuiären  Integralen  befindet,  je  mit  vbA 
tionen  von- x  in  Reihenform  multiplizirt ,  in  den  übrigen  dagegen  fehlt: 


(300)  .v  =  Y.. 


1  _(_!).-. 


(«  —  2r)  /  (n  —  2r  + 1)  /  (n  —  2r)  / 

(r—S) /(n  — r)/(2«  —  2r) /  (»  —  r) / (2n  —  2r) / 

(- 1  )'^-*(2n-3r)/(n-2r)/  r (n-2r4- 1 )/ 


-»»-»r 


(- 1  )*— (2n-3r)/(n-2r)/  r(n^2r4-0/  1  l_ 

~  (r— 1 )/  {2n— 2r)/(«— r)/  l  (2n— 2r)/  2n-3r  3»— f 


(—  !)*•-'  [       1  (n  — 2r)/        x"-^ 

+  Ö^~Ö7'*^*  l"^r=7)?+  (^«-2r)/  (n-r)/  "^ 


+  Y'.x^ 


1         (-0'-'[(n-2r+l)/]'(n-2r+2)/fl   .   i 
1/       (r— 2)/ 1  /(n— r+l)/(2n— 2r+l) 


.'  r  1       1 


+ 


1 


n— 2r+y 


(_  1  )^-«(2M-3r-h  \  )/(M-2r-h  t)/f  (n-2r-h  1  )/(n-2r-h2).7 1 


(r-2)/i/(2n~2r+l> 


(w— 2r+t);r( 


(2n-2r-hl)/ 


1 


i 


2n--3r-h2        2n-3r+3 


(f+ 


dn 


/  'r"-» 


(-1)"-  r  \  (n-2r+l)/ip- 

+  Cr  -2)/   *^  *  l(M  — r-t- 1)/  1/  "''  (2n— 2r+l)/(»— r- 
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des 


+  Y>». 


■  1       (^l)'-*[(n— 2r4-t)/]*'fn^2r4-g)/r«  .  « 
?/     (r— 3)/2/r»i— r+2>/(2n-2r+2)/l        ^ 


/l/l2-^3^       ^n— 2r-|n8l 


2r-|n8J(2i»— 2r+-2).' 


.  (-ty  .      ^  f  1  .       (n-2r+2)/  a:"-'- 

"^(r-a)/     ^      l(«— r+2)/  2/  "^  2/(2»— 2r+2)/  (n-r+2)/  "*■ 


_!_  .  ^J_r_L  ,        t        .         . 1       i(n-r-l)/      x"^" 

(r-1)/"^  l/(r-l)/ Ln-r     n-r+J  "^      "^  2»-r-l  J    (m-i)/    (2n-r-lV"* 


^_Y(r-«)a---« 


_  J-  I  ■       r             *                .           (n-r-l)/             ar"-»-  1 

,       1  /  *^*  Uu-OUr— 1)/       (r-l)/(2»-r-i)/  (n-1)/         J 

+  ».  *  [^/  +  ^/  „/    +     „;^/     (2„_r)/+  J 

] 


. Y(-^x^*  r      ^        +       ^'^         ^""      .      (n-r+i)/i/         X-'- 

L(r+1)/  ^  tr+i)/  (ii+l)/        (yH-1)/  (r+1)/  (2i^— r+1)/  "^ 


(»--r— !)/a;*-^      ,    (2n— 2r— !)  /  (n— r— 1)  /  g^*"*'' 

(2n— r- 1  )/(3ft~  2r—  1 )/ 


■  Yit-o^if    ,<         ,       (>t"r-!)/a^  (2n-2i 

^     •  Loi-l)/  ^  (n-l)/(2M-r— !)/  ^  (n-l)/i 


Die  Giltigkeit  dieser  Integralformel  ist  aber,  wie  gesagt,  beseliräakt  auf  solche  Wertiie  des 

Parameters  r,  die  gleich  oder  kleiner  als  ~  sind,  denn  nur  f&r  diese  kommt  die  Trausoendente  logx 

^  n 

lediglich  vor  in  der  ersten  Potenz.  Wäre  dagegen  r  >  - ,  so  würden  in  der  Integralformel  von  den 

verschiedenen  Potenzen  des  logx^  die  in  der  (275)  erseheinen,  einige,  und  in  dem  speclellen  Falle 
r  =  n — 1  sogar  alle  gewonnen  werden,  so  dass  selbst  bei  dieser  sehr  einfachen  DifTerentialgleichung, 
in  weicher  nur  ein  einziger  Parameter  r  erseheint,  die  Integration  den  Charakter  annehmen  muss 
einer  Discussion  der  verschiedenen  Formen,,  welche  das  Integral  anzunehmen  vermag  selbst  dann,  wenn 
man  nnr  die  aufsteigende  Entwicklung  im  Auge  behält  und  auf  die  anderen,  ebenso  wichtigen  Formen, 
wie  die  asymptotische,  noch  gar  keine  Rucksicht  nimmt.  Die  Rechnung  selbst  bietet  gar  keine  Schwie- 
rigkeiten. Sie  geht  immer  von  den  Gleichungen  (280)  aus,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  von  ihnen 
nicht  bloss  die  zwei  ersten,  sondern  mehrere  und  für  den  speciellen  Werth  r  =  n— 1,  alle  in  An- 
wendung gesetzt  werden  müssen. 

Es  ist  wohl  nicht  nothig,  das  Beispiel  zu  erschöpfen,  aber  die  Integralformel  für  r  =  n—i 
durfte  noch  einige  Aufmerksamkeit  verdienen.  Wir  wenden  uns  also  an  die  Gleichungen  (289),  die  für 
r=it—  i  fblgendermassen  aussehen: 


306  ^-  Abschnitt 

(Ä  =  a  +  1) 
a  +  T  =  n  —  2 

(Ä  =  ö  +  1) 
1[30I)  a  +  r  =  n  —  2 


(p_„  +  2)/  ""-  o  m-2;(p_a)/ !<*"-"+•  L(A+p-n-(T)/J     '*•  J 

(Ä  =  tf  +  0 
a  +  r  =  II  —  2 

0»-n+l)/     "-'  *^  LU-U  ö»-tf)/  dA— +•  L(A+f»-»-(T)/J     '*'  J* 

(A  =  a  +  0 

(T  4-  ?•  =  »  —  2 

Die  letzte  von  ihnen  gibt  lediglich  die  Entvdcklong  von  ^„_,  nnd  zwar  mit  Hilfe  der  fo 
genden,  anstatt  p  gemachten  Sohstitutionen : 

p  =  n —  1,  n,       n+1.  

kleinere  Zahlen,  anstatt  dieses  Differentiationsindex  gesetzt,  machen  diese  Gleichung  identisch.  Diesi 
entsprechen  aber  die  folgenden  Coelficientenverthe : 

^dwji^,-^,  i^„     *»-*  =  n/(n+0-'     ""''       ""*~n/(n+l)/(n+2)/  ^«-^^    "^ 


Hiemit  wäre  nun  das  folgende  ^^n-x  gegeben,  welches  zn  gleicher  Zeit  den  Faetor  ' 
lo^^x  nnd  einen  Bestandtheil  von  ^IX,  darstellt,  welcher  fSr  sich  ein  particnlares  Integral  gibt: 

Zur  Ermittlung  der  übrigen  Bestandtheile  des  Integrales,  nehmen  wir  diese  Gleichungen,  mit  AiiSDa 
der  letzten  bereits  verwendeten,  vor,  und  setzen  in  ihnen  beziehungsweise: 

p  =  0,  1,  2,  ,  n  —  2; 

so  ergibt  sich : 
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Y  Y 

'*        '^      '^       !/(»  — 2)/'  •  2.1/ 2/ (n- 2)/ (n  — 3)/' 

Yo 

Y,  =  (-  !)«-•  2,3.1  /  2/  3/  (n  -  2)  /  (n  -  3)  /  (n  —  4)/ *  (304) 


(»-1)  (m+i) 


'  J^-1 


1.2.3 (n  —  1)  1/  2/3/ (n  —  1)/ (»  —  2)/ (n  —  3)/ O/' 

Auf  dieselbe  Weise  erhalten  wir,  anstatt  p  beziehlieh  die  Werthe  setzend: 

p  =  1,  2,  3,  n  —  1 

und  die  darnach  gebildeten  Gleichnngen  «nflSsend: 

1.2/(n— 3)/     •  I2  ^  1        1        2  n-3J     • 

(—  !)"-•  rl        1        1        1  11 

•~2.3/(n-4)/     •        **  13^2^1        l'  n  -  J     * 

^"  =  57^"--''<»-"[s  +  -„^+  ..:........ +i]Y;.. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  man  die  Rechnung  auf  diese  Weise  durch  successives  Ent- 
wickeln der  Bestimmungsgleichungen  für  die  mit  Y  bezeichneten  Coefficienten  nach  Belieben  fortzu- 
setzen vermöge.  Die  nächste  Gruppe  derselben  ergibt  sich  für  die  folgenden  beziehlichen  Werthe  des 
DifTerentiationsindex  p: 

p  =  3,  4,  5,  n. 

Schreitet  man  sodann  zur  Auflösung  dieser  Gleichungen ,  so  findet  sich ,  dass  die  (304),  die  beziehlich 

zu  den  logarithmischen  Transcendenten  logx^  log*x^  log^x^  log^^ x  gehörigen,  d.  h.  mit 

ihnen  multiplizirten  Coefficienten   Y^ ,  Y, ,  Y, , Y;,.^  sammtlich  dem  Y«  proportional  liefern, 

welcher  letztere  gehörig  ist  zu  dem  von  der  logarithmischen  Transcendenten  freien  Bestandtheile  des 
Integrales.  Hieraus  geht  hervor,  dass  das  erste  der  particulSren  Integrale,  aus  denen  das  erste  zu- 
sammengesetzt ist,  das  dem  ar^  proportionale,  zu  welchem  eben  Y^  als  erste  willkürliche  Constante 
gehört,  alle  Potenzen  von  logx  bis  zur  n — 1"^^  einschliesslich  in  sich  enthalte. 

Geht  man  jetzt  fiber  zu  den  Bestimmnngsgleichungen.  (305),  so  sieht  man  alsobald,  dass  sie 
geeignet   seien,    Y'  ,  Y', ,  Y',, Y),.,  auszudrucken  durch  Y^  und  Y'^.  Man  wird  daher  Y^ 


(306) 
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als  eine  zweite,  dengenigfa  particulären  Integrale  angehörige,  in  4ie  Rechnung  eingeführte  Oonstante 
auffassen  können,  welches  dem  x  proportional  ist  und  nur  mehr  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  des 
logx  einschliesslich  bis  zur  n  —  2^°  enthalten  kann.  Ebenso  wird  nun  das  dritte  particuläre  Integral, 
zu  welchem  die  dritte  willkürliche  Constante  Y^  gehörig  ist,  und  welches  a?*  zum  Factor  hat,  nur 
mehr  die  n  — 3^  und  die  niederen  Potenzen  von  logx  besitzen  u.  s.  w. 

In  jedem  vorkommenden  speciellen  Palle,  d.  h.  für  jeden  bestimmten  der  Ordnungszahl  n 
ertheilten  Zahlenwerth  lassen  sich  diese  Rechnungen  durchfiihi*en  ohne  alle  Schwierigkeit  und  so,  dass 
auch  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Reihencoefftcienten  aus  einander  gebildet  werden,  mithin  der  Grad 
ihrer  Convergenz  offen  zu  tage  liegen.  Es  wfirde  jedoch  hier  kaum  nutzbringend  sein ,  den  Caleul, 
dessen  Gang  hier  nur  obenhin  angedeutet  wird,  für  beliebige  n  allgemein  dnrchzufShren  und  das  sehr 
cdmplizirte  Rechnungsresultat  aufzuzeichnen.  Es  fromiU  jedoch,  wiederholt  aufmericsam  zu  machen  auf 
den  Umstand,  dass  selbst  in  den  einfachsten  Fällen,  wo  nur  eine  sehr  geringe  Anzahl  constanter  Pa- 
rameter vorkommt  in  der  Differentialgleichung,  das  Integriren  den  Charakter  annehmen  muss,  einer 
Discussion  der  verschiedenen  Formen,  die  das  allgemeine  Integral  den  verschiedenen  Werthen  dieser 
Piirameter  entsprechend  annehmen  kann. 


Es  ist  vielfältig  dargethan  wordeo,  dass  eine  jede  höhere  Differentialgleiehong  erfüllt  wer- 
den kSuoe  durch  UDzählige  Grappen  GeDuge  Icistetder  Werthe,  welche  aus  einer  v«n  ihnen  erhalten 
werden  durch  Multiplication  der  für  sich  Geouge  leistenden  Bestandtheile  mit  bestimmten  Constanten 
und  Addition ;  dass  es  gar  sehr  darauf  ankomme,  von  diesen  unendlich  vielen  verschiedenen  Combina* 
tiooen  digenige  zu  wählen,  welche  vor  allen  den  Vorzug  der  Klarheit  besitzt,  in  der  somit  Ungleich- 
förmiges gesondert.  Gleichförmiges  gesammelt  erscheint;  dass  ferner  für  unser  geometrisches  Vorstel- 
Inngsvermögen  in  den  Asymptoten  der  particulären  Integrale  das  charakteristischeste  Merkmal  liege, 
das  Curvenende,  oder  so  zu  sagen  derjenige  Ausläufer  ins  Unendliche«  an  welchem  wir  mit  der 
grosstmöglichen  Bequemlichkeit  den  einen  Genüge  leistenden  Werth  ans  der  Verschlingung  mit  allen 
fibrigen  entwirren;  dass  endlich  gerade  die  Asymptoten  es  sind,  die  schon  bei  der  unmittelbaren  An- 
sicht der  Differentialgleichung  lediglich  durch  die  Gradzahlen  der  CoeSicienten  sich  zu  erkennen  geben. 
Wir  haben  darum  der  asymptotischen  Form  auch  in  der  Transformationslehre  besondere  Aufmerksam- 
keit geschenkt ,  namentlich  aber  das  Aufsuchen  derselben  durch  Sonderung  de^enigen  exponentiellen 
Factors  vorbereitet,  die  eine  Herabsetzung  des  particulären  Integrales  von  der  zweiten  zur  ersten  Classe 
zu  Folge  hat.  Die  Asymptote  desselben  ist,  wie  wir  wissen,  hiedurch  von  einer  Exponentiellen  alge- 
braisch geworden,  und  das  particuläre  Integral  selbst  kann  nach  S.  21  der  Formenlehre  in  Form  eines 
Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  aufgefasst  werden.  Wenn  es  uns  daher  gelingt,  sei- 
ner in  dieser  Gestalt  mit  beliebiger  Genauigkeit  habhaft  zu  werden,  so  haben  wir  die  vollständigste 
Kenntniss  davon  und  zwar  in  der  lichtvollsten  Form  errungen.  Da  aber  nach  den  Ergebnissen  eben 
dieses  Paragraphes  die  Form  des  Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  nur  unter  der  Be- 
dingung vorhanden  ist,  dass  es  in  der  Differentialgleichung  im  Niveau  stehende,  oder  einen  Abfall,  der 
nicht  über  der  negativen  Einheit  liegt,  biethende  Coefficientenpaare  gibt;  so  wollen  wir  nur  Gleichun- 
gen, deren  Coefficienten  dieselbe  Gradzahl  haben,  aber  mit  gänzlich  unbestimmt  gelassenen  Parametern 
der  Betrachtung  unterwerfen.  Liegt  es  dann  gelegentlich  in  unserem  Wunsehe,  den  Einfluss  von  Anstei* 
gungen  oder  Abfällen  auf  den  Gang  der  Rechnung  kennen  zb  lernen«  so  ist  diess  durch  Nullsetzen 
einer  gewissen  Anzahl  constanter  Parameter  jedesmal  auf  das  leichteste  erreicht.  Wir  werden  uberdem 
mit  dem  einfachsten  Falle  beginnen,  und  werden  zuerst  diejenige  Gleichung,  die  wir  bereits  im  zwei- 
ten Abschnitte  erschöpfend  behandelt  haben,  nämlich  die  mit  CoeSicienten  vom  ersten  Grade»  wie 
ax+b  der  Integration  in  Form  von  Differentialquotienten  von  allgemeiner  Ordnungszahl  unterwerfen. 
Sie  sei: 
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(806)     (a«x  +  6J  y^'*^  +  ia^tX  +  6^J  y^'^  + +  (a.a:  +  6,)  y'  +  (a.x  +  b.)  y  =  0. 

Wir  nehmen  einen  ihr  Genfige  leistenden  Werth  an  in  der  Gestalt: 

(807)  y-^i^^]]^ 

a 

in  welchem  h  einen  constanten  Differentiationsindex,  W  eine  Function  ¥on  ti,  die  kein  x  in  sieh  ent- 
halt, und  a  eine  gleichfalls  Yon  x  unabhängige  GoBstante  andeutet,  die  naeh  gesehehener  A-maliger 
Differentiation  anstatt  u  gesetzt  werden  muss,  und  es  handelt  sidi  offenbar  daram,  durch  sdUddiehe 
Wahl  dieser  Grössen  die  (306)  identisch  zv  machen.  Man  äberzeugt  sich  sdur  Idcbt,  dass  diese  Form 
mit  den  von  der  Pormralehre  gebothenea  in  der  vollsten  Uebereinstimmung  stehe.  Die  Formenlehre 
nämlich  bezeichnet  den  gleich  hoch  gebauten  Coefficienten  entsprechend,  also  der  Ansteigungszahl  Null 
auf  das  Coefficientenpaar  angehirig«  lauter  particuläre  Int^ale  von  der  Form: 

allwo  Q  eine  Function  erster  Classe  bedeutet  Aber  auch  der  eben  angefahrte  Ausdruck  in  Form  eines 
A^°  Differentialquotienten  verwandelt  sich  nach  geschehener  Entwicklung  in  eine  solche  Form.  Wir 
substituiren  demnach  den  angenommenen  Ausdruck  (307)  in  dieselbe,  und  bemerken,  dass,  weil  man 
allgemein  für  jedes  r  hat : 

(308)  »^''="^  t*''^  ^^\ 

a 

das  Substituiionsresultat  so  aussehe: 

(809)  ^  [iU,  X  +   CT.)  e«'  W\\  =  0 

mit  den  Werthen: 

U,  =-  a„  w"  +  «,^-,  m""'  + +  ö,  w  +  «0 

^  17,  =  6,w''  +  6^,ti«-  + +.6,  u  +  6.. 

Fuhren  wir  hier  die  A-malige  Differentiation  nach  ti  mit  Hilfe  derjenigen  Formel  durch,  di^j 
wir  für  den  A^"  Differentialquotienten  des  Produktes  PQ  besitzen ,  indem  wir  e^  als  ersten  nn^i 
Ü^Wx+  U^W  als  zweiten  Factor  auffassen;  denken  wir  uns  sodann  a  anstatt  u  substituirt,  and  be^ 
zeichnen  allgemein  dasjenige,  was  aus  irgend  einem  r^  Differentialquotienten  des  Produktes  I7,?^^ 
oder  Ü,W  durch  die  Substitution  u=a  wird,  durch  (UoW)^**^  oder  (U^W)^^^  wobei  jedoch  wohl  as 
bemerken  ist,  dass  hier  die  Substitution  nach  der  r-maligen  Differentiation  ausgeführt  gedacht  wird  uruH 
nicht  umgekehrt;  ordnen  wir  endlich  das  Resultat  nach  absteigenden  Potenzen  von  x:  so  liegt  dar:^ 
folgende  durch  schickliche  Wahl  von  A,  W  und  a  identisch  zu  machende  Gleichung  vor: 
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0  =  ^  , 


ap*+* .  ü,  W 

+  x*    .    [Ü.W  + A(U,W)'] 

+  «*-'.a[(Ü.W)'  +^  (ü.  W)'] 

+  '^-^-TT^  [(ü.wr  +  *^  (ü.  W)«] 

+ 


(811) 


+  x^ 


Ä(A— 1) (Ä-s-r+l) 


A— r 


1.2 


1+ 

was  ISr  beliebige  x  nar  dann  mSglicb  ist,  wenn  die  Ceefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  dieser 
Variablen  je  (Sr  sieh  gleich  Null  werden.  Man  erhält  also  folgende  Reibe  Ton  Bestimmungsglei- 
dwngen: 

ü.  w  +  A  (ü.  wy  «  0 
(ü,  wy  +  ^^  (ü,  wr  =  0 


(811) 


(ü.  W)^''  +  ^-r4^  (ü,  W)('^)  =  0 


(ü,  W)('^+*'  -I 


r+l 
A  — r— 1 
r+2 


(ü.  W)(»**>  =  0. 


Der  ersten  von  ihnen  kann  Genfige  geleistet  werden,  durch  Nullwerden  von  U«  oder  von  W,  da  aber 
Letzteres  unstatthaft  ist,  weil  die  entwickelt  geschriebene  Zweite:  d.  h.  die: 

(ü.  +  AU.)  W  +  ÄÜ.W»  =  0,  (3,3) 

dun  a«eh  Ws=0,  dfe  daranflolgende  W^O  u.  s.  w.,  ihr  Inbegriff  aber  W=0  liefern  würde,  was 
andi  yesO  macht,  ihm  also  allerdings  einen  Genüge  leistenden  Werth  ertheilt,  der  aber  kein  parti- 
eulfires  Integral  ist;  so  bleibt  uns  nur  fibrig: 

V,  =  a„  a*  +  a^,  a'^*  + +  a,  a  +  «,  =  0  ^3,4) 

anzunehmen,  und  die  zweite,  die  jetzt  in  die  einfachere : 

U.   +  Air.   =0  (315) 
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flbergeht,  zur  BestinuDiug  von  A  za  benfitiM.  Sie  Uefert:  •'    ' 

I 

u    ■"••■'''  '       ■  ■   ■  •' 

(816)  *  =■  -  TT* 

und  da  die  U,  =  0  eine  algebraische  Gleichvng  des  n^  Grades  ist,  die  in  der  Regel  n  vfi 

verschiedene  Wurzeln:  a.,  a,,  a^  besitzen  wird,  so  gewinnt  aan  ihnen  entspnic 

in  der  Regel  und  namentlich  so  lange,  als  es  keine  gleichen  Wurzeln  gibt,  und  dcf 
a„  von  der  Nulle  verschieden  bleibt,  n  verschiedene  und  zwar  endliche  Werihe  für  A,  die  < 
bar  n  verschiedenen  particnlärea  Integralen  anfpehSren,  st  dass  eigentlich  durch  eine  ii 

Rechnung,  und  nur  mittelst  der  u  Substitutionen  von  a^^  a^, a^  alsogleich  da* 

Integral  erhalten  wird. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  die  ersten  beiden  der  BesttmnungsgleichaBgtn 
Werthe  von  a  und  h  geben,  entwickeln  wir  die  dritte.  Sie  ist: 

(817)  (ü;  +^^  u;)  w  +  (ü.  +(Ä  -  I)  U;)  W  ^tzl^j^w'  ^  0. 

Das  in  ihr  enthaltene  Glied  n^  W^  verschwindet  wegen  des  Factors  Ut ,  der  CoeSicien 
geht  in  Folge  der  (315)  in — 11/  dber,' ist.  somit  untnr  dfer  gemachten  Voraussetzung  verschieb 
zeln  von  der  Nulle  verschieden,  daher  denn  diese  GleichiMig  Jedesmal  W  bestimmt,  indem 
einen  dem  W  proportionalen  Ausdruck  liefert.  Zur  Bestimmung  des  W  selbst  ist  gar  kein 
banden,  es  spielt  daher  die  Rolle  eiaer  wilHrdlrlfchen  Coastaate,  oder  vielmehr  von  n  vei 

den  Substitutionen  a« ,  a« , a„  angehSrigen  Constanten.  Dass  nun  dasselbe  mit  di 

Bestimmungsgleichungen  in  derselben  Weise  der  Fall  sei,  davon  belehrt  cns  die  allgemeine 
die  von  dem  Verschwinden  des  Coeffkieaten  von  x*^  spricht,  namlich  die: 

(8*8)  (Uo  W)  «•)  +  ^^^  (ü,  W)^^'^  =  0. 

r  +  i 

Die  höchsten  in  ihr  vorkommenden  Differentialquotienten  von  W  sind  der  r^«»  und  r- 
ihnen  gehtrigen  Coefficienten  aber  olTenbar: 

ü.  +  (A-r)ü;,  ^U,. 

Brsterer  g^ht  vermöge  der  (315)  fiber  in  das  von  Null  verschiedene  —  rU/,  der  ande 
Die  Gleichung  dient  also  bei  dem  Hinausfallen  von  W'*"***^  zur  Bestimmunf 
sieht  daher,  dass  die  Gleichungen  (312),  von  der  dritten  angefangen,  der  Reihe  nacl 
^(r)^  Y^{r+t)  geben,  und  zwar  jedeamal  vermittelst  einer  Division  durch  U/.  Man 
Grossen  der  Reihe  nach  dem  willkuhrlichen  W  proportionale,  beziehlich  durch  U/ 
gebrochene,  somit  endliche  Ausdrucke  erhalten,  und,  dn  der  in  entwickelter  Form  hi 
mene  Werth  von  y  (307)  auch  so  aussieht: 
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y  =  e'^[x'^W  +  Aar*-* W  +  ^^^p-i^  ar*- W"+ +  ^''^'''^''^^^  x^W^'^+  ....].  (8I9) 

so  sind  in  demselben  alle  Coefficienten  der  eingeklammerten,  nach  absteigenden  Potenzen  ?on  x  geord- 
neten Reibe,  als  dem  W  proportionale  Ausdrucke  bekannt  Dieses  W  erscheint  somit  als  herauszu- 
setzender gemeinschaftlicher  Factor,  und  statuirt  man«  ein  öfters  gebrauchtes  Symbol  benfltzend,  allge- 
mein für  den  Werth  a^^a,: 

W  =  W,       und       W(^)  =  [M.r]  W,\ 

M  ist  in  der  nachfolgenden  Formel  das  allgemeine  Integral  der  ?orgel^^n  DUferentialgleichung 
enthalten : 

y=    W,e«''[a:*«+Ä.[f,l]ar*i-  +  (^^)  [1,2] !:*.-•+ +  (**)  [l,r]a:*'--+ ., . .]  + 

+  W,e^«-[ar*-+A.[2,l]ar*.-  +  (^«)  [2,2] a:*.- + +  (*•)  [2,r]a:*.-^+ ....]  + 

+ 

+  W,e«--[ar*''  +  Ä,[n,l]ar*-*  +  (*-)  [»,21a:*-  + +  (*")  [n,r]x''^'^+  ...]. 

Die  Werthe  aber  von  W\  W^ sind  hier  der  Reihe  nach : 

w'  =  -^  \(2U.  -  iTj  u;  -  u.  it:J 
w     i(tiu:  -  iirj  ir;  +  (-2V,u:'+  i2ir;  -  i8u;u:  +  eu:')  ir;  +1       (»0 


W"  = 


i2  u;  (  +  (-  12U0  u;  IT,  +  9U.  u;")  u;  +  3ü;  u;*  ) 

Die  n  auf  der  Zahl  vorhandenen  Werthe  ?on  h  sind  wohl  in  den  meisten  Fällen  Functionen 
der  Constanten,  in  die  Differentialgleichung  eingehenden  Parameter,  kSnnen  daher  durch  schickliche 
WaU  der  letzteren  entweder  alle,  oder  auch  nur  einige  unter  ihnen  verwandelt  werden  in  ganze 
positive  Zahlen ;  oft  sind  sie  bereits  solche.  Es  interessirt  uns  dieser  Fall  darum,  weil  er  die  Reihen 
in  den  Ausdrucken  der  particulären  Integrale  bei  dem  h  +  i^^  Gliede  abbrechen  macht,  und  so  in  ge- 
schlossene Polynome  verwandelt,  denn  hat  man  h  gleich  einer  ganzen  positiven  Zahl  r,  so  gehen  in 
der  (31^0  das  Glied: 

1   (r+i) 

and  die  darauffolgenden,  wegen  des  ihnen  allen  gemeinschaftlichen,  verschwindenden  Factors  A  — r  in 

die  Nulle  über,  denn  es  lässt  sich  zeigen,  dass  nicht  zu  gleicher  Zeit  W'^'^'\  i^^^"^*^ unendlich 

angenommen  werden  mfissen,  um  der  Differentialgleiehnng  zu  genügen.  Man  betrachte  zu  diesem  Zwecke 
die  Gleichung  (311).  Der  Coefiicient  von  ar*^,  der  Nulle  gleicl^tesetzt,  hat  W^**'  geliefert;  der  hierauf 
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folgende  ist  vermöge  des  Paetors  h—r  identisch  der  Nulle  gleich,  was  auch  immer  W^^^^  bedeate 
mag,  dieses  ist  also  nicht  unendlich,  sondern  willkfihrlich,  kann  sohin,  wenn  man  ?on  seiner  ESgensehtf 
der  r+l"^Diirerentialquotient  einer  angebbaren  Function  von  ti  ffir  u  =  a  zu  sein,  absehen  wil 
auch  durch  Null  ersetzt  werden,  und  die  Gleichung  (319)  enthält   ein  abbrechendes,  algebraische 

Polynom,  was  auch  immer  die  endlich  gedachten  Werthe  von  W'^^\  W^^*\ sein  mögen,  c 

dass  also  für  ganze  positive  h  der  angenommene  Ausdruck  (307)  Genüge  zu  leisten  die  Eigenseha 
besitzt  für  unzahlige ,  anstatt   W  gesetzte  Punctionen  von  ti,  alle  diejenigen  nämlich,  deren  erste 

Differentialquolienten  IT,  W\ W^^^  sind,  oder  mit  anderen  Worten,  die  vermittelst  der  Mai 

Laurin'schen  Pormel  nach  Potenzen  von  u^a  entwickelt,  dieselben  h-f  1  Anfangsglieder  mit  de 
algebraischen  Polynome 

W  +  W*(u-a)  +  W"  ^^~^^'  + +  W^^>  (^""^) 

2  1  . . .  A 

besitzen.  Hört  h  auf,  eine  ganze  Zahl  zu  sein,  so  ist  auch  diese  Vieldeutigkeit  von  W  nicht  nielff  voi 
banden,  dieses  erscheint  vielmehr  als  eine  bestimmte  Function  von  u;  alle  seine  Differentialqnotieah 
bekommen  bestimmte,  aus  den  Gleichungen  (312)  abzuleitende  Werthe  und  das  in  der  (3.0)  voHb 
dige  eingeklammerte  Polynom  verwandelt  sich  in  der  Regel  in  eine  unendliche  Reihe,  den  Fall  aosgi 
nommen,  wo  W  eine  ganze  algebraische  Function  von  u  ist.  Er  wird  sich  durch  das  Verschwtiiii 
sammtlicher  aus  den  Gleichungen  (312)  gezogenen  Differentialquotienten  von  FT,  angefangea  yi 
irgend  einem  derselben,  kundgeben,  man  wird  aber  auf  ihn  höchst  selten  stossen,  da  sich  leicht  zeigi 

lässt,  dass  die  Function  FT,  das  Product:  (ii— aj**+*  (u— aj*«+* ("— ^n)**'^*  im  Nenner  hib 

und  noch  uberdiess  oft  mit  einem  angebbaren  exponentiellen  Factor  versehen  sei,  allein  eben  wel  mi 
diess  weiss,  ist  man  auch  im  Stande  diese  Hindemisse,  die  der  Auffindung  des  FT  in  geachlosen 
Form  entgegenstehen,  zu  beseitigen.  Diess  ist  übrigens  im  gegenwärtigen  Falle  nicht  nothwendig,  W( 
man,  y=fe^  Vdu  annehmend,  das  Faus  einer  Düsrentialgleichung  der  ersten  Ordnung  in  geschk 
sener  Form  findet,  und  sodann  unmittelbar: 

(8»)        Fr,  =  (u-aO*.^T,         Fr.  =  (tt-a.)*.+*F,        HPr,=(ii-a^**+«  F 

hat,  wie  demnächst  gezeigt  werden  soll;  bei  Differentialgleichungen  hingegen  mit  höher  geluiati 
Coefficienten  kann  uns  diese  Bemerkung  zu  gute  kommen. 

Findet  sich  in  der  Differentialgleichung  (306)  in  Folge  des  Verschwindens  von  a«  ein  Abfall  ■ 
eine  Einheit  in  der  Gradzahl  der  beiden  letzten  Coefficienten,  so  gibt  die  Algebraische  (314),  Aem^* 
ben  entsprechend,  eine  Wurzel  Null,  die  das  particuläre  Integral,  wenn  das  zugehörige  h  noch  uberdi« 
ganz  und  positiv  ist,  in  eine  ganze  und  algebraische  Function  umwandelt,  in  jedem  Falle  aber  die  leic 
teste  Substitution,  die  oft  ein  mühsamer  Bestandtheil  der  eingeleiteten  Rechnung  ist,  nämlich  die  de 
Nulle,  im  Gefolge  hat,  und  diess  ist  ein  kleiner  Vortheil,  den  man  durch  Herabbringen  des  partieuläreii 
Integrales  zur  ersten  Classe  erringt 

Es  ist  schon  bemerkt  worden,  dass  Differentialgleichungen  von  der  Form  der  gegenwärtij 


besprochenen,  mit  Coefficienten  nimlich  wie  ax  +  6,  bereits  im  ersten  Bande  IL  Absclinitt  allgemein 
integrirt  worden  seien  und   zwar  urspruDglich  durch  bestimmte  Integrale,  wie: 

y  =  /•"'e-'  Frfll, 
mit  dem  alldort  ans  unseren  Rechnungen  abgeleiteten  Werthe  von  V: 

in  welchem  ü^  und  U^  dieselben  Bedeutungen  haben,  die  ihnen  auch  hier  unter  (310)  beigelegt  wer- 
den —  und  erst,  wenn  diese  Form  des  bestimmten  Integrales  unzulässig  erschien  desshalb,  weil  für 
irgend  einen  Werth  von  u  etwa  den  t^  =  a,  der  zwischen  den  Integrationsgrenzen  ti'  und  u"  lag,  die 
Ponction  V  unendlich  wurde,  weil  in  ihrem  Nenner  (u-d)'^^^  als  Factor  erschien,  was  wieder  nur 

die  Folge  war  eines  Partialbruches,  gehörig  zu  yt  ^^^  ^^^^  ^^^ '  ^^^^  ^^  ""^  genöthlgt 

der  Form  eines  A^"  Differentialquotienten  den  Vorzug  zu  geben.  DerUebergang  von  einer  dieser  Formen 
znr  anderen  wurde  vermittelt  durch  Gebilde  von  einem  ähnlichen  analytischen  Charakter  wie  -~,  durch 
besondere  Integrale  nämlich,  mit  unendlich  nahe  aneinander  liegenden  Integrationsgrenzen  und  einer 
anendlichen  Function  unter  dem  Integralzeichen.  Dieser  Uebergang  war  zudem  nnr  gütig  für  ganze  und 
positive  Werthe  von  A,  wurde  aber  doch  in  der  Folge  für  beliebige  als  bestehend  anerkannt,  und  alles 
das  durch  eine  Kette  von  Folgerungen,  denen  ein  vorsichtiger  Analyst  allenfalls  einige  Kühnheit  vor- 
zuwerfen sich  geneigt  finden  durfte.  Wenn  nun  auch  der  erwähnte  Uebergang  den  doppelten,  sehr 
beachtenswerlhen  Vortheil  biethet,  die  Verwandtschaft  zweier  Haupiformen  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  darzulegen  und  die  Verwandlung  der  einen,  gelegentlich  unbrauchbar  gewor- 
denen in  die  andere,  als  tadellos  auftretende  zu  ermöglichen,  ohne  dass  es  nöthig  ist,  die  Rechnung 
von  vorne  anzufangen,  so  blieb  doch  eine  Methode  wünschenswerth,  die  nicht  durch  bestimmte  Inte- 
grale, sondern  direct  zu  der  Hauptform  des  Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  leitet 
Wir  haben  eine  solche  eben  kennen  gelernt  und  es  ist  nur  noch  nothwendig,  zu  zeigen,  dass  die  hier 
gewonnenen  Resultate  für  ganz  beliebige  Differentiationsexponenten  h  mit  deiuenigen  fibereinstimmen, 
die  nach  den  Vorschriften  von  S.  4  des  II.  Abschnittes  gebildet  werden  aus  der  Function  V.  Zu  die- 
sem Zwecke  nehmen  wir  an,  u—a  sei  ein  einzelner  Factor  von  U,.  Der  dazu  gehörige  Differentia- 
tionsindex A,  wie  er  hier  durch  die  Formel  (316)  gegeben  wird,  ist  derselbe,  der  auch  bei  der  Zerle- 
gung von  -=^  in  Partialbrüche,  und  zwar  als  Zähler  des  Bestandbruches erhalten  wird.    Ihm 

entspricht  offenbar  ein  Divisor  (w  — a)*  von  er'vr^^  und  somit  ein  Divisor  (u  —  ay^^  von  F. 
Nach  den  obangedeuteten  Vorschriften  nun  des  S  4  hat  man  eben  diesen  Divisor  in  V  wegzulassea 
ond  von  dem  mit  ^  multiplizirten,  so  gewonnenen  Resultate,  d.  h. : 
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den  h^  Differential^uotienlen  ffir  ti  =  a  u  oehmea«  am  n  eiiiam  Genige  leistenden  Wertte 
der  Form: 


y  ~  du»  L      IT.        *  11 


ZD  gelaDgen.  Dieser  wird  mit  dem  gleiehgestalteten  (807)  offenbar  usammeBfalleii,  wera  nan 
(3«3)  w  =  ^^^  Z^""  =  («  -  «)*-  F 

hat   Wir  hätten  daher  nur  zu  zeigen,  dass  ans  dieser  Gleichung  dieselben  Werthe  von  W^  fl 

W", somit  allgemein  dasselbe  W  hervorgehe,  welches  auch  die  Gleichung»  (312)  lierern,  n 

diess  Ihun  wir  auf  folgende  Weise:  Wir  schreiben  die  vorliegende  (323)  so: 


und  differenziren  sie,  mit  Beräcksicbtigung  des  aus  der  (323)  hervorgehenden  Werthes  der  in  i 
erseheinenden  BxponentialgrSsse.  Wir  erhalten  so: 

[iU,  FF)'  -  U,  W]  (tt  -  a)  +  (A  +  1)  CT,  FT  =  0, 

differenziren  abermals  r-mal  naeh  u  nach  der  bekannten  Formel  fSr  die  Differentiation  eines  Prednkta 
unter  r  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  verstanden,  gelangen  Mednreh  zn: 

[iU,  WO^'-^'^^  -  iü.  W)^^^]  (ti-a)  +  (r  -  A  --  l)  (C/,  W)^^  -  r  (Ü^W)'''^  =  0, 

und  denken  uns  hier  der  Reihe  nach  r  durch  die  Zahlen  i,  2,  3 r,  r+  I   . .   . .  ersetzt,  8 

dann  a  für  ti  geschrieben,  und,  um  diess  anzudeuten,  von  den  nriiher  eingeführten  Bezefehnnng 

Uo,  U,,  W  anstatt  I/^,  U,,  W  Gebrauch  gemacht,  so  gehen  aus  dieser  einen  letzten  Gleichnng  n! 

unsere  zur  Bestimmung  von  W\  W\  dienenden  (312)  hervor  und  es  ist  sohin  erwiesen.  Um 

die  im  S.  4  des  II.  Abschnittes  gegebenen  Vorschriften  und  der  hier  eingeschlagene  dire<Ae  Weg^  i 

einerlei  Resultaten  fuhren.   Erstere  erringen  sich  sogar  den  Vorzug,  als  sie  jedesmal  von  einem 

in  geschlossener  Form  ausgehen  und  folglich  auch  zu  einem  geschlossenen  W  tOhren,  wahrend  die 

Function  hier,  ganze  positive  A  etwa  abgerechnet,  in  der  Form  von  einer  unendlicben  Reihe  erhalt 

wird.   Und  hiemit  sehen  wir,  dass  die  als  Behauptung  aufgestellten  Relationsgleichungen  (322),  die  ; 

den  verschiedenen  particolären  Integralen  gehörigen  W^ ,  W, , W,,  ganz  richtig  angeben. 

Jetzt  wollen  wir  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  gleicher  Wurzeln   der    algebraisdi« 

Gleichung  (314)  in  a  der  Betrachtung  unterwerfen,   und  namentlich  wollen  wir,  um  gerade  den  f 

structivsten  und  einfachsten  Fall  vor  Augen  zu  haben,   sie  gleiche  Wurzeln  Null  sein  lassen.  £ 

erscheinen  w  an  der  Zahl  dann,    wenn  af^  =  a^  =  a^= =a,^^^  =  0  ist;    da  aber  dann  e 

gemeinschaftlicher  repartirter  Abfall  von  —  Einheiten  auf  die  m  letzten  Coefficientenpaare  fällt, 

m 


wissen  wir  aus  den  Ergebnissen  der  Formenlelire,  dass  dann  m  particuläre  Integrale  in  der  abwei- 
chenden Form: 

erseheinen,  sie  also  die  Analysis  in  der  früher  vorausgesetzten  nimmer  zu  liefern  im  Stande  sei.  üein 
ist  nun  auch  wirklich  so,  da  nicht  bloss  die  der  Wurzel  a  =  0  entsprechenden  Werthe  für  A,  sondern 
auch  die  für  W\  W'', aus  den  (312)  abgeleiteten  unendlich,  sohin  unbrauchbar  werden.  Das- 
selbe ist  nun  der  Fall  auch  bei  von  der  Nulle  verschiedenen  gleichen  Wurzeln,  etwa  a.,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  anstatt  der  vor  Augen  liegenden  die  verwandte  Form: 


/[••■^fj" 


einer  Gruppe  von  m  pairticulfiren  Integralen  zukommt  Zu  ihrer  Ermittlung  führt  am  besten  eine 
passende  Umwandlung  der  unabhfingigen  Veränderfichen,  wenn  man  es  nicht  etwa  vorzieht,  ohne  Um- 
wandlung die  höhere  algebraische  Gleichung  zu  suchen,  die  der  Differentialen  zu  Grunde  liegt. 

Der  Exponent  A,  kann  auch  aufhören,  einen  unendlichen  Werth  zu  haben,  ungeachtet  er  einem 
wiederholten  Wurzelfaetor  ti— a  von  V^  entspricht  Es  geschieht  diess  dann,  wenn  eben  dieser  wieder- 
holte Wurzelfactor  sieh  sowohl  im  Polynome  17, ,  wie  in  U.  vorfindet  Hiemit  verbindet  sich  die  Rfiek- 
kehr  einer  Gruppe  partieulärer  Integrale  zur  normalen  Form  eines  Produktes,  wie  e^^Q.  In  der  That 
setzen  wir  voraus,  es  sei  dem  V^  und  Ü^  der  Factor  {u  —  ay^^  gemeinschaftlich,  so  bietet  das  in 
der   asymptotischen  Form    absteigend    geordnete  Gleichungspolynom   (3ii)  dem  ii^^a  entsprechend 

identisch  verschwindende  Anfängsglieder  r+ 1  an  der  Zahl,  und  zwar  was  auch  W,  W\  W 

bedeuten  mögen.  D^e  Darauffolgenden  haben  alle  das  Produkt  A  (A— 1)  (A  — 2)  (A  — r)  zum 

Factor,  gehen  daher  gleichermassen  in  die  Nulle  über,  wenn  man  dem  Exponenten  A  einen  Werth 

ertheilt,  gezogen  aus  der  Reihe  der  naturlichen  Zahlen  0,  1,  2, r.  Diess  fuhrt  zu  particulären 

Integralen  r  an  der  Zahl,  denen  allen  einerlei  exponentieller  Factor  e^'  angehört  während  der  andere 
der  ersten  Classe  angehörige  Factor  in  ein  geschlossenes  algebraisches  Polynom  überjgeht,  beziehlich 

vom  0<«",   !■*«•», r<«"  Grade  und  mit  willkuhrlichen  Coefficienten :  W,  W,  W'\ Diese 

r  particulSren  Integrale  bilden  daher  aggregirt  einen  Ausdruck,  wie  folgt: 

e^  [C.  +  C,x+  C.ar'+ +  C,x^], 

als  mit  r  +  1  willkuhrlichen  Constanten  versehenen  Bestandtheil  des  allgemeinen  Integrales. 

Hiezu  vermag  noch  ein  particuläres  Integral  mit  noch  einer  willkuhrlichen  Constanten  zu 
tr^n,  wenn  an  Faetoren  u — a  die  Polynome  U^  und  V^  beziehlich  r+1  und  r+2  an  der  Zahl 
besitzen.  Die  Anzahl  der  verschwindenden  Anüangsglieder  in  der  Formel  (311)  ist  dann  r  +  2.  Das 
folgende  (r  +  3)^  der  Nulle  gleich  gesetzt: 

(IT,  Wr-^^  +  *"*'/  (IT.  W)''*«^  =  0 

4S 
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oder : 

inrfi)  ^  _^  h  —  r—i  w  =  0 

r  +  2 

liefert  den  Werth  von  A: 

während  wir  aus  den  darauffolgenden,  so  lange  U/*'+''  von  Null  verschieden  ist»  W\  W'\  W"» 

ableiten.  Diess  gibt  augenscheinlich  noch  ein  particuläres  Integral  mit  derselben  Exponentiellen  e°^, 
welches  zu  den  r+1  in  der  Formel  (324)  lenthaltenen  noch  hinzuzutreten  hat,  aber  alsogleieh 
abhanden  kommt,  sobald  17^  mehr  als  r  +  2  Pactoren  u  —  a  besitzt 

Um  aber  auch  ganz  allgemein  in  dem  Falle,  wo  U^  und  17^  beziehlich  r+l  und  r-|-«-|-i 
Pactoren  u  —  a  haben,  Aufschluss  zu  gewinnen  aber  die  Porm  der  sammtlichen  Genüge  Idstenden 
Werthe,  erwäge  man,  dass  der  Aasdruck  (324)  auch  hier  einen  Genüge  leistenden  Werth  vorstelle, 
und  dass  man  durch  eine  eingeleitete  sehr  einfache  Transformation  vermittelst  der  Substitution: 
y^=^e'^.%  das  Integral  von  dem  Factor  e^^  befreien  könne,  wodurch  der  Ausdruck  (324)  in  eine 
ganze  algebraische  Function  des  r^«  Grades  verwandelt  wird.  Die  Transformirte  in  %  wird  daher  die 
Eigenschaft  haben,  durch  eine  solche  Function  erfüllt  zu  sein,  was  dann  der  Fall  ist,  wenn  in  ibr 
weder  %  noch  die  Differentialquotienten  bis  zum  r^^  inclusive  vorkommen.  Die  Form  dieser  Gleichung 
in  %  fällt  insoferne  mit  der  in  y  zusammen,  als  man  auch  keine  anderen  Coefiicienten,  als  solche  des 
ersten  Grades  in  ihr  wahrnehmen  wird,  nur  werden  die  gleichen  Wurzeln  a  der  Gegebenen  in  y  in 
gleiche  Wurzeln  Null  der  Transformirten  übergehen.  Letztere  trägt  daher  offenbar  die  Form: 

(fl,  X  +  K)  %^^'  +  («..,  X  +  6,.,)  «^"->  + +  {ar^^,  X  +  6,^^,)  »<^+'>  + 

+  K..  «^^""^  +  +  ftr+t  «••"*'  =  0- 

Die  Schlusscoefficienten  bieten  hier  den  Abfall  von  einer  Einheit  in  der  Gradzahl  auf  t  Paare,  also  von 
-  Einheiten  auf  das  Paar.  Dem  entspricht  nach  den  Angaben  der  Formenlehre  eine  Gruppe  von  s  —  1 
particulären  Werthen  in  der  Form: 

(3«5)  Ä^^^*^  =  /  '^*  .  Q. 

Die  %  Wcfrthe  des  Coefiicienten  A  sind  gezogen  ans  der  algebraischen  Gleichung: 

und  die  Transformalionen,  deren  man  benothigt,  um  jedes  der  particulären  Integrale  zur  ersten  Glasse 
herabzubringen  nnd  auf  dem  hier  betretenen  Wege  hiemit  integrabel  zo  macbeii,  werden  in  S.  2  und 
S.  5  der  Transforraationslehre  zur  Sprache  gebracht. 

Die  Anzahl  der  durch  die  asymptotische  Inregrationsmethode  gewonnenen  particulären  Integrale 
wird  auch  dann  verringert,  wenn  die  Gleichung  I7|  ==  0  wegen  des  Verschwindens  der  Anfangsglieder 
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ihres  Polynoms  in  gewisser  Anzahl  aufhört  dem  nf^^  Grade  anzugehören.  Dtess  Qndet  nur  dann  statt, 
wenn  in  der  Differentialgleichung  die  Anfhngscoefficienten  in  Gemstante  übergehen,  d.  h.  wenn  dieselbe 
die  Form: 

annimmt  Die  Ansteigung  in  den  Anfangseoefficienten  von  einer  Einheit  auf  $  Paare «  also  von  -  Ein- 
heit auf  das  Paar,  deutet  hier  auf  particuläre  integrale,  $  an  der  Zahl  hin,  die  nicht  die  Gestalt 
e^'Q^  sondern  die  andere: 

(?• 

besitzen,  und  man  mag  nach  Belieben  diesen  t-gliedrigen  Bestandtheil  des  Integrales  entweder  durch 
^e  Reihe  von  Transformationen,  oder,  was  hier  noch  zweckmSssiger  ist,  in  Form  einer  Summe  von 
s+i  bestimmten  Integralen  zwischen  Grenzen  0  und  00  und  mit  einer  Relationsgleichuag  zwischen 
den  s+i  Constanten  sieb  zu  verschaffen  suchen. 


$.  5. 

Asymptotische  IntegratioD  der  GleiehangeD  mit  qaadratiselien  CoeificieDteD. 

Schreiten  wir  jetzt  zur  Integration  derjenigen  Differentialgleichung,  die  auf  die  (306)   deren 
Coefficienten  vom  ersten  Grade  sind,  zunächst  kommt,  die  nämlich  mit  quadratischen  Coefficienten : 

Wir  entnehmen  auch  hier  den.  Vorschriften  der  Formenlehre  einen  Genüge  leistenden  Werth 
in  der  Form : 

y  =  ^  [*"*  ^\  <^^ 

und  erhalten  durch  Substitution  desselben  in  die  vorliegende  Gleichung: 


—,  [e-  IF  (ü.  «•  +  CT.  a?  +  ü.)]j  =  0, 


a 


allwo : 

17,  -■  a,  IC»  +  «^  u"-*  + +  a.  M  +  «, 

17.  =.  6.  ti»  +  6^.  II»-'  + +6.11  +  6.  (388) 

ü,  =  c„  ti"  +  C;^.  tt»-*  +  +  e,u  +  c, 

sind.  Darch  EntwicUnng  dieses  SubstitatioDsresnltates  nnd   mit  Hilfe  der  bereits  gebraaclitea ,  die 
Einffilirung  von  a  anstatt  u  andeutenden  Bezeichnung  gelangen  wir  zur  folgenden  identischen  Gleichnng: 
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(3«9) 


0  =  e' 


Ä(A-0 


+  ar»[u. W  +  h  (U.W)'  +  "  ^""^    '^  (ü.  W)"] 


+  hx^*  [(U.W)'  +  —^-  (U.W)"  + 


(A-l)(A-2) 
2.3 


aT.W)'"] 


^.AC^zii)  ^.  [(U.W)"  +  Azii  (ü.wr  +  <±z?2i^  (u.  w)''] 


^t"%-0^"  [(u.w)^-^+  ^*=pi.  (u.w)c^)+(i:J±^^  (u.w)<->J^ 


bei  der  die  Coefiicienten  der  verschiedenen  Poteazon  von  x  je  ffir  sich  der  Nulle  gleich  sein  müssen, 
die  demnach  in  folgende  Bestimmungsgleichungen  zerfSUt: 

U,  W  =  0 

u.  w  +  A  (U,  wy  =  0 

A(A-0 


U.  W  +  A  (U.  wy  + 


(U,  W)*  =  a 


(33U) 


(U.  W)'  +  -*-  -  (U.  W)"  +  ^^      '^^^^     ^^  (U.W)"  =  0 

(V.  wy  +  ^7-^  (u.  w)-  +  (Az:.2)_^ :l1)  (U.w)»  =  o 

o  «1.4 


(U.  W)  -'   +  Ä-r+jl  ^^^^  ^^  ,,  _^  (A-rH-O(A-r)  ^^^^ ^^^^.,  _  ^ 
r  r  (r+ 1) 


Der  ersten  von  ihnen  kann  nur  dadurch  Genüge  gelautet  werden ,  dass  man : 

(331)  U,  =  a,,  oT  +  a,^,  a"''  -^^  +  a.  a  +  a.  =  0 

nimmt;  nachdem  in  Folge  des  etwa  angenommenen  W=»0  auch  W\  W, der  Nalle  gl^^^ 

werden   würden ,  was  ein  Versehwinden  von  y  zur  Folge  hätte.  Die  Zweite  bestimmt  dann  in  ^^^ 
Regel  den  Werth  von  A,  da  sie  übergeht  in: 


(38«) 


U^+  Air,  =  0;    woraus    A  =—  — . 


lutegratioismeilkodeB.  SS^l- 

D^  nun  aber  die  U,  =  0  als  dem  n^'>  Grade  angehörend  gew51inlic&  n  von  einander  verschiedene 
VITarzeln  a^^  a^^  ...  a„  besitzt,  so  lange  wenigstens,  als  a„  nicht  Null  ist,  so  hat  man  ihnen  ent* 
sprechend  auch  gewohnlich  n  von  einander  verschiedene  Werthe  von  A,  die  offenbar  n  verschiedenen 
partienlaren  Integralen  angeboren.  Die  Dritte  liefert  Jetzt  W  als  einen  dem  W  proportionalen  Ans- 
Amck,  ond  zwar: 

and  ebenso  wird  die  darauCfolgende  Vierte  W"  geben  durch  W  ansgedrfiekt,  die  Fünfte  zu  W"'  fuh- 
ren, und  fassen  wir  endlich  die: 

(IT.  W)  -»  +  *r  '1+1  (u,  W)^  +  ^^"'"'t^i^?"''^  (V,  W)>^'^  =  0  (S33) 

r  ^  {J*  -7"  *) 

ins    Ange,  bemerkend,  dass  die  höchsten  in  derselben  vorkoounenden  Differentiah|uotienten  von  W, 
namlidi  W^^^  und  W^''^'^  beziehlich  multiplizirt  erscheinen  mit: 

j:—  [(A  -  r)  ü.  +  U.]       und     5__-^-±i_^  u., 

\ 

Paetoren,  von  welchen  der  erste  der  (332)  zufolge  gleich  —(A  —  r+l)U',,  der  zweite  aber  gleich 

Null   ist;  so  sehm  wir,  dass  sie,  die  die  r  +  2^  an  der  Zahl  ist,  zu  dem  Werthe  von  W^^^  ffibre, 

^m*    diess  zwar  vermittelst  einer  Division  durch  (A  —  r+  1)  U',.  Da  dem  zufolge  die  W,  W",  W"  . . . 

^*Äe   ahnliche  Division  durch  AU',,  (A— i)ü', ,  (ft— 2)ü',,  ...  erheischen,  so  erscheinen  offenbar 

*«   Werthe  dieser  Grossen  in  Bruchform,  und  es  eathSlt  allgemein  der  von  W'^^  den  Nenner: 

A  (A  -  1)  (A-2)  (A      r+l)  U';  ♦ 

^^^    in  der  Regel  von  der  Nulle  verschieden  ist,  woraus  dann  folgt,  dass  der'WfertH  von  W^*"'  ein 
^'^dlieher  sei.  Die  Formeln,  die  sich  frulier  für  eine  Differentialgleichung  mit  CoeSicienten,  wie  aar  4-  & 

^^eben  haben,  bestehen  also  mgeandert  aoeh  hier,  nur  werden  die  Werthe  von  W\W, 

^^€lere,  durch  andere  Gleichungen  gegebene.  Ku  ihrer  Aufstellung  in  passender,  die  Oberricht  erleicb- 
^^'^der  Gestalt,  welche  auch  die  Bildung  der  Allgemeinen  r^»  unter  ihnen  durch  ein  einfaches  gere- 
^^'tc^  Verfahren  möglich  macht,  schreiten  wir  in  folgender  Weise:  Wir  ordnen  die  zur  Bestimmung 
^^MM     i|r(r+i)  dienende  Gleichung,  d.  h.  die: 

(V^  Wyr^   +  ^  (U,  Wr-^   +  ^\"X\w~l7/^  (11,  W)-^  =  0  (334) 

*^^^*^    den  darin  vorkommenden  Differentialquotienten  von   IT,  indem  wir  (U.W)^''',  (V^Wy^^*\ 
^^^  W)^*"^^«^  vermittelst  der  bekannten  Formel  entwickeln.  Die  auf  solche  Art  erhaltene  Gleichung: 


38t  7-    Absehnitt 

0  =.  —  (A  —  r)  IT,  .  W<^»>  4- 

+         [U.  +  (A-r)  IT.  +  (A-r)(*-r-.i)  ^j,,  |  ^,,     ^ 

(835)  

L  r  r(r+l)  J 

^         r'      ^r  +  1     '       ^      (r+l)(r+2)       '''     J  *^ 

verwandeln  wir  dnreh  die  folgenden,  fSr  beliebige  r  und  «  zn  gelten  bestimmten  BezeicbnoBgen 

(A  —  r)  ir,  =.  A  —  r 
ü.  +  (A-r)ü'.+<"-^\^"7''-^>U^    ^h^r 

r  fu;  +  *-':  U-  ^(A-r)(A-r-l)   ^,„1  _  ^  j^ ^ 
(336)  L  2  2.3  J 


iQ  die  sehr  einfiieh  aossehende: 

+  A-r.W^'-^>+ +Ä-r.  W"  +  A  — r.  W  +  A  — r.  W 

Aus  Ihr  gewinnen  teir  sodann  die  den  speciellen  Annahmen   r  =  0,  1,2,    r,  r-^- 

sprechenden: 


h    . 

* 

W 

h-i 

.  W" 

A  — 2 

• 

.  W" 

IntegratioBsmethoden. 

=  h—i.W       +h—i.W 

=  h  —  2   .  W"       +  A-2       W    +  A-2   .  W 
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(338) 


A_,.  .   w^r+i)  _  ^Ar  .  W^^)     +  A~r  .  W^'-*^+  A^r  .  W^'-)+ +A  — r  .  W 

h—r^i .  W^''^*^  =  A— r— 1 .  W  »^^^  +  A-r— 1 .  W^^'^  +  A^r— 1 .  W^^''^  + +  A-r-1 .  W. 

Die  zweite  von  ihnen  gibt,  mit  A  multiplizirt ,  und  sodann  mit  der  ersten  durch  Elimination  von  W 

* 

rerlniupft,  W"  in  Function  von  W: 

A.  A— I  .  W"  =  r^.A— 1  +  A    A— il  .  W,  (339) 

ebenso  liefert  die  dritte,  mit  A  .  A— 1  multlplizirt,  nach  bewerkstelligter  Elimination  von  Wund  W" 
feraittelst  der  ersten  und  zweiten ,  oder  auch  vermittelst  der  ersten  und  der  (339)  einen  Ausdrudc 
für  W": 

A.A— i.A~2.W"'  =  [X.A-l.A— 2  +  A.A— l.A— 2  +  A.A— i.A— 2  +  A.A— l.A— 2]  W.     (340) 

In  ähnlicher  Weise  wird  auch  W'^  dem  W  proportional  gefunden: 

.•.•        .♦       .♦  ..<'       .•       .• 

A  .  A— 1  .  A— 2  .  A— 3  4-  A  .  A— 1  .  A— 2  .  A— 3  + 


.  A-1  .  A— 2    A— 3  .W"'  = 

^  %  m 


W      (341) 


+  A*.  A— 1  .  A— 2  .  A~3  +  ^ .  A— 1  .  A— 2  .  A— 3  + 

+  A  .  A— 1  .  A— 2  .  A~3  +  A  .  A— 1  .  A— 2  .  A— 3  + 

«      •  mm 

+  A*.  A— 1  .  A    2  .  A^3  +  A  .  A— 1  .  A— 2  .  A~3 

und  nun  sind  wir  bereits  imstande  der  unmittelbaren  Ansicht  der  Gleichungen  (339),  (340)  und  (341) 
folgendes  graphische  Verfahren  zur  Construction  der  allgemeinen  Formel  für  W^^^  zu  entnehmen: 
Man  schreibe  die  Factorielle: 

A.A— 1  .A  —  2.A  —  3 h  —  r+i 

so  oft  additiv  auf,  als  die  Zahl  2^*  Einheiten  in  sich  enthält  und  bezeichne  im  ersten  Gliede  des  so 
erhaltenen,  die  Gestalt  einer  Produktensumme  tragenden  Ausdruckes  sämmtliche  Factoren  oben  mit 
einem  Stern.  Das  so  gewonnene  efste  Glied  ist: 


A  .  A  — 1  .  A-2  .  A~3 


r+1. 


In  den  darauffolgenden  Gliedern«  r—  i  aa.  der  Zahl,  versehe  man  Einen  der  Factoren,  aus- 
schliesslich des  letzten,  unten  mit  einem  Sterne,  und  diess  zv^r  auf  alle  möglichen  Arten,  dabei  als 


8(^  V.     A  b  B  c  b  n  i  t  t. 

allgemeine  Regel  festhaltend,  dass  der  letzte  Factor  niemals  unten,  sondeni  nur  steta  oben  besternt 
werden  dnrfe.  Die  übrigen  Faetoren  r  —  i  an  der  Zahl  erhalten  oben  Sterne  und  der  auf  den  unten 
besternten  unmittelbar  folgende  noch  fiberdiess  einen  Accent.  Die  in  dieser  Weise  erhaltenen  r  —  I 
Glieder  sehen  so  aus: 

A.Ä*-1  .  A--2  ,Ä  — 3  Ä  — r  +  2.A^r  +  l 


j^    A— l.A^2    Ä^3 Ä_r+2.  A  — r-ht 

Ä.  A— 1  .4  — 2  .  A  — 3  A— r  +  2.Ä  — r+l 


^.A--l.A-^2.A-3  A-r  +  2.Ä  — r+l 

In  den  darauf  kommenden  ^^ — Gliedern  fuge  man  auf  alle  mögliehen  Weisen 

zft  zweien  der  Faetoren  unten  einen  Stern ,  diess  jedoch«  wie  schon  gesagt,  mit  Auanahmo  des  letzten, 
der  nie  unten  besternt  werden  darl  Alle  andern  r  —  2  an  der  Zahl  bekommen  oben  Sterne  und  nach 
uberdiess  diejenigen  unter  ihnen ,  die  auf  einen  einzeln  stehenden ,  unten  besternten  folgen ,  einen  Ae- 
cent,  und  die  auf  zwei  neben  einanderstehende,  unten  besternte  unmittelbar  kommenden  einen  Doppelae- 
eent  Die  so  gewonnenen  Glieder  sind  der  Form  nach: 

A  .  A  —  1      A  *    2      A  ~  3     h  —  r  +  i 

A     A^l.A  —  2A^3     A  —  r+i 

X.A—  lA  —  2A'^3     A  —  r+1 

A  .  A  —  l  .  A  —  2  .  A  —  3     Ä  — r+l 

(r — i)(r — 2)(r — 2) 
Hierauf  bilde  man  -^^ ^^ ^-^ neue  Glieder  aus  den  folgenden  Produkten,  indem  man  dreien 

£  •  3 

der  dem  letzten  vorangehenden  Faetoren  auf  alle  möglichen  Arten  Sterne  unten  verleiht,  und  die  fibri- 
gen  mit  solchen  oben  bezeichnet,  uberdiess  aber  noch  einem  jeden  oben  besternten,  der  einem  einzel- 
nen unten  besternten  unmittelbar  nachfolgt.  Einen  Aecent^  einem  jeden  auf  zwei  aneinanderliegende 
unten  besternte  folgenden  zwei  Accente,  und  einem  jeden,  der  auf  drei  unten  besternte  unmittelbar 
kommt,  drei  Accente  hinzufugt.'  So  fährt  man  fort,  bis  endlich  nur  ein  einziges  Glied  übrig  ist,  dessen 
dem  letzten  vorangehende  Faetoren  sämmtlich  unten  besternt  werden,  der  letzte  aber  einen  Stern  oben 
mit  Accenten  r  —  1  an  der  Zahl  erhalt  Die  Gesanmitzahl  aller  durch  dieses  combinatorisch-graphiscbe 
Verfahren  erhaltenen  Glieder  ist  olTenbar: 

,+.-.+  (r~iHr-2)        (r-0(r-2)(r-8)        +  i  =  2-', 

2  ^  2.3 


IntegratioBsmethoden. 
wie  wir  oben  sagten,  und  ihre  Sanune  gibt  mit  W  mnltiplizirt  den  Werth  von: 
Ä  .  Ä— 1  .  *^2  .  A--3 Ä-r+i  .  W^*->  =  A(Ä— 1)(A— 2)(Ä— 3) (Ä-r+1)  U;.  W^^\ 

Bezeichnen  wir  also  die  auf  solche  Weise  gebildete  2*^^-gliedrige  Produktensonune  durch 
das  Symbol: 

[A.A— l.A— 2.A-3     A_r+1]* 

so  besteht  für  jedes  r  die  Gleichung : 

A.A— i.A— 2.A-3 A-r+1  .  W^^^  =  [A.A— i.A-2.A-3 A-r+lf.  W, 

in  der  wieder  als  specielle Fälle  enthalten  sind  die,  für  r—  1 ,  2,  3, aus  ihr  hervorgehenden: 

A  .  W  =  [A]*W 

Ä  .  A  ~  1  .  W"  =  [A  .  A  —  if  W 

A.A  —  1      A  —  2.W'^=[A.A— i  .A  —  2]*.  W  ^ 


« 


Um  die  Altgemeinheit  dieses  ffir  r=l ,  2,  3  und  4  durch  die  Formeln  (339),  (340)  und 
(341)  gerechtfertigten  Verfahrens,  darzuthun,  dient  der  gewöhnliche  loductionsbeweis.  Man  kann  näm- 
lich zeigen,  dass,  wenn  dasselbe  W,  W",  W",  W^""^  richtig  angibt,  es  auch  W^'*+*^  ebenso 

richtig  liefere.  Hiezu  mag  die  Formel  (337)  dienen,  deren  Richtigkeit  unbezweifelt  ist,  und 
diess  zwar  auf  folgende  Weise:  Angenommen,  die  in  eben  angedeuteter  Weise  gefundenen  Werthe 
von  W,  W",  W" W^''>  seien  aUc  richtig  und  man  sucht  W^'*+*>  dazu  vermittelst  der  eben- 
falls ganz  exacten  Gleichung  (337),  so  wird  auch  dieses  vollkommen  verlässlich  sein.  Können  wir  nun 
darthnn,  dass  unser  combinatorisch- graphisches  Verfahren  denselben  Werth  von  W^*^*^  liefere,  den 
auch  die  (337)  gibt,  so  ist  seine  Giltigkeit  für  die  nächst  höhere  Zahl  r+i  und  dadurch  eben  auch 
allgemein  bewiesen.  Um  nun  die  (337)  dazu  verwenden  zu  können,  multipliziren  wir  sie  mit 
A  .  A— 1  .  A  — 2  .   ...  A — r+i,  und  erhalten: 

A.A-l.A— 2..    ..A-r-H.A~r,W^'^*^=     A  A— 1  A— 2 A-r+2.A^r+i.A— r.W^«'^   + 

-t-A.A— I.A— 2 A— r+2.A— r+i.A%.  W^*"-*^-»- 


+A.  A— 1 ..,  A--fS:P+l .  A--r+p...A--fH-l .  Ä--r.  W^*^^ + 


•      • 


+  A.A— 1  .  A— 2 A— r+2.  A  — r+1  .  A— r.W 

•       •  •  •  « 


lodann  ffihren  wir  die  Werthe  aus  den  (342)  und  (343)  ein  und  gewinnen : 

40 
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V.    A  b  ■  e  k  n  i  t  t. 


A.&-1  .A-2. .  A-r+l  .A-r.W"^+*>  = 


•.•    .    •  ^ 


[ft  A— l.Ä— 2  A— r+2.A— r+!].A— r4- 

+[A.A— l.Ä— 2  .....  A— r+2fA— r+-l.A^r + 


yr) 


w 


+  Ä.A-I.Ä— 2  A-r4-2.A-r+l.A~r 

eine  kraft  der  gemachten  Voraussetzungen  exaete  Formel.  Mit  ihr  stimmt  aber  auch  das  Resultat  der 
oombinatorisch-graphischen  Bildungsweise  Glied  fOr  Glied  uberein,  weil  sich  leicht  einsehen  lässt»  dass 
es  zu  demselben  allgemeinen  Gliede: 


[A.A  — l    A  — r+p  +  i]*  A-r  +  p  A  — r  +  2 


r+1  .  A  — r. 


und  folglich  auch  zu  derselben  Summe  führe.  In  der  That  ist  dieses  allgemeine  Glied  eigentlich  der 
Inbegriff  aller  derjenigen,  die  den  gemeinschaftlichen  Factor  n  —  r  besitzen.  Accente  aber  p  an  der 
Zahl  bekonmit  ein  Factor  nur  dann,  wenn  ihm  p  an  der  Zahl,  nicht  mehr  und  auch  nicht  weni- 
ger, untenbesternte  Factoren  unmittelbar  yorangehen.  Es  hängt  also  allen  diesen  Gliedern  in  Folge  der 
Art,  wie  sie  gebildet  werden,  offenbar  der  Factor: 


h  —  r  +  p 


A  —  r  +  i 


A  —  r 


an,  und  überdiess  muss  der  ihnen  unmittelbar  Vorangehende  h  —  r  +  p  +  i  nothwendig  oben  besternt 
sein,  weil  sonst  der  letzte  h  —  r  mehr  als  p  Accente  erhalten  wurde.  Unter  dieser  einzigen  Beschran- 
kung nun  werden  die  sämmtlichen  dem  vor  Augen  liegenden  gemeinschaftlichen  vorangehenden  Facto- 
ren jede  mögliche  ihnen  nach  der  Natur  des  Verfahrens  zukommende  Art  der  Besternung  und  Accen- 
tuirung  tragen  können.  Es  wird  also  offenbar  dieser  gemeinschaftliche  Factor  mit  der  ganzen ,    durch  : 

[A.A—  l.A  —  2     A  —  r  +  p-hlf 

angedeuteten  Produktensumme  multiplizirt  erscheinen,  wodurch  die  Identität  der  beiden  in  Rede  stehen- 
den Resultate  und  zugleich  die  allgemeine  Giltigkeit  der  für  W^**)  gebauten  Formel  erwiesen  ist. 

Mit  Hilfe  der  so  ermittelten  Coefficientenwerthe  lässt  sich  nun  der  den  particulären  Integra- 
len der  Gestalt  nach  im  Allgemeinen  zukommende  Werth  (319)  in  der  folgenden  für  Differentialglei- 
chungen von  beliebiger  Ordnung  mit  quadratischen  Coefficienten,  so  lange  keine  wiederholte  Wurzel  a 
der  Gleichung  U^^aO  vorhanden  ist,  geltenden  Form  wiedergeben: 


y  =  We^'  «*  [l  + 


A* 


i  [A.A-i]^        1 


U.x 


+ 


[A.  A— 1  .  A  — 2]»         1 


(844) 


1.2 
[A.A 


(U»«      '  1.2.3 

1   A  — p+l]»         1 

1.2   p  (iJV^ 


+ ] 


md  Uertvs  das  allgemeine  Integral  doreh  Substitution  aller  dem  a  und  h  zukommenden  Werthe  un4 
Addition  der  Substitutionsresultate  ableiten. 

Auch  hier  Irann  bemerlct  werden,  dass  derWerth  yon  h  manchmal  ein  ganzer  positiver  sei, 
viel  öfter  aber  durch  schickliche  Wahl  der  in  den  CoeSicienten  der  Differentialgleichung  enthaltenen 
eonstanten  Parameter  in  einen  solchen  verwandelt  werden  könne,  und  diess  zwar  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Weisen.  Unter  solchen  Umstanden  schiene  nun  die  in  der  Formel  (344)  enthaltene-  ein- 
geklammerte Reihe,  so  wie  diejenige,  welche  sich  in  der  (319)  befiqdet,  abzubrechen;  dem  ist  aber 
nur  bedingungsweise  so.  Denn  es  ist  zwar  richtig,  dass,  wenn  h  der  ganzen  positiven  Zahl  r  gleicht, 

das  in  dem  Werthe  von  y  vorflndige  Glied  — — '-^^ — — -^  ar*"^*  ^(»^0  den  verschwindenden 

i.i...(r+i) 

Factor  h — r  bekommt,  der  auch  bei  allen  folgenden  ist;  sie  würden  also  sämmtlich  wegfallen,  wenn 
lyvr+t)^  lyir+t)  endliche  Werthe  hätten;   nun  betrachte  man  aber  die  Gleichung  (329)  und  fasse 

in  derselben  das  Glied  mit  x*^+^  ins  Auge.  Sein  Coefficient,  der  Nulle  gleich  gesetzt,  bestimmt  W^''\ 
Der  von  ot^  verwandelt  sich  wegen  A=r  einfacher  Weise  m  (JJ^W)^^\  kann  also,  der  Nulle 
gleichgesetzt,  zur  Bestimmung  von  FF^'^+^^  nicht  benfitzt  werden,  weil  er  diese  Grösse  nicht  enthält; 
er  wird  also  abermals  W'^^^  bestimmen  und  wird  dafür  einen  anderen  analytischen  Ausdruck  geben,  als 
die  vorige  Gleichung.  Sind  nun  diese  Ausdrucke  für  W^^^  trotz  ihrer  analytischen  Verschiedenheit,  dem 
Zahlenwerthe  nach  nicht  identisch  gleich,  so  liegt  ein  Widerspruch  vor,  und  will  man  diesen  vermeiden, 
so  ist  man  genöthigt  durch  Gleichstellung  der  zwei  für  diesen  Reihencoefficienten  gewonnenen  Aus- 
drucke eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den  eonstanten  Parametern  der  Differentialgleichung  festzu- 
setzen. Das  darauffolgende  Glied  mit  ar*'*^^  und  alle  nach  demselben  kommenden  verschwinden 
dann  von  selbst  in  Folge  des  gemeinschaftlichen  Factors  h  —  r,  und  wir  sehen,  dass  auch  bei  Diffe- 
rentialgleichungen mit  quadratischen  Coefficienten  geschlossene  Formen,  wie  die  (324)  als  particuläre 
Integrale  auftauchen  können,  aber  nicht  mehr  unter  der  einzigen  Bedingung,  dass  h  gleich  einer  gan- 
zen, positiven  Zahl  r  sei,  sondern  unter  zweien,  von  denen  die  erste  noch  immer  A=r  ist,  die 
andere  aber  mit  der  ganzen  Zahl  r  variirt  Zu  einem  Ausdrucke  in  Gleichungsform  dieser  letzten  Be- 
dingung gelangen  wir  am  besten ,  bedenkend ,  dass ,  weil  in  der  (334) ,  oder  in  der  daraus  durch 
Uotwicklung  erhaltenen  (335)  der  Coefficient  von  W^**^^^  in  die  Nulle  übergeht,  während  gleichwohl 
die  eben  zur  Bestimmung  dieses  W^^'^^^  im  Allgemeinen  dienen  sollende,  jetzt  aber  diesen  Dienst  ver- 
sagende (335)  erfällt  sein  muss,  der  hieraus  gezogene  allgemeine  Werth  von  IF^'''*'^'  nothwendig  unter 

0 
der  Form  -,  also  unbestimmt  erschemen  müsse,  wenn  wirklich  ein  Abbrechen  der  Reihe  Platz  greifen 

soll.   Es  ist  also  die  Bedingungsgleichung  des  Abbrechens  folgende : 

[A.A— !.A  — 2     h-r\^  =  Q.  ( 

Abbrechen   wird  daher  namentlich  die  Reihe  bei  dem  ersten  Gliede,  und  es  erscheint  ein 

s  Integral,  das 
hört,  und  wenn  zugleich: 


particuläres  Integral,  das  eine  reine  Exponentielle  ef^*  ist,  wenn  seinem  a  ein  A  =  — ^=0  ange- 


/,*  =  u,  -I-  Ali;  +  *^^^  *^  r;  =  u. 
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iai,  also,  wenn  U.,  U,  und  U,  den  FMor  «•— a  geseiaidiaftUeh  beaitzeB»  diie  Ai 
deren  Richtigkeit  man  sich  auch  durch  die  bereits  an  mehrtra  Orten,  und  naoientUeli  Sa 
ersten  Bandes  benfitzte  Betrachtungsweise  alsogleich  überzeugen  kann. 

Bei  dem  zweiten  Gliede  brieht  die  Reihe  ab  ond  liefert  ein  partientares  IntOj 
e'^iAx  +  B),  wenn  für  dieses  a  das  h=  —  ~  =1  ansfillt,  d.  h.  wenn  11^=»— IT, 
äberdiess : 

(347)  [h,h-i]*=  /th^i  +  hh—i  =  u:  +  ü.it;  +  ir.ü;  =  0 

wird,  oder  was  dasselbe  ist,  wenn  man: 
(348)  (^)'  =  -  I 

hat.  Es  lässt  sich  hier  gleich  die  Bemerltong  anfügen«  dass  diese  Bedingungsglefchung  zwar 
zige  scheine,  zu  erffillen  durch  die  constanten  Parameter  der  Differentialgleichung,  dass  i 
der  Regel  in  deren  mehrere  zerlegt  werden  kann,  was  schon  aus  dem  Umstände  ersichtlich 
sie  eben  diese  Parameter  in  zwei  Dimensionen  enthält. 

Bei  dem  dritten  Gliede  bricht  die  Reihe  ab,  und  liefert  ein  particulfires  Inte 
e^[i4x»  +  Bx  +  C],  wenn  Ä  =  2  und: 

\h  .  A— 1  .  A— 2l*=  Ä .  A— 1  .  A^2  +  A  .  A— i  .  A— 2  +  A  .  A— 1  .  A— 2  +  A  .  A— t  . 

(349)         =     u;  +  31t;ü;  +  ujir,  +  si\ir,u,  +  211,11;  +  i\\T,v:  +  v.uiv, 
+  2ü;ir,  u;  +  u;  u;  u;  +  2u;  r;  =  0 

besteht  in  dieser  Bedingungsgleichnng  erseheinen   die  Parameter  bereits  in  drei  Dimens 
sind  in  der  Regel  noch  mehr  Zerlegnngsweisen  derselben  denkbar  und  überhaupt  wird  dv 
ser  Letzteren  zunehmen  mit  der  ganzen  Zahl  Asar  und  die  darauf  bezugliche  Bedinf 
des  Abbreehens  die  in  Rede  stehenden  Parameter  in  r  Dimensionen  enthalten. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  Differentialgleiehungen ,  vie  diejenige,   die  i 
dieser  unserer  Untersuchung  ist,   mit  quadratischen  CoelTicienten  namHch,  auch  ge» 
culire  Integrale  zulassen,  nnd  zwar  kommt  Ein  solches  vor  unter  unzähligen  Bedingur 
mehr,  um  genauer  zu  sprechen,  unter  unzahligen  Paaren  von  solchen,  weil  zwei  er 
zu  gleicher  Zeit.  Von  ihnen  besagt  die  erste  jedesmal,  dass  der  Differentiationsindex  / 
eher  offenbar  im  Allgemeinen  eine  Function  ist  der  constanten  Parameter,  die  sich  i 
gleichung  vorfinden,  eine  übrigens  beliebige  ganze  positive  Zahl  sein  müsse ;  die  and 
Form  (345)  enthalten,  und  gestattet  in  der  Regel  eine  Zerlegung  in  deren  mehrere. 
Anzahl  vorhandene,  je  grösser  der  ganze  und  positive  dem  A  ertheilte  Werth  ist 
der  in  der  (345)  enthaltenen  Bestandgleichungen  nebst  der  h  =  r  erfüllt  ist, 
W('-+*\  W^**^«,  W^^+*' und  sohin  auch  IT  einen  unbestimmten  Werth, 
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tieoliren  Integrale  yoransgesetzte  Form  (327)  ffir  alle  düyenigen  Functioiien  W  Genflge  zu  leisten  die 
Bfgensehaft  besitzt,  die  in  den  r  ersten  Differentialquotienten  übereinstimmen  und  von  welchen  die 
einfachste  das  folgende  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  u  —  a  geordnete  algebraische  Polynom  sein 
wird: 

W  +  W  (ti-a)  +  W  ^"^^^'  +  +  We-)  ^"~^^\ 

2  2  . . .  r 

Im  Falle  dass  keine  der  Bedingungsglcichungen  erfGlIt  sein  sollte,  und  sohin  gar  kein  Abbre- 
chen Statt  fSnde,  was  entweder  (ur  solche  h  vorkommt,  die  keine  ganzen  positiven  Zahlen  sind,  oder 
auch  für  ganze  positive  h  vorkommen  kann,  erscheint  das  particulare  Integral  in  der  Gestalt  eines  Pro- 
duktes aus  einer  Exponentielle,  wie  e^',  in  eine  unendliche  Reihe,  die,  wenn  h  gebrochen  oder  negativ 
ausfallen  sollte,  keine  Erscheinung  darbietet,  die  besonders  zu  besprechen  wäre.  Für  ganze  und  posi- 
tive h  jedoch  erscheint  der  Werth  von  W^^**"'^  unendlich,  ohne  dass  desshalb  die  in  dem  Ausdrucke 
für  y  vorhandenen  Coefficienten  unendliche  Werthe  bekommen ,  und  es  erleichtert  für  diesen  Fall  die 
festgestellte  Thatsache  des  von  selbst  Abbrechens  der  Reihe  bei  erfüllter  Bedingungsgleichung  die  Be- 
rechnung der  weiteren  Reihencoefficienten.  In  der  That,  nachdem  die  (335),  wenn  auch  nicht  für 
yfir^t)^  welches  unendlich  wird,  doch  wenigstens  für  das  als  Reihencoefficient  vorkommende  Produkt: 

A  (Ä  —  1)  (A  —  2)        (h  —  r).  ir''+') 

einen  endlichen  Werth  gegeben  hat,  wenden  wir  uns  zu  der  letzten  der  Gleichungen  (338),  d.  h.  zur : 

multipliziren  sie  mit  A  .  A  —  i A  —  r,  welches  wegen  A  —  r  =  (Ä  —  r)  U',  =  0  eine  verschwin- 
dende Grösse  ist,  und  gewahren,  dass  dadurch  das  erste  Glied  im  zweiten  Theile  der  vorliegenden 
Gleichung  in  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  alle  fibrigen  dagegen  in  Null  übergehen,  so  dass 
wir  erhalten: 

Ä.Ä— 1   A  — r-i  .  W^*^^  =  rA.A— l.A  — 2  h  —  r^h-\^—\  .W. 

Aus  deijenigen  Formel  ferner,  in  die  sich  die  (350)  verwandelt,  wenn  man  in  derselben  r+1  an- 
statt r  setzt,  d.  h.  aus  der: 

A-r~2.  W^^>  =  A-r-2.  W^'-^*^  +  A_r-2 .  W<'-^*^  +  A— r— 2.  W^'')  + +  A-r— 2.W, 

gewinnen  wir  durch  Multiplication  mit  dem  verschwindenden  Produkte  A.A— 1...A  —  r.A  —  r— 1 
und  Weglassong  der  darnach  in  die  Nulle  fibergehenden  Glieder : 


A  .  Ä-1   "  A-.r--2  .  W<^*5  =.       [A  .  Ä-i  .  A— 2 h—r]*,  h  -r-1  .  A-r-2    W  + 

+  [A  .  A-1  .  A-2  h—r]*,  h-r-i  .  A--r-2    W  = 

=        [h  .  A— i  .  A-2 h^  [A-r— 1  .  A-r— 2^ .  W, 
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Genau  auf  demselben  Wege  gelangen  wir  ferner  za : 

A.A^l   A-r-aW^*-**)  =  [A.Ä-1.Ä~2  A-r]*[Ä-r— 1  .A-r-2.A-r-3]*  W 

und  allgemein : 

A  .  A— 1  . . .  A— r— p+1  W^'-^''^  =  [A.  A-1 A— rf  [A— r— 1 .  A— r— 2 A— r— p+l]*.  W 

Diess  gibt  die  folgende,  an  die  Stelle  der  (344)  tretende,  und  für  den  Fall  des  Niehtabbrechens,  un 
geachtet  der  ganzen  und  positiven  Beschaffenheit  von  A  =  r ,  die  Rechnung  erleichternde  Formel  ffir  y 


(asi)y==We 


.«X 


Aj-**    ^'      [A.A-iJ    g^«     [A.A-i.A--2]  00^              [A.A--l...A-iH-tf 

"^■^i    u;"^    1.2    •  u;-          1.^3  "uT^    ■•"     i...r.u';     "•" 

[A.A~l.>.A~r]^    1   f    1 .A-r-l         1 [A-r-i.A-r-2]^       1                  l 

"*"l.2...(r+0     Ü;I.Ü>        Hh^    (U'^  (r+2)(r+3)        (U»*"^  '   "J 


Es  wird ,  wie  man  hier  sieht,  in  zwei  Theilen  gebothen ,  von  denen  der  erste  ein  Prodnkl  ist  aif 
einer  Exponentialgrösse  in  eine  ganze  Function  von  x  des  A=:r^a  Grades,  der  andere  dag)^;en  di 
Produkt  aus  derselben  Exponentialgrösse  in  eine  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordnete  unendliehi 
Reihe,  und  dieser  zweite  Theil  ist  es,  der  bei  erfüllter  Bedingungsgleichuug  des  Abbrechens,  welelM 
eben  die: 

[A  .  A  —  1     A  —  rf  =  0 

ist,  die  Nulle  zum  Coefficieuten  erhält  und  desshalb  wegfällt: 

Wiewohl  die  Anzahl  der  Bedingungen,  unter  welchen  geschlossene  Formen  der  partiea- 
laren  Integrale  zu  erscheinen  vermögen,  unendlich  ist,  so  ist  doch  die  geschlossene  Form  nur  dei 
specielle  Fall ,  die  Ausnahme  von  der  Regel ,  während  die  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geord- 
nete  unendliche  Reihe  der  allgemeine  Fall ,  die  Regel  ist.  Nna  sind  aber  unendliche  Reihen  znr  Dar< 
Stellung  der  Functionen  nur  dann  von  wirklichem  Nutzen,  wenn  wir,  dieselben  bei  irgend  einem  Gliedc 
willkährlich  abbrechend,  einen  angenäherten  Werth  der  Function  selbst  erhalten.  Unser  partieulara 
Integral  y  ist  also  eine  solche  in  Reihenform  erhaltene  Function  von  x.  Als  unbegrenzter  analytische! 
Ausdruck  betrachtet,  leistet  sie  alles,  was  von  ihr  verlangt  wird,  d.  h.  sie  erffillt  die  Differentialglei- 
chung. Bricht  man  aber  die  Reihe  willkuhrlich  ab  bei  irgend  einem  Gliede,  so  wird  das  auf  solche 
Weise  gekfirzte  y  offenbar  die  Genüge  leistende  Function  nicht  mehr  in  aller  Strenge ,  sondern  höch- 
stens annäherungsweise  wieder  geben  können,  und  das  Substitutionsresultat  wird  daher  auch  nicht  Null« 
sondern  eben  so,  wie  das  hineingesetzte  y^  ein  Produkt  sein  aus  einer  Exponentialgrösse  in  ein  Daeh 
absteigenden  Potenzen  von  x  geordnetes  geschlossenes  Polynom,  von  dessen  Beschaffenheit  die  prae- 
tisehe  Brauchbarkeit  des  gekürzten  Werthes  von  y  abhängig  ist.  Liegen  nämlich  die  Werthe,  die  eben 
dieses  Substitutionsresulfat  für  solche  x  anzunehmen  vermag,  die  nicht  ausser  dem  Bereiche  der  Un- 
tersuchung sind,  die  zu  der  Differentialgleichung  gefuhrt  hat,  nahe  genug  an  einander  und  an  Null, 
so  besitzen  wir  auch  ein  y  im  genugenden  Grade  der  Annäherung,  wo  nicht,   so  hat  man  das  y  ent- 


i^e^ 
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weder  in  einer  grosseren  Anzahl  von  Anfiingsgliedern  zu  bestimmen,  oder,  so  diese  nichts  frommen 
sollte»  in  einer  anderen  Form  anfzosuchen.  Bei  einem  jeden  in  Reihenform  erscheinenden  und  wUlknhr- 
lieh  hd  irgend  einem,  etwa  dem  r*«»  Giiede  abgebrochenen  particularen  Integrale  wird  man  sich  daher 
Boeh  die  doppelte  Frage  zn  stellen  haben: 

Erstens:  Liegt  das  Substitutionsresultat  der  Nulle  nahe  genug,  oder,  präciser  gesprochen, 
für  welche  x  nähert  es  sich  genfigend  dem  Verschwinden,  und 

Zweitens:  Zwischen  welchen,  nahe  genug  aneinander  liegenden  Grenzen  befindet  sich  der 
wahre,  wirklich  Genüge  leistende  Functionswerth? 

Nachdem  nun  solchergestalt  die  Keuntniss  des  Substitutionsresultates  unumgänglich  nothwen- 
dig  ist,  wollen  wir  dasselbe  aus  seinem  allgemeinen  Ausdruck  (329)  abzuleiten  suchen,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  durch  schickliche  Wahl  der  a,  A,  W,  W",  W^^^  aus  den  hiefur  auf- 
gestellten Gidchungen  Anfongsglieder  desselben  r  +  2  an  der  Zahl  zum  Verschwinden  gebracht  sind, 

man  aber  die  W^'^'^  W^''+*\ dermassen  nicht  mehr  dazuznrechnen  beabsichtige,  dass  auch 

die  folgenden  Glieder  identisch  der  Nulle  gleich  werden ,  es  vielmehr  vorziehe,  sie  sämmtlich  zu  er- 
setzen durch  Null,  was  darauf  hinauskommt,  dem  y  willkfihrlich  den  geschlossenen  Werth: 

y-We    x|^l+^.^,^+      ^^         (U'.x)'+  ^ 1.2. ..r TÜ^FJ     < 

za  ertheilen.  Das  offenbar  nieht  yersehwindende  Sobstitntioiisresnltat ,  welches  wir  mit  {^  bezeichnen 
wollen,  erscheint  zunächst  in  folgender  Gestalt: 


^^??^^:^^i(«-'->'"''-*-S?("-'^'-'-^-^^lfi^^-'^''**']+ 


kann  aber  auch  als  Function  der  ohnehin  jedesmal  durch  directe  Rechnung  zu  bestimmenden  von  uns 
kurz  vorher  eingeführten  Symbole,  bezuglich  Reihencoefficienten  in  der  (352)  wiedergegeben  werden, 
und  zwar  wird  der  erste  Coefficient  auf  diejenige  Weise  entwickelt,  welche  von  der  (334)  zur  (335), 
und  sodann  vermittelst  der  Bezeichnungen  (336)  zur  (337)  geführt  hat,  mit  Rucksicht  darauf,  dass 
f{r(fH-t)  willkfihrlich  gleich  der  Nulle  angenommen  worden  ist,  sich  so  stellen  lassen: 

rrA.Ä— 1     . .  A— r-f-if  Ä— r  +  \h  .  A— 1  . . .  A— r+2l*A-r+.l  .  A— r  + 

i...r.u;^  ,  .  • 

+[A.  A— i . .  .*— r+3]  A— r+2.A— r+i .  A-r+ -f-AA-i . . .  A— r+1  A-r  1 


T.    Abschnitt. 

Die  daftmflUgeiideii  aber  werden  Termittelst  derselben  EntwicUnng  und  mit  steter  BficMdM 
auf  die  Annahme  frC^*>=:W^'^)=  .....  =0  zurOrderst  die  Gestalt  annehmen: 

1.2  ...  (r+1)       ^  J 

(3^^  A(A-i)...(A-r-l)  uf_.^^ir)^k_J'_2W^r-^)^ ^  Ä-r~2.W'+  A^^^i  .  W] 

1.2...  (r+2)         L  j 


Sie  existiren  nicht  in  unbeschränkter  Anzahl,  weil  Icraft  der  Bedeutung  des  Symboles 

Ä  — r  ,^_,    .    (A  — r)(A  — r— 1) 


dieses  jedesmal  gleich  der  Nulle  ausfällt,  so  oft  die  Anzahl  s  der  angehängten  Accente  grosser  ist,  als 
die  Ordnungszahl  der  Differentialgleichung  n,  die  zugleich  die  Gradzahl  der  algebraischen  Polyneme 
U«,  17^  und  17, ,  oder  mindestens  des  höchsten  unter  ihnen  ist.  Der  letzte  nicht  yerschwindende, 
der  in  S  vorhandenen  CoeSicientea  ist  demnach  in  der  Regel: 

1.2     (r  +  n) 

und  das  ^  selbst  besteht  aus  nicht  mehr  als  n  + 1  Gliedern ,  Icann  aber  deren  in  speciellen  Fällen 
auch  weniger  enthalten.  Es  bekSmmt,  wenn  man  von  der  Bezeichnuogsweise  (836)  Gebraooh  Biaoht 
and  die  bereits  ermittelten  Werthe  von  W,  W",  . . .  W^'*^  gehörig  benfitzt,  die  folgende  Form: 

rp^pA     .  A-r+lf.*-r+[Ä. .  .A-r+-2]*A-H-r  A-r+l 

*  I  •''*        1"*" 

1+   +  A.Ä— 1  Ä— r+i  .  h—r     I 

■'. r77r[A...A-r+lf.A-r.A-r-l  +  rA...A-r+2l*A-r+l  X  | 

i...(r+t).u;*'\  •■  ^   •  ^  ^   •         I 

I  xA— r.A— r— 1  + +A.A— 1. .  A— r.A— r— i  1 


(386)S«W«- 


+x^- 


+af»-'-*. 


i..(r-\^)K 


.  h—r  . . .  h-r—ttr^i  .  h—r- 


==  e' 


-^^ — ■'      ^ Z_£  x^  [h—r  .  W*'  +  h—r  .  W^'^*^  +  4-A— r  .  W]  + 


1.2  ...  r 


+ÄJli^ii_r2  ^-^  [A-r-1  .WO^>+A-r-l .W<'-'^+  . . .  +h-r-l.W]+ 


A(A-l)...(A-r--n  +  l)  ^_,     ^.-^     ^,,, 
1.2  ...  (r+n) 


Es  isl  noeh  fibrig,  die  Ausnahmsfille,  in  welchen  die  asymptotische  Integrationsmethode 
weniger,  als  die  normale  Anzahl  von  Genüge  leistenden  Werthen  liefert,  oder  wenigstens  dem  ersten 
Anscheine  nach  zn  liefern  seheint,  der  Erortemng  zu  unterwerfen.  Man  begegnet  ihnen,  so  oft  die 
Gleichung  tJ,=0  weniger  als  n  yerschiedene  Wurzeln  hat,  und  diess  geschieht  wieder  erstens  dann, 
wenn  sie  wegen  des  Verschwindens  der  Anfangscoefficienten  ihres  Polynoms  in  gewisser  Anzahl  dem 
ft*M  Grade  nicht  mehr  angehört,  und  zweitens  dann,  wenn  sie  gleiche  Wurzeln  hat  Im  ersten  Falle 
bedtzt  die  DilTerentialgleichung  nothwendigerweise  Ansteignngen  in  ihren  ersten  (yoeSicienten,  die  auf 
dne  andere  Form  des  Integrales,  als  die  hier  vorausgesetzte:  e'^Q  hindeuten,  welche  Form  man 
den  Gesetzen  der  Formenlehre  gemäss  zu  beurtheilen  und  darnach  seine  ferneren  Massregeln  zu  neh* 
men  hat  Der  zweite  Fall  jedoch,  der  gleicher  Wurzeln,  mag  hier  etwas  näher  beleuchtet  werden. 

Wir  bemerken  hier,  um  die  darauf  bezuglichen  Betrachtungen  dnüncher  zu  gestalten ,  dass 
sieh  beliebige  gleiche  Wurzeln  a  jedesmal  durch  Einffihrung  einer  neuen  Veränderlichen  rermittelst 
der  Substitution:  y^e'^  .«  verwandeln  lassen  in  ebenso  viele  gleiche  Wurzeln  Null,  dass  wir  uns 
daher  damit  begnfigen  kSnnen,  den  Fall  gleicher  Wurzeln  Null  einer  sorgfiltigeren  Discussion  zn 
unterziehen  und  diess  um  so  mehr,  als  es  wirklich  rationell  ist,  diese  Verwandlung  in  gleiche  Null- 
wurzeln  zu  bewirken,  weil  die  in  ihrem  Gefolge  auftretenden  Substitutionen  des  Werthes  Null  die  be- 
quemsten denkbaren  sind. 

Nehmen  wir  also  an,  U,  besitze  mehrere  Factoren  u,  eine  Eigenschaft,  welche  dann  in 
der  Regel  U^  und  U«  nicht  theilen  werden;  so  geschieht  diess  offenbar  dadurch,  dass  in  den  End- 

eoefldenten  a,=£sa,==^a,= «==0  sind.  Die  Abfälle,  die  sich  dann  in  den  EndcoeflRcienten  der 

Mfferentialgleichung  kundgeben  und  gewShnlieh  gebrochene  Repartitionszahlen  bieten,  weisen  dann 
auf  andere  IntegraUbrmen  hin  mit  IrrationalgrSssen  im  Exponenten  der  Exponentielle,  die  der  asympto- 
ttoehei  Integratiensmethode  nicht  mehr  direct  unterworfen  sind,  die  aber  durch  schickliche  Transfor- 
mationen wieder  in  ihren  Berdch  hineingezogen  werden  können.  Ist  aber  der  Factor  u  nicht  nur  in 
U,  sondern  audi  in  U,,  vielleicht  auch  in  Uo  ein  oder  mehrere  Male  enthalten,  dann  vermag  unsere 
Int^ratlonsmethode  auch  ohne  vorgängige  Transformation  gel^ntüch  in  ihre  vollen  Rechte  wieder 
dnxutreten.  Diess  geschieht  namentlich  in  dem  einfachen  Falle,  wo  U«  und  U^  beziehlich  an  Factoren 
u  zwei  nnd  Einen  an  der  Zahl  besitzen ,  gleichgiltig  ob  U«  deren  hat,  oder  nicht  Die  Differentialglei- 
dinng  bietet  unter  solchen  Umständen  zwei  Abfälle  um  die  Einheit  in  den  Gradzahlen  der  zurd  letzten 
CoelQdentenpaare  und  weist  hiemit  auf  zwei  particuläre  Integrale  der  ersten  Classe  hin,  die  vermit* 
telst  der  asymptotischen  Methode  ihrer  Natur  nach  zu  erringen  sbid.  Dem  ist  auch  wirklich  so,  denn 
flnst  man  das  absteigend  geordnete  Resultat  der  Substitution  in  die  Differentialgleichung  (329)  gehörig 
ins  Alge,  so  sieht  man,  dass  ffir  ti===0  das  erete  und  zweite  Glied  desselben  identisdi  der  Nulle 
gleich  werden;  das  dritte  Glied  aber;  zur  Bestimmung  des  Exponenten  h  der  Nulle  gleich  gesetzt,  liefert: 
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Diese  GleidiMg  bietet  xwei  Werthe  lu«  ... 
Dm  naehstfolgeiide  6Ued«  der  Nulle  gleich  gesellrieben,  d*  L: 

8)  w  [fclU»:^  u:  +  (»_,)«.,  +  v.]  +  w  [(*-'K*-2)  ,^+  »rl  ^  +  p.] 

gibt  W  dem  W  proportional,  gewöhnlich  zweiwerthig,  weil  meistens  h  zwei  Werthe  hat,  wen 
gedeutet  ist,  dass  man  mit  der  Berechnung  zweier  particniärer  Integrale  beschäftigt  sei,  aosg 
men  der  Coefficient  von  W  wäre  ebenfalls  der  Nulle  gleich ,  und  so  bekommt  man  aus  den  m 
genden  Gleichungen  W" ,  W"  . . . ,  den  Fall  ausgenommen ,  wo  irgend  einer  der  Coefficientea 
Grössen  in  die  Nulle  flbergebt ,  und  die  betreffende  Gleichung  im  Allgemeinen  widerspreehend 

Diese  Coefficienten  sind  aber  alle  enthalten  in  der  Form :  U,  +  (Ä  --  r)  U',  +  -^^ — 

und  gehen  aus  dem  Polynome  der  h  bestimmenden  Gleichung  (357)  hervor,  wenn  man  h  i 
ganze  positive  Zahl  r  vermindert   Diese  Berechnung  zweier  particniärer  Integrale  kann  also  nni 
unterbrochen  werden  durch  das  Erscheinen  eines  unendlichen  Coefficienten,  wenn  die  (357)  zwti 
zeln  hat,  von  denen  die  kleinere  von  der  grosseren  um  eine  ganze  positive  Zahl  verschieden  Isl 
Richtet  nun  Jemand  auf  geschlossene  Formen  sein  Augenmerk,  welche  vorzugswel 
^anze  und  positive  h  vorhanden  sind,  so  gewahrt  er  hier  alsbald,  dass,  wenn  alle  zwei  dnn 
(357)  gelieferten  Werthe  dieses  Exponenten  ganz  und  positiv  sind,  der  Berechnung  jenes  partic 
Integrales ,  dem  das  kleinere  h  eigen  ist ,  gar  kein  Hindemiss  in  den  Weg  trete ;  ja  noch  mehi 
ses  particulSre  Integral  erscheint  geschlössen,  ohne  dass  das  Stattfinden  irgend  einer  anderen 
gung  nebst  der  ganzen  Beschaffenheit  des  A  hiezu  erforderlich  wire.  Das  andere  partidulare  l 
jedoch ,  dem  das  grössere  h  entspricht ,  lasst  sich  nur  dann  in  geschlossener  Form  ebenso  ber 
wenn  noch  eine  andere  Bedingungsgleichang  errfillt  ist,  so  dass  also  gelegentlich  nur  eines  4 
der  ersten  Classe  angehörigen  particularen  Integrale  direct  berechenbar,  respective  geschlof 
tritt,  das  der  Gradzahl  nach  niedrigere  nämlich;  eine  Regel,  die  nicht  zu  gelten  aufhört,  Wf 
Werthe  von  A  einander  gleich  werden,   oder  was  dasselbe  ist,  einen  Unterschied  Null  bf 
dann  auch  nur  einer  von  ihnen  der  unmittelbaren  Berechnung  unterliegt,  der  andere  aber  si 
gemeinen  derselben  entzieht,  und  zwar,  wie  gewöhnlich,  durch  das  Auftauchen  eines  unendl 
ticientenwerthes ,  der  dann  bei  der  absteigenden  Entwicklung  eben  so  gut,  wie  diess  bei 
genden  der  Fall  war,    auf  eine  logarithmische  Transccndente  in  der  Integralformel  hir 
man  auch  hier  durch  Einfuhrung  unbestimmter  Integralzeichen  in   die   Integralformel    t 
im  Stande  ist.    Dieser    in  der  absteigenden  Entwicklung  vorhandene   Logarithmus   kanr 
noch    dadurch   umgangen  werden,    dass   man  anstatt  einer  einzigen  Variablen  deren 
führt  durch  ähnliche  Substitutionen,  wie  die  in  der  aufsteigenden  Entwicklung  vork 
welchen  die  Glieder  den  Potenzen  dieser  Transccndente  proportional  erscheinen.   Da  e 
sentlichen  nur  dann  auftritt,  wenn  particulare  Integrale  in  geschlossener  Form  vorh; 
da  man  von  diesen  letzteren  am  zweckmässigsten  die   Differentialgleichung  befreit  t 


tor  ans  uBbestimniteii  IntegmlceidieD  zasammengesefxten  Form,  die  die  Logarithmen  yemeidet.  seia 
Aogenmerk  zuwendet,  so  wird  man  von  dieser  Einffihmng  nener  Veränderlichen  hier  wohl  nnr  sehr 
selten  Gebrauch  machen.  Wir  werden  übrigens  bei  der  folgenden  Integrationsmethode  in  Form  von  be- 
stimmten Integralen  nämlich  darauf  zurückkommen  und  fugen  nur  noch  die  Bemerkung  an ,  dass  bei 
der  absteigenden  Entwicklung  die  logarithmischen  Transcendenten  nicht  ebenso  wie  bei  der  aufsteigen- 
den vermieden  werden  können,  durch  den  einfachen  Kunstgriff,  dass  man  anstatt  nach  Potenzen  von  x 
lieber  nach  Potenzen  von  x— a  oder  umgekehrt  entwickelt,  denn  hier  hilft  diese  nichts,  und  der 
logx  geht  damit  nur  in  den  log{x — a),  oder  umgekehrt  über.  Es  scheint  diess  in  der  Natur  dieser 
Rrihea  begrfindet  zn  sein  und  seine  Ursache  zu  finden  in  dem  Umstände ,  dass  in  der  aufsteigenden 
Eatwicldung  z.  B.  von  log  {x  —  a)  kein  nach  x  veränderlicher  Logarithmus  erscheint,  denn  man  hat : 


log  («  -a)  =  log  (— a)  +  log{^  ~  3  ""  '^^  ^"'^^  ~  ^  "~  2^' 


3a* 


wahrend  tri  der  absteigenden  Entwicklung  ein  veränderlicher  Logarithmus  nicht  vermieden   werden 
kann,  denn  es  Ist: 


Hätten  die  Polynome  U«,  U^,  U,  an  Factoren  u  eine  grossere  Anzahl,  z.  B.  r+  1  ge- 
meinschaftliche, was  nur  dann  geschieht,  wenn  Ihre  Endcoefficienten ,  mindestens  r  an  der  Zahl: 

a« ,  a^ ,  tfg a,. ;        6« « ^i «  ^t  *r  •        ^o »  «^i »  ^i     ^r 


der  Nulle  gleich  werden,  so  zieht  diess  unmittelbar  das  Verschwinden  der  Schlusscoefficienten  der  Dif- 
ferentialgleichung r  +  1  an  der  Zahl  nach  sich.  Diese  enthält  daher  keine  Glieder  mit  y,  y\  yf\  ...  y^ 
und  wird  erfüllt  durch  all*  dfejenigen  Werthe,  welche  y^^^^c^o  geben  und  die,  wie  man  weiss,  in 
Gestalt  eines  ganzen  algebraischen  Polynoms  vorhanden  sind,  das  dem  i^^  Grade  angehört,  und  will- 
kuhrliche  Coefficienten  r;|-i  an  der  Zahl  besitzt.  Sollten'  sieh  nun  noch  flberdiess  vermöge  0^+1  =  ^^ 
oder  vermöge:  Urft^^'^r+t'^^^r+i'^O  in  im  Endcoeffieienteo  der  Differentialglelehnng  Abfalle  um  die 
Hnbeit  in  der  GradzaU  vorfiiid^n,  einer  oder  zwei«  se  trkt  wieder  das  Verhalten  ein,  welches  wir  so 
eben  belenebtet  haben«  Es  vermag  ein  geschlossener  Werth  in  der  Regel  von  f"^^^  2Q  erscheinen 
und  tinr  ausnahmsweise  deren  zwei,  im  Allgemeinen  aber  hat  man  der  focm  nach: 

y(r+o  =  w  [ar*  +  C,  a?*-*  +  C,  X*-*  + ],  ( 

und  somit  nach  r+1  -  maliger  Integralion  abermals  der  Form  nach*: 

y.=  A  [a:*+^+*  +  ll,a:*+^  +  B.a:*^'-*  + ]. 

bt  hier  k  negativ „  ein.Fail,  in  welohem  ^ie  absteigende  Reibe  (359)  gewMulich  eine  nnendliehe  bt, 
so  kann  der  Werth  von  y  ungeachtet  A^+r  4- 1  eine  ganze  positive  Zahl  zu  sein  vermag,  deeh  ver- 
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Y.    Absehnill. 

sehen  sein  mit  einem  Logarithmas,  der  dem  Integriren  in  geschlMsener  Form  bindernd  ia  den  Wc| 
tritt.  Und  es  setzt  diess  die  Entstehnngsweise  einer  solchen  Transeendente  in  ein  etwas  heUeres  licht 

%.  6. 

Asymptotische  Integration  einer  Gleicliong  mit  eobiselien  Coeflidenten. 

Die  für  Differentialgleichnngen  mit  Coeffidenten  des  ersten  nnd  zweiten  Grades  nnwtiiidHii 
dorehgeffihrte  asymptotische  Integrationsmethode  kann  mit  wenig  Verändeningen  aieh  auf  GleiehmiffBi 
angewendet  werden,  deren  GoeflScienten  alle  oder  einige  den  dritten  Grad  errdchen.  Sie  sind  enthalla 
in  der  Form: 

(»»)  (a„x*  +  bnx'  +  CnX  +  g^  y^»)  +  (a^.a?«  +  b^,  x'  +  c^,  x  +  g^J  yC»-t)  + ^ 

+  (a.x*  +  b.x^  +  c^x  +  g.)  y  =  0. 

Da  die  bisher  in  der  Rechnung  Yorausgesetzte  Form  e^Q  nach  den  Vorschriften  der  For 
menlehre  anf  das  Fortschreiten  der  Gradzahlen  der  Gleichongscoefficienten  im  Niveau  gegründet  is 
so  besteht  sie  auch  hier  zurecht  und  man  kann: 

(361)  S'  =  5   t""  '^^1 

a 

annehmen,  als  Genüge  leistenden  Werth.  Er  liefert  substituirt  in  die  Differentialgleichung: 

(362)  ^  [e«*  W  iU.  x^+  U,x'+  U,x+  Ü,)]J  =  0, 

a 

allwo : 

ü,  =  a«  tt"  +  fl„.,  11^*  +  +  «1  u  +  a^ 

^g^^  U.  =  6,.  ti"  +  6«-t  !«"-*+  +b,u  +  b. 

17,  =  c„  II»  +  c^,  ti»-*  +  +  c.  11  +  c^ 

U.=-gnU^+9^tti^'+  +9tU  +  g, 

sind,  und  es  handelt  sieh  auch  hier  um  die  Werthbestimmung  der  beiden  Gonstanten  a  uul  h  u 
um  die  Angabe  des  FF,  welches  als  eine  Function  von  u  gedacht  wird ,  die  x  in  rieh  nicht  etkÜM 
Auch  die  Bestimmung  dieser  Function  kann  auf  jene  einer  unbegranzten  Anzahl  von  Constant^i  u 
rückgefuhrt  werden,  der  Coefficienten  nämlich,  welche  in  der  aufsteigenden  Entwicklung  von  W  ei 

scheinen,  nämlich: 

W  =W  +  W'  (w~a)  +  1  W"  (ti-ay  + 

Um  also  der  Werthe  von  a,  Ä,  W,  W",  habhaft  zu  werden,  verwandeln  wir  die  für  y  s« 

stituirte  Form  sowohl,  wie  auch  das  Substitutionsresultat  in  absteigende  Reihen  und  gelangen  se 
den  zwei  Gleichungen: 


0=e«*< 


I«tefrati»isBethodea.  397 

y  =  *«*[ar*W.+  (f )«*- W +  (*)«*- W  +  ]  (854) 

a?*+» .  Ü.W  + 

+x^'  [U.W  +  A(u,wr]  + 

+«*^'  [ü.w  +  Acü.wy  +  ^^=^  (Ü.W)"]  + 

+ar*    [ü.W  +  ACU.Wy  +  i^  (Ü.W)"  +  *^*7'3^^*"'^  (U.W)-]  + 


A-1 


+A«*-'[(Ü.W)'+  ^-(Ü.W)''4 


(A-lKA-2) 


2.3 


(Ü.W)'"-+ 


(A-l)(Ä-2)(Ä-3) 


+   (J)  x^   [(Ü.W)"  +  ^-^  (Ü.W)'"  + 


2.3.4 
(A  _  2)  (A  -  3) 


(Ü.W)"]. 


3        ^   « "'       ■  3.4 

(Ä_2)(A-3)(A-4) 


(Ü.W)"- 


3.4.6 


(ü.  W)']  + 


+  (r-2)  ^"  [(Ü.W)^-''+  ^^ (Ü.W)(-)+  (*--HH^X^    H-1)  (u^w)(^)+  (3„) 


(h-r  +  2}  (Ä-r+O  (Ä— r) 


(Ü.W)^'^')] 


^  (r_i)r(r+l) 

+  (r*,)  ^»^'  [(Ü.W)^'-'  +  ^^-^  (Ü.W)C')  +i*:^±|^:Ü  (ü.W)(-«)  + 


(A  — r  +  1)  (A— r)  (A  —  r  — 1) 


(Ü,W)C^+*)] 


+  (J)  «*-'  [(ü.  W)W 


r(r+l)(r  +  2) 
^  (ü.  W)C^->  -H  Vo  (^V  ^'^^  ^>"'^  -^ 


(A^r)(A-r-i)(A-r~2)  ,-, 

-*-  (r  +  l)(r  +  2)(r  +  3)  ^   *      ^       J 


A— r— 1 


+  (r+l)"^"'  [(Ü.W)(-^o  +  :!-i;^(u.wy-+»M 

+ 


(Ä-r-0(Ä- 


-2) 


14-2     ^~'     '        '         (r+2)(r+3) 
(A-r-l)(A-r-2)(A-r-3)  ^^  ^j^,J 


(Ü.W)^-«' 


(r  +  2)  (r+3)  (r+4) 


Die  zweite  von  ihnen,  in  ilure  Bestandgleidiangen  zerlegt,  wird  aadi  liier  die  Werthe  der 

^^tHtanten  a,  A,  W,  W",  ,  die  in  der  ersten  vorkonunen,  zn  liefern  haben.  Ans  der  Zerle- 

^^ng  ergibt  sieb: 


; 


S88  ▼•    AktebBitt 

0  =  u,  w 

0  =  U,  W  +  A(U,W)' 

0  =  U.  W  +  A  (U.W)'  +  f^if^—O  (U.W)" 

o  =  u.w  +  Ä(u.wy  +  i^(u.w)"+^^^4^(U.W)«'   ' 

0  =  (u.  w)'+  ^  (u.  wr  +  ^±^q^  (u.  wr +(tz^}SLzm,±y  cu. 

0  =  (u.wr-HA^(u.w)--H(^-\>^^-^>(u.wy-4-^^-^^^,^f^^-^>k 

o  3.4  d.4.5 

0  =  (u.w)<-i  +  An^L+i  fij,w)^r-.,  +  ^LzL+JHA_z:r±i)  (u.w)-  +  i 

r —  1  (r —  1}  r 

+  (*-r-t-a)  (*-;+Oar^)  („.W)<~. 

(366)  (r— l)r(rH-l) 

0  =  (U. W)«»^-)  +  !Lz1±1  (U. W) ->  +  H^-r+i)ih-r)  ^^^^ ^,,^,j  ^ 

(A-r+l)(A-r)(A-r-l)        ^,,.^ 
+  ,.(r  +  l)(r+2)  ^""'"^^ 

0  =  (u. wy)  +  ^  (u.  w)"*«)  +  ^\~l\y^~!;7'^  (U.  W)(-)  + 

(A-.r)(A-r-0<A-r-2)  ,,.) 

^  (r+i)(r+2)(r  +  3)  '^   *      '' 

0  =  (U.  W)(-0  +  ^7^7*  (U.  W)(-)  +  ^^~(^~2)(t+8)~'^  ^^'*  ^'"*'  "^ 

.     (A-r-0(A-r-2)(A-r-3)  ., 

•^  (r+2)(r  +  3)(r  +  4)  '^   '      ^ 

Von  diesen  Bestimmungsglelchnngen  führt  die  erste,  da  W  nicht  verschwinden  kann,  ii 
dann  anch  W,  W^  . . .  Null  sein  mfissten,  zu: 

(367)  0  =  U,  =  a„  a"  +  «„_.«"-  + +  a.  a  +  «„ 

welche  nicht  mehr  als  n  von  einander  verschiedene  Werthe  von  a  angibt,  wohl  aber  geieg^i 

deren  weniger.  Sie  seien,  wenn  wirklich  vorhanden :  a. ,  a. ,  a. ,  a„.  Die  zweite  Gleic 

bestimmt  dann  A  durch  dieselbe  Formel,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphe,  nämlich: 

ü. 

(368)  A  =  -^, 

welchem  ebenfalls,  dem  n-deutigen  a  zukommend,  verschiedene  Werthe.  n  an  der  Zahl  zafhllen. 
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seien  beziehlich:  A,,  A,,  A,, A„.   Die  nichste  Gleichung  dient  dazu,  um  W  durch  W  auszu- 
drucken. Sie  gibt  mit  Rücksicht  auf  (368): 


;  w  -=  [ü,  +  äü;  +  '^ — L^  u;]  w 


AU 

Die  folgenden  Gleichungen  geben  dann  der  Reihe  nach:  W'\  W^, dem  W  proportional  und 

so  wie  a  und  A  n-deutig.  Die  Rechnung  ist  also  mit  der  Entwicklung  von  allen  n  particularen  Inte- 
gralen auf  einmal  beschäftigt,  so  oft  sie  wirklich  vorkommen  in  der  vorausgesetzten  Form.  Aus  dem 
Erscheinen  der  Binomialcoefficienten  in  den  vorliegenden  Formeln  erschliessen  wir  auch  hier  wieder  ge- 
legentlich, wenn  es  ganze  und  positive  Werthe  von  A  gibt,  vorhandene  geschlossene  Formeln.  Es  ist 
jedoch  ihre  Existenz  nicht  mehr  an  das  Stattfinden  nur  einer  einzigen  Bedingungsgleichung,  wie  bei 
GieichuBgea  mit  quadratischen  Coefficienten,  gekndpft,  sondern  vielmehr  an  das  (dentischwerden  von 
deren  zweien.  In  der  That,  nimmt  man  an,  dass  A  in  eine  ganze  Zahl  r  übergeht,  so  zieht  diess  sofort 
dUs  identische  Verschwinden  gewisser  Glieder  in  dem  Schlüsse  der  Gleichung  (365)  nach  sich,  in  Folge 
dessen  eben  diese  Schlussglieder  die  folgenden  werden: 

(r^2)  ^"''  [(UoW)(-)  +  ^~^~-  (U,W)(-0  +  ^;^  (U.W)(-)]  + 

+  [r-  1)  ^'"^^  [a^.  W)(->  +  i  (U,  W)C-)]  +  (370) 

+  (J)  X*-'-  .  (Uo  W) ') 

Erwagt  man  nun,  dass  unter  andern  Umständen  diese  drei  Glieder,  der  Nulle  gleich  gesetzt, 
zur  Bestimmung  von  W^^^  y^ir+t)  „q ^  Yf{r+t)  gedient  haben  wurden ,  gegenwärtig  aber,  da  die 
beiden  letzten  dieser  Coefficienten  darin  nicht  erscheinen,  nur  zu  einer  dreimaligen  Bestimmung  von 
W^^'  dienen  können ,  so  sieht  man,  dass  diesen  Gleichungen  durch  endliche  Werthe  nur  4ann  Genüge 
geleistet  werden  kann ,  wenn  die  drei  solchergestalt  abgeleitetes  W^^^  identisch  dieselben  sind ,  d.  h. 
wenn  für  dasselbe  W^^\  welches  aus  der  Gleichung: 


folgt,  auch: 


r  —  1  (r  —  1  j  r 


(U,W)>)  -  (U,  W)^--)  +  i  (U,  Wy-)  =  0  (87,) 


wird.  Endlich  lassen  sich  auch  hier  die  aufeinanderfolgenden  Reihencoefficienten  W',  W\  . . .  W^^-,  . . . 
sowohl  recurrent,  als  auch  von  einander  unabhängig  bestimmen  und  zwar  vermittelst  des  im  vorherge- 
henden Paragraphe  auseinandergesetzten  Verfahrens.  Man  legt  sich  niinlich  diejenigen  der  Gleichungen 
vor,  welche  W^''+*^  zn  liefern  bat,  d.  h.  die: 


(r  +  1)  (r  +  2)  (r  -|-  o^ 
Man  entwickelt  ihre  Glieder  dnreh  wirklich  eingeleitetes  Diflferenziren  der  darin  entmuicuv..  . 
ordnet  nach  den  Differentialquotienten  yon  W  und  nimmt  Rfieksicht  auf  die  CUeiehnng:  U,-|-MJ/==< 
und  gelangt  so  zunächst  zu: 

0 (A-r)(A-r-l) 

r+  1  " 

+  ^  K  +  (^—0  U;  +  (/^-r-O  (A-r-2)  ^^,J  ^,^., 

■H  [u.  +  (A-r)  U;  +  (>^-K^-''-0  u;  ^  (A-r)(A--r-i)(A-r-2)  ^^^j    ^, 

+  (;)  [u;  +^  U:  +  (^-y^-'-O  t;.^  (A-r)(A-.r-iXA-r-2)  ^^^  j  ^,^,^ 

+  UJL^*      ^r-1  ^*      ^       (r-0    »•  (r-0r(r+O  '     J 

.    (r\\v(^.^  I  ^-»"urr^  I  (A-r)(A-r-0  (A-r)(A-r-l)(A-r-2)    ,^,-1 

^luL^«      ^    r        '^       r(r+l)         *"'      ^  r  (r+l)  (H-2)  '     J 

.  fuw  +  *Zir  uc^o  +  (A-r)(A-i^<)     ^^,       (A-  rXh-r-lXh-r-2}  jj^,^-~ 

Dann  aber  dnreh  EinfShmng  der  den  (336)  analogen  Bezeichnungen: 

^  [V,  +  (» 0  „;  +  (A-r-.)(A-r-»)  ^_]  „  ,^, 

V,  +  (*_r)  ir,  ^(*-r)(*-r-.),,.  ^  (/i-r)  (*-r-.)  (A-r-»)  ^  _  ^  J=_ 
(;•)  [U..+  AZ^  U-.+  (A-rHA----.)  ^,.^  (A-r)  (A-.-.)  (W-»)  „„_  ^~ 

l'M'^'+.+  i     ■     +    (.+i)(.+iO    "•     +      (M-i)(^H!)(.+a)     ^'    J     " 
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zor  folgenden  Gleichong  von  sehr  einfacher  Gestalt: 

h  ^  r  W(^+*)  =  A  -*-  r  .  W^*^*)  +  h^r.  W(^>  +  A  Ü  r  .  W  «^0  +  + 

+  A_r.W  +  Ä  —  r.W'  +  A  —  r.W 

Um  nun  aus  dieser  einzigen  die  Werthe  der  sämmtlichen  Reihencoefficienten  W\  W\  . . . 

abzuleiten,  ist  es  nothig,  r  der  Reihe  nach  die  Zahlen:  —1,  0,  1,  2,  3,  bedeuten  zu  lassen, 

wodurch  man  zu  dem  folgenden  Systeme  von  Gleichungen  gelangt,  die  zu  diesem  Zwecke  dienlich  sind: 

A  +  1  .  W  =  A  +  1  .  W 

A  .  W '  =  Ä  .  W  +  X  .  W 

•  (376) 

*— r+! . W(*^>  =  A— r+1 . W^^>  +  A— r+1 . W^**-*)  +  h—r+i .  W^'^>  + +  A— r+1  .  W 

Sie  gehen  aus  den  (336)  des  vorigen  Paragraphes  dadurch  hervor,  dass  man  in  allen  GoeiQcienten 
A  in  A+ 1  verwandelt,  können  daher  mit  Sucksicht  auf  die  Umänderung  auch  genau  auf  dieselbe  gra- 
phisdie  Weise  au^elost  werden.  Um  nämlich  zu  dem  Werthe  zu  gelangen  von: 

A+l.A.A-l A— r  +  2.  W^**^ 

•  «  «  * 

zeichnet  man  sich  die  Factorielle: 

A+I.A.A—  1 A  — r  +  2 

80  vielmal  auf,  als  die  Zahl  2^^  Einheiten  enthält  mid  besternt  jetzt  die  Fftctoren  alier  so  erhaltenen 
Produkte,  die  einen  traten,  die  anderen  oben  nach  der  alldort  umständlich  auseinandergesetzten  Regel, 
agfregirt  sie,  und  nennt  diese  Summe: 

[A  +  1  .  A  .  A  —  1 A  -  r  +  2]* 

so  int  dann  W^^^  dem  W  proportional,  gegeben  dureh  folgende  Formel : 

A+l.A.A-i  A  —  r  +  2.  W^^  =[A+1.A.Ä—  1   A  —  r  +  2j*W   (877) 

und  es  kOmmt  nur  noch  zu  bemerken,  dass  sich  die  Bedeutungen  der  Symbole  A+1  und  h  +  i  am 
besten  durch  Vergleichung  der  Formel  (369)  mit  der  ersten  der  (376)  ergeben,  wie  fblgt: 

A  +  1   =  AU; 

•  AfA— O  ^^^^ 

h  +  i  c=ü, +  Au;  +^\    ^ü;, 

während  die  Bedeutungen  der  übrigen  Symbole  alle  den  Formeln  (374)  entnommen  werden.  Hit  den 
iif  tfeae  Weise  boreekAetei  Ceeffidestenwertlieii  MBStndren  wir  dann  den  in  der  Gestalt  (364)  er- 
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scheinenden  Werlh  von  y^  der  in  der  angenonunenen  symboUiebai  AnadneiDnreipe,  wie  frigt»  aw* 
sehen  wird: 

•>    »-'"'-p+(?)^'''-+(j)^^^'-+ ] 

Er  ist  ein  Produkt  einer  Exponentielle  in  eine  Pnnetion  erster  Classe,  gegeben  in  absteigender  Reihen- 
form. Vermöge  der  darin  enthaltenen  BinomialcoeiQeienten  theilt  diese  Reihe  gewisse  Hig^ntHiaftwi  mit 
der  Binomialformel  und  namentlich  die,  abzubrechen,  wenn  h  eine  ganze  positive  Zahl  wird  und  woii 
die  fräher  erwähnten  Bedingungsgleichungen  (371)  zwei  an  der  Zahl  erfSUt  sind«  wo  dann  das  Abbre* 
eben  stattfindet  bei  dem  mit  dem  CoeflScienten  W^^>  versehenen  Gliede*  welches  zugleich  x^^=se^ 
zum  Factor  hat  Sind  die  in  Rede  stehenden  Bedingungsgleichungen  nicht  erffillt,  dann  ist  den  Bestini* 

mungsgleichungen  (366)  durch  endliche  Werthe  von  W^'^*^  W^*^\ nicht  mehr  Genüge  sn 

leisten,  wohl  vermag  man  aber  diess  durch  solche  unendliche,  die  den  verschwindenden  Faeter  A— r  in 
erster  Potenz  im  Nenner  tragen,  so  zwar,  dass  mindestens  (h—r)  W^*^*\  (A — r)  W^*^\ end- 
liche Werthe  beibehalten.  Dem  zufolge  hSrt  die  Reihe  in  der  Formel  (379)  auf,  abzubrechen  beim 
r-f-iäten  Gliede,  behalt  aber  der  Beschaffenheit  der  Binomialcoeffldenten  nach  dnrchans  nur  endHehe 
Glieder,  wiewohl  sie  sich  in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  Um,  wie  diess  zugdit,  genaier  ebm« 
sehen,  richten  wir  zuerst  unser  Augenmerk  auf  zwei  der  Bestimmungsgleichungen:  die  allgemeine 
unter  (375)  angeführte  und  diejenige,  die  ihr  zunächst  vorangeht,  d.  h. 

(880)       Ä-r+1  .W^^*)  =  A-r+1  .  W(^)  +  A-r+l  .  W^*^*)  + +A-r+l  W 

Hier  hat  Ar-r+ 1  bereits  den  verschwindenden  Faeter  A— r;  es  ist  also  W^^^  dar  erste 
der  unendlich  werdenden  Reihencoeffieienten,  und  diess  zwar  vermöge  eines  einzigen  verschwindenden 
.  Factors  A—  r,  der  in  seinen  Nenner  fällt,  so  dass  also  (A— ^)  W'*^^^  dennoch  eine  endliehe  Gciise 
bleibt  Nachdem  man  diese  bestimmt  wendet  man  sich  an  die  folgende  Gleichung,  die  (375)  namlieh,  aar 
gewahrt  in  ihr  zwei  mit  dem  Factor  Null  versehene  CoefiScienten:  h—r  nämlich  und  A  —  r.  Somit  i/ 
auch  (h—r)  W^^+*)  begabt  mit  einem  endlichen  Werthe.  In  den  darauffolgenden  BestimmmgsgMelNr 
gen,  die  W^^'*'*\  W^^'^^K  zu  liefern  haben,  kommt  kein  Factor  Null  der  zu  bestimmenden  Grosse  wel' 
vor.  Sie  drficken  Beziehungen  aus  zwischen  den  unendlichen  Grössen  W^^^\  W^^\  W^^^\  . . 
und  vereinfachen  sich  dadurch ,  dass  man  die  sammtlichen  endlichen  g^en  die  unendlichen  Gliedei 
verschwindend  betrachtet,  wodurch  sie  übergehen  in: 

A_r-  1  .  W^^+»)  =  A  — ;— i  .  W^»^*)  +  A^  r-  1  .  W*^*> 
(381)  A  — r -  2  .  W^'-^^^  =  h-^-r—Z.  W^«^)  +  A— r— 2  .  W^*^*^  +  A-  r  — 2  .  W^-^^ 


und  so  eine  Form  tragen,  auf  welche  unsere  graphische  Auflosnngsmethode  Anwendung  IM' 


I 
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irird  es  also  sein,  welche  man  in  einem  rorkommenden  Falle  eines  ganzen  oder  positiven  A  nnd  wenn 
die  Rdhe  (379)  nicht  ahbridit,  wiederholt  anzuwenden  haben  wird. 

Da  nun  soldiergestalt  simmtliche  parücnlire  Integrale  nnr  ausnahmsweise  geschlossen,  in  der 
ftegd  aber  ab  unendliche  Reihen  erhalten  werd^,  von  denen  man  alle  Glieder  nicht  berechnen  kann, 
flrigt  sich,  mit  welcher  Anzahl  derselben  man  sich  bei  dem  Grade  der  anzustrebenden  Genauigkeit 
könne.  Diese  Frage  lasst  sich  nun  allgemein  nicht  beantworten;  ihre  Beantwortung  kann 
dadnrdi  erleiehtert  werden,  dass  man  angibt,  auf  was,  anstatt  Null,  sich  dasPdIynom  der  Differen- 
C:lalgMekung  rednzire,  wenn  man  anstatt  y  nicht  den  yollständigen  Werth  (364)  substituirt,  sondern, 
*«^eim  man  die  demselben  als  Factor  anhängende  Reihe  willkürlich  bei  irgend  einem  Gliede,  etwa  dem* 

J^nigen  mit  W^^  abbricht,  W(*^'),  W^'^'^ durch  die  Nulle  ersetzend.  Das  Substitutionsresultat 

in  (865)  enthalten  und  es  verschwinden  in  demselb^  identisch  yermSge  der  getroffenen  schickli- 

Wahl  von  W,  W^ W^**)  Glieder  r +  2  an  der  Zahl  Dann  folgt  eine  Gruppe  von  Glie- 

I,  die  von  Null  verschieden   sind,  die  von  ar*"^*  anfängt  und  bis  zu  x*~^~"  geht  Die  übrigen 
srdoi  wieder  identisch  Null.    Nennen  wir  nun  den  Werth  dieses  Snbstitutionsresultates  S  und  be- 
wir  zur  Darstellung  desselben  die  angenommene  symbolische  Ausdrucksweise,  so  ergibt  sieh: 

(r^l)  ^*^*  [A-r+l . W^^)+Ä-r+l . W^^*)+Ä-?+l .W^'-«)^-. .  .+A-r+l . W]  + 

+  (J)^«^  [A^r.W<^)  +  Ä-r.WC^*>  +  A-r.W^'-*>+ +Ä*^';i'w]  + 

*,jx»-^'[A  -i^l.W'+A-r-l  W''-'l+*-r-l.W»->+...+*^r-l.w]+ 


S-=. 


+  iAn) 


^^^^  an  diesen  Ausdruck  wird  man  sich  wenden  müssen,  wenn  man  zu  erfahren  wünscht,  mit  welchem 
^(«^SM  j%vl  Genauigkeit  das  bd  dem  (r+i)"^  Gliede  abgebrochene  y  den  Werth  des  particuliren 
'^«egraka  wiedergibt 

Wir  hätten  jetzt  nur  noch  den  Ausnahmsfällen,  in  denen  das  asymptotische  Integriren  das 

'^tegiral  mit  der  nSthigen  Anzahl  von  wiilkuhrliehen  Constanten  nicht  liefert,  unsere  Auftaierksamkeit 

^^    Mhenken.  Die  ausfShrlichere  Behandlung,  die  wir  angedeihen  Hessen  den  Fällen  in  den  vorherge- 

'^^ndM  Paragraphen,  wird  uns  gestatten,  hier  etwas  kurzer  zu  sein.  Sie  kommen  vor,  so  oft  die  alge« 

'^^^dsdie  Gleichung  (367)  in  a  weniger  als  n  verschiedene  Wurzeln  hat,  was  wieder  entweder  dann 

K^^cUeht,  wenn  wegen  des  Verschwindens  ihrer  Anfangscoefficienten  dieselbe  zu  einem  niedereren 

^<^de  herabsinkt,  oder  wenn  gleiche  Wurzeln  vorhanden  sind.  Im  ersten  Falle  hat  die  Diflferentialglel- 

^tiiilgr  in  ihren  Coefflcienten  Ansteigungen,  die  auf  andere  Formen  hinweisen  und  nach  den  Vorschrif- 

^^^    der  Formenlehre  beurtheilt  werden  mfissen.  In  dem  anderen  Falle,  dem  gleicher  a  nämlich,  kommt 

^^^     so  vielen  particulären  Integralen  ein  gemeinschaftlicher  Factor  ^  zu,  von  welchem  man  die 
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Gleiehong  befreien  wird,  oboe,  wie  man  weiss,  ibren  Ban  zu  eompliziren.  Die  naebate  Folg»  iv 
sind  Abfälle  in  den  letzten  Coeffieientenpaaren ,  welche  auf  das  Paar  repartirf,  «olweder  «in^iBlpl 
oder  weniger  als  eine  Einheit  abwerfen,  woraus  man  dann  ersehen  wird,  ob  direh  die  Sondemng  ( 
exponentiellen  Factors  e^  die  mit  demselben  yersehenen  particilären  Integrale  zur  erstoi  fnttim 
classe  herabgebracht  sind,  oder  nicht;  ob  man  also  das  asymptotische  Integriren  unmittelbar,  odflr;c 
nach  einer  vorgängigen  Transformation  anzuwenden  haben  wird«  Falle,  wo  diess  unmittelbar  gas^kd 
kann,  waren  z.  B.  die,  wo  U,  und  U.  einen  Wnrzelfactor  beziehlich  zwei-  und  einmal  be^tieii,  #i 
wo  CT,,  17.,  und  U^  mit  demselben  beziehlich  drei  —  zwei  —  und  Einmal  versehe«  sind.  Die  batt 
fende  wiederholte  Wurzel  mag,  da  man  auf  dem  Wege  der  Transformation  darüber  vcarfiigt.  Null  M 
Im  ersten  dieser  zwei  Fälle  geht  in  der  Substitutionsgleiohnng  (365)  da^  erste  und  zweite  Gli 
identisch  in  Null  über,  und  erst  das  dritte  kann,  gleieh  Null  gesetzt,  zur  Bestimmung  von  A« dien 
gibt  aber  dafür  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades,  nämlich  die: 

(383)  u.  +  AU;  +  *-^  u;  =  0 

mit  doppelwerthigem  A,  zum  Zeichen,  dass  sich  zwei  particuläre  Integrale  nicht  In  dem  exponeiitl 
len  Factor,  sondern  nur  in  den  Werthen  von  h  unterscheiden.  Die  darauffolgenden  der  Bestimmiuij 

gleichangen  liefern  dann  W\  W*\ so  wie  A  doppelwerthig ,  so  dass  man  im  AUgeffleinen  i 

der  Berechnung  zweier  verschiedener  particulärer  Integrale  beschäfügt  ist  Auch  erleidet  diese  Re< 
nung  nirgends  eine  Unterbrechung  durch  Erscheinen  eines  nnendlichen  Coefftcienten ,  den  Kall  aosi 
nommen ,  wo  der  Unterschied  der  beiden  aus  der  (383)  gezogenen  Wurzeln  eine  ganzo  positive  Zi 
r+l  ist.  Dann  wird  nämlich  nicht  nur  A,  sondern  auch  ein  kleinerer  Werth  h  —  r—i  die  (3f 
erfüllen.  Man  wird  daher  haben: 

V.  +  iH-r-  0  U;  +  (*-r-0  (A-r-O  „.  ,  ,, 

und  sueht  man  nun  unter  den  Bestimmungsgleichungen  die  allgemeine  (373)  henius«  die  aber  je 
nicht  mehr  wie  sonst  zur  Bestimmung  von  W^**'*'*^  dient,'  sondern  erst  W^^^^  gibt,  so  sieht  ai 
dass  dieser  Coefficient  versehen  sei  mit  dem  letzterwähnten  Gleiohungspolynome  als  Factor,  somit  dn 
unendlichen  Werth  bekomme,  der  uns  nothigt,  das  eine  der  zwei  partieulären  Integrale,  denen  i 
grössere  A  angehört,  aufzugeben,  wenn  nicht  auch  zufälligerweise  die  Summe  der  fibrigen  Gliei 
dieser  Bestimmungsgleichung  übergeht  in  Null.  Hiedurch  hört  sie  dann  auf,  den  Werth  zu  liefern  i 
W^^^'\  Dieses  erscheint  also  willkuhriich  und  spielt  die  Rolle  einer  neu  hinzutretenden  Integratioi 
eonstente.  Im  Allgemeinen  also  wird,  wenn  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Werthen  des  h  ei 
ganze  Zahl  ist ,  nur  dem  kleineren  von  ihnen  wirklich  ein  particuläres  Int^al  angehören ;  die  I 
recbnung  des  anderen  aber  durch  das  Erscheinen  eines  unendlichen  Coefficienten  unterbrochra  iverdi 
Es  gilt  diess  auch  für  solche  Werthe  von  A,  deren  Unterschied  Null  ist,  d.  h.  für  gleiche.  Auch  h 
kann  man  sagen,  dass  nur  einem  von  ihnen  ein  berechenbares  parlieuläres  integral  entspreehe.  Die  I 


saohe  dieser  Erscheianng  ist  abermals,  so  wie  im  vorigen  Paragraphe,  eine  in  der  absteigenden  Ent- 
wicklung vorhandene  logarithmische  Transcendente ,  der  man  aber  nicht  ausweichen  kann  dadurch, 
dass  man  absteigend  nadi  Potenzen  einer  Differenz  wie  x—ß  anstatt  nach  x  entwickelt,  sondern  nur 
dadurch,  dass  man  entweder  das  iogarithmische  Glied  aussondert,  oder  die  Gleichung  von  dem  bereehen« 
baren  Integrale  befreit,  wodurch  in  den  Werth  von  y  unbestimmte  Integralzeichen  hineinfallen.  Sind  die 
beiden  aus  der  (383)  gezogenen  h  zufällig  ganze  und  positive  Zahlen,  dann  vermögen  die  ihnen  ent- 
sprechenden particularen  Integrale  auch  geschlossen  aufzutreten ,  jedoch  ist  hiezu  das  Stattfinden  von 
Einer  Bedingungsgleichung  nöthig,  wenn  das  mit  dem  kleineren  A  versehene  geschlossen  sein  soll,  und 
noch  einer  ferneren,  wenn  man  auch  das  mit  dem  grosseren  h  behaftete  geschlossen  haben  will.  In  der 
That,  geben  wir  zuerst  dem  k  seinen  kleineren  ganzen  und  positiven  Werth  r,  nnd  schliessen  un- 
endliche Coeffieientenwerthe  ans,  so  iSllt  das  Substitutionsresultat  (365)  geschlossen  aus,  da  die  darin 
enthaltenen  Binoniialcoefficienfen  von  (,.11)  angefangen  in  Null  fibergehen.  Die  drei  Schlussglieder 
dieses  Resultates  haben  wir  unter  (370)  aufgezeichnet.  Denkt  man  sie  sieh  der  Nulle  gleich  gesetzt, 
so  erhält  man  drei  Gleichungen,  von  denen  die  erste  W^*""*^  gibt,  die  zweite  aber  sowohl,  wie  auch 
die  dritte  nur  W^**^  bestimmen  können.  Dieses  aus  der  zweiten  gezogene  W^*^  muss  daher  die  dritte 
identisch  erfüllen ,  d.  h.  zur  geschlossenen  Eigenschaft  des  particuläretl  Integrales  genügt  es ,  wenn : 
(UoW)^*'^  =  0  ist  Ist  jedoch  von  dem  particularen  Integrale  mit  dem  grösseren  ä  die  Rede,- dann 
tritt  noch  eine  andere  Gleichung  hinzu,  die  man  aus  der  (373)  erhält,  wenn  man  daselbst  die  ersten 
zwei  BesUindglieder  auslässt. 

Gehen  wir  jetzt  über  zur  Annahme  dreier  gleicher  Wurzeln  der  (r,  =  0,  während  die 
ü^  —  i}  deren  zwei  und  die  ir,  =  0  eine  einzige  besitzen.  Die  ersten  drei  Glieder  des  Snbstltotions- 
resultates  (365)  verschwinden  dann  identisch,  und  es  kann  dann  h  dreiwerthig  erst  aus  der  vierten 
der  Bestimmungsgleichungen  (366)  gezogen  werden.  Sie  ist: 

u.  +  äü;  ■h^(^-Oü.;  +  ^(^-0(>^-^)  ü:  -  0. 

•  *  1.2  •  1.2.3  • 

Man  hat  somit  drei  particuläre  Integrale  mit  einem  und  demselben  exponentiellen  Factor,  die  sich  nur 
durch  die  Werthe  ihrer  Gradzahlen  h  unterscheiden.  Ihre  Berechnung  geht  stets  ungestört  vor  sich, 
den  Fall  ausgenommen ,  wo  sich  zwei  der  drei  Exponenten  h  unterscheiden  um  eine  ganze  Zahl  r. 
Um  diess  einzusehen,  braucht  nur  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  allgemeine  Bestimmungsgleichung 
(373)  nun  weder  W'*'^'\  noch  W^^^'^  geben  kann ,  wohl  aber  im  Allgemeinen  zur  Ermittlung  v<m 
W^^^  dient;  diesen  Dienst  aber  eben  in  dem  angedeuteten  Falle  versagt,  weil  dann  W^**^  die  Nulle 
zum  CoeSicienten  bekommt,  also  ein  unendliches  W^^^  liefert,  es  sei  denn,  dass  die  Summe  der  fibri- 
gen  Glieder  dieser  Bestimmungsgleichung  ebenfalls  zufallig  Null  gäbe.  Wären  also  alle  drei  Werthe 
von  h  zufällig  ganze  positive  Zahlen,  so  wäre  von  den  drei  particularen  Integralen  mit  demselben  ex- 
ponentiellen Factor  nur  das  eine  asymptotisch  berechenbar,  dem  das  kleinste  h  zukommt.  Die  Berech- 
nung aber  des  anderen  mit  dem  nächst  grösseren  h  wurde  unterbrochen  durch  das  einmalige  Erscheinen 
eines  unendlichen  Coefiiclenten  und  jene  des  mit  dem  grössten  A  Versehenen  durch  ein  zweimaliges  Sol- 
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ches  Hingegen  hätte  man  völlig  bedingnngsfirei  einen  geschlossenen  Ansdrndr  als  erstes  dieser  dre 
partieolSren  Integrale.  Diess  zu  l>eweisen,  dient  abermals  der  Schlass  der  Substitotionsgleielrang 
nnf er  der  Voraussetzung  eines  ganzen  A  =  r,  welches  gegenwartig  das  kleinste  dieser  h  bedeaten  soll 
Diese  drei  Schlussglieder  (370),  gleich  Null  gesetzt,  bieten  drei  Gleichungen,  von  welchen  die  ersti 
W^*^\  die  zweite  W^^^^\  die  dritte  W^**^  bestimmt,  so  dass  also  keine  doppelte  Bestimmnng  eio« 
und  desselben  Coefficienten  stattfindet 

Hätten  in  einem  gegebenen  Falle  alle  vier  Polynome  U^^  (T^,  17«,  U^  eine  gewisse  Anzah 
9  von  Wurzelfactoren  gemeinschaftlich,  so  schreibt  der  Rechner  dem  entsprechend  unmittelbar  ein  In- 
tegral mit  «  Constanten  nieder : 

y  =  e^[C+C,x+C.x'+  +  C^^  ^'] 

von  welchem  es  rationell  ist,  die  Differentialgleichung  allsogleich  zu  befreien,  weil  sie  dadurch  um  i 
Einheiten  in  der  Ordnungszahl  herabgesetzt  und  dabei  ihrem  Coefficientenbaue  nach  nicht  complizii 
wird.  Die  Befreiung  geschieht  dadurch ,  dass  man  zuvörderst  den  Factor  e^  absondert  vermittelst  de: 
Substitution  y  =  e^' .  «.  Das  Ergebniss  ist  eine  Gleichung  in  »  mit  Coefficienten,  deren  Gradzahl  jeu 

der  Gleichung  in  y  nicht  iiberschreitet  und  in  welcher  die  Glieder  mit  s,  a^ z^^*^  fehlen«  Di( 

Herabsetzung  zur  Gradzahl  n^s  findet  also  Statt,  indem  man  %^'^  durch  eine  neue  abhängige  Variabl< 
V  ersetzt. 

§.  7. 

Asymptotische  Integration  der  DiiTerentialgleicIiongen»  deren  CoefOeienten  den  m^  Gnd 

erreielien. 

Das  bis  auf  sehr  geringe  Veränderungen  sich  immer  gleichbleibende  Integrationsverfahren 
welches  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  kennen  gelernt  haben,  lässt  sich  nun  schon  ohm 
Muhe  allgemein  auf  Differentialgleichungen  der  n^"  Ordnung  mit  Coefficienten  von  beliebiger  Gradzah 
n  ausdehnen.  Eine  solche  Gleichung  wäre  der  Form  nach: 

(384) 

+  (a,ar-»  +  6.a:-^*+ +^0  y    +  («.    a:~  +  6,    x"^' + +^.)  »  =  0. 

Ihr  entsprechen  gewöhnlich  particuläre  Intc^;rale  in  bestimmter  Anzahl,  die  die  GesUilt: 

(385)  »  =  ^  [e"'   W]\ 

a 

tragen,  und  es  ergibt  sich  aus  der  Substitution  derselben  das  Resultat: 

(386)  0  =  ~  [e^1ViU„,x^  +  C/,„..x'»-  +  l^,«-.^*-*  +   +  U,x  +  US]\ , 

allwo  ir,„,  IT^-.,  l^,«-,.      .       ü,,  U^  die  folgenden  ganzen  und  algebraischen  Polynome  sind: 


lotegratioosmethoden. 
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ü»     «.  a,  t<»  +  a^.  «*-'  +  a^  tt^  +  +  a,u  +  a, 

ü—t  =  c«  «"  +  c^.  M»-  +  c^  ti^»  +  +  c.  tt  +  c. 


(387) 


f^.     =  ^»  «»  +  ^«-»  M^'  +  ^»^  tt—  4-  +  ^1  u  +  ^. 

Wir  entwickeln  nun  dieses  Substitutionsresaltat,  und  zwar  Termittelst  der  bekannten  Formel,  die  den 
Aton  Differentialqnotienten  eines  Produktes  PQ  gibt,  e*^  als  den  ersten  Factor  desselben  auffassend, 
und  eriialten: 

äs***  .  U.  W  + 

+  «*^[ü,_.w  +  Ä(ü^.w) -H^^J^  (ü,_wy']  + 

+ **  [u.w+Ä(ü.w)'+  ^  (ü.w)"+. . .+  ^^-;>^  ;^^7+^\ü,w)(«^] + 

.    (Ä  -  1)  (A  -  2) (A  -  m) 


liT^^  <^-  '^'"•'] 


0  =  ««- 


+  (J)  **-•  [(U.  W)" 

+ 


2  .  3 

(A  —  2)  (A  —  3) (A  —  m  —  <) 


3  .  4  (m  +  2) 


(U^  W)(-^)] 


(388) 


Ä  — r+wi— 1 


+  {r-m+t)  **"^'  [(^•^^"^•'  +  ^TZ:^^  (ü,  W)(^«)  + 

(Ä— r+m— 1)  (A— r+m— 2)  ...  (Ar) 


(r-m  +  2J 


jp»-r+ 


[(Ü.W) 


(r-fiH-2> r  (r-Hl) 

'""*•'  +  "TVlV  (ü» W)(— -•) 
r — -m-t-o 

(A— r+m— 2)(A— r+m— 3) (A— r— 1) 


(U.W)ö^»>] 


(r-fiH-3) (r+i)(r+2) 


(Ü«W)C'^+«)] 


+  (r^.) 


'  [(U,  Wjt^^o  +  \^  3      (ü.  W)(^>  +   

^^-r-l)(Ä-r-2) (Ä-r-m)   ^^^  ^(^ol 


(r+2)(r+3) (r+iii  +  0 


(389) 
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Um  auch  hier  der  Werthe  für  a,  h,  W',  W^ habhaft  zu  werden,  lassen  wir  die  CoeAeiei 

ten  der  einzelnen  Potenzen  von  x  je  für  sieb  versdiwinden ,  nnd  gelangen  so  zn  den  folgenden  B 
stimmongsgleichungen : 

0  =  U^     W 

0  =  U^..  W  +  A(U,     W)' 


0  =  (U.  W)C''  +  ^  (U.  W)-)  + +  (A-r)(A-r-i)       (A-r^m+1)    ,j  ^^, 

Die  Erste  von  ihnen  verlangt  11^  =  0,  oder  in  entwickelter  Schreibweise: 
a«  a"  +  «,-1  «"-'  +  «^  «"-•  +  +  «,  a  +  ö,  =  0 

nnd  gibt  nicht  mehr,  als  n  verschiedene  Werthe  von  a,  die  man,  woin  sie  wirklich  rorhaniden  sin 

durch  a,,  a,,  a„  bezeichnen  kann.  Zo  jedem  derselben  bietet  dann  die  Zweite  gewthnlii 

einen  Werth  von  h,  nämlich: 


(391)  A»:— 


ü: 


m 


(898) 


Die  Darauffolgenden  liefern  dann  die  anter  den  vorausgesetzten  Umständen  endlichen  Reihen^oetRde 

ten  W,  W",  proportional  dem  W,  welches  als  n-werthige  Integrationsconstante  ii  der  i 

tegralformel  übrig  bleibt.  Wir  fiissen  also  gleich  die  allgemeine  dieser  BestimmongsgleichilngeD  I 
Auge,  weil  sie  alle  übrigen  in  sich  enthält,  entwickeln  die  in  ihr  ersichtlichen  DUferentialquotieat 
der  Produkte,  wie  UW,  und  ordnen  nach  Differentialqnotienten  des  W  absteigend,  zugleich  jGebn« 
machend  von  den  folgenden  symbolischen  Bezeichnngen : 

(A-r)(A-r-l)  .....  (A-r-m  +  2)  jy    ^  .    \ 
(r+l)(r+2) (r+m  — 2)  *  • 

(A-r)(A-r-l) . .  .(A-r-m-t-3)  r  (A-*w»,-t-2)  (A-r-m+2)(A-r-itH-l)  ^^^i     ^« 

(r+l)(r+2)...(r+OT-2)       r«-'*'  i  ^«-«"r  ^    2  "^J 

(A-r)(A-r-l). .   (A-r-m44)  r         .  (A-r-ifH-3)  ,^         (A-r-m-t-3)(A-r-im-2) 
(r+l)(r+2)...(r+m-3)     T«*-"*"  l  ^--"^  1.2  *" 

(h-r-m+Z)  (A— r— w+2)  (A-r— wi+l)  jj«.  1  ^  ^  _1 
"^  1.2.3  "J 


IntegratioBsaiethoden« 


,('«^-«) 


1^-^Jr^^f+l     *     ^    (t+l)(*+2)  •    •     ^-    •  (fH-i)(*+2)...(f^)         -      J     '^^ 

Mm  Ad  gewtonen  auf  diesem  Wege: 

^-»-)  +  Ä-r.  W^^«-*)  +  A— r.  W^''+"^^  + 

(aw) 


-r  .  W^«^«-*^  =  h  —  r.  W^'^*-^  +  Ä  -  r  .  W^^«-*)  +  A  — r  .  W^''+"^^  + 


Ar+(»-4)  ^r+m-a)  »(r+i^-t) 

-r.W"  +  Ä-r.W  +  Ä-r.W 


^ine  Ponnel ,  aus  der  alle  BestimmuDgsgleiehungen  heirorgehen ,  deren  aian  zur  Coefficieotenbereeh« 
■laiig  benSlhigt,  wenn  man  dem  r  der  Reihe  naeh  die  negativen  and  positiven  Zahlenwerthe  beilegt 
aus  der  Reihe:  — m  +  2,  — m  +  3,  —  1,  0,  1,  2,  3, Sie  sind: 


A  +  m  —  2.W'=A  +  m  —  2.W 

Ä  +  »i-+-3.tr"  =  A  +  m  —  ».W'  +  A  +  iS  —  3.W  (8M) 

' ""'  ♦;<:, 

und  intersehdden  sich  von  den  (338)  in  S.  5  nur  darin«    data  alknthalben   in  den  CoelRcienten 

A-fM— 2  anstatt  A  steht;  sind  somit  auf  genau  dieselbe  Weise  aufzultsen.  Man  zeichnet  rieh  nim- 

liek  dkr  RieiMnrolg«: 

A  +  m  —  2  .  A  +  m—  3  A  +  m—  r—  1 

^tf«  ud  zwar  2^*inal;  besternt  die  Factoren  der  so  erhaltenen  Produkte,  41e  einen  oben,  die  ande- 
i*en  unten  genau  nach  der  alida  beigebraektea  Regel;  aggregirt  alle  so  erhaltenen  Glieder  und  nennt 
■*«^  Summe: 

[A  +  m  —  2  .  A  +  m  —  3 A  +  m  —  r—  l]* 

^^  besteht  die  foigende  Gleichung : 


«1-2  .A+m-B A+m— r— 1  .  W  '"^  =«  [A+in^2  A+m— 3 A+»-r— l] .  W,   (ß^) 

^^  es  kSmml  nur  noch  zu  bemerken,  dass  zwar  die  Bedeutungen  sSmmtltcher  Coeffiefenten  dem  €!om- 

^■^xe  der  Formeln  (394)  entnommen  werden  können ,  dass  man  aber  demjenigen  unter  ihnen ,  die  n 

^^  ersten  Bestimmungsgleicbungen  geboren,  eine  Abkfirzung  angedeihen  lassen  kann,  die  daher  rlhrt. 


ihnen  gemeinschaftliche  Factoren  angehorent  durch  welche  diese  Gleichnngen  theilbar  sind.  So  ist 
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A  —  r  und  h  —  r  der  Factor: 
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.  (A  — r)  (h  ~r—  1) (h  —  r  —  m-^j) 

(r  +  l)  (r  +  2) (r  41  ,„  _  2)  ' 

geiqeinschBftlieh«  Es  wird  daher  eine  jede  Gleiehimg,  die.  naf  diese  befden  Coeflfieientetf  li«t«;4^l 
eben  diesen  gemeinschaftlichen  Factor  wegdividirt  und  so  abgekürzt  werden  können.  Ebenso  haben  di 
A  — r,  Ä  — r  und  A  — r  den  gemeinschaftlichen  Factor: 

(h^r)  (h  —  r-  i)  (h—r^m  +  '^  .      '      '  :  ' 

(r  +  1)  (r  +  2)  (r  +  m  ~  3) 

durch  den  somit  jede  Gleichung  abgekürzt  werden  kann,  die  nur  diese  drei  Coefiieienten  be9iUt;a.s.ii 
Bringt  man  diess  in  Anwendung  auf  die  in  Rede  stehenden  Bestimmungsgleichungen,  so  ergibt  sirt 
dass  man  annehmen  könne: 
A  +  m  — 2  =  ÄU«  ^    ' 


{I 


,,1 


.  I 


Ä  +  ni  — 3  =  Ä(Ä— 1)  U;, 

(396) •• 

.  .  .        A(^-0 (*-m-H)  ,,,  o-,    -, 

*tV=  1.2 («-!)        .    ^'-  ,  .  .     ,    .  ,     , 

Die  öbrigen  derartigen  Symbole  ft,  Ä— i,  A,  A^i,  vertragen  keifte -^ 

kürzungen  weiter  und  sind  sammtlich  den  allgemeinen  Formeln  (392)  der  Reihe  nach  zu  eotnehnc 
Es  construirt  sieh  mit  ihnen  ein  ähnlicher  Werth  von  2^,  der  in  der  Regel  n  solche  verschiedene  ^ 
präsentirt,  wie  im  vorigen  Paragraphe,  nämlich: 

*       ^  ^  L  V»  7  A  +-  ?w  —  2  ■  ^  '    A  -f-  m  —  2  .  A  +  mit-  3  .• 


Integrati  o  b  »!■(  e  th  o  d  e  n. 
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Jliek  diese  Reihe  vermag  abzdireeheii  bei  dem  h+i'^  fiUede,  wenn  A  eine  ganze  potitive  Zahl  ist. 
Mb  ist  Jedoeh  hiezn  noch  das  Stattfinden  von  Bedingu^i^eEdiiingen  m— i  an  der  Zahl  nothwendig. 
Bbm  erUlt  sie,  wenn  man  die  ScUnssglieder  der  Snbstitutionsgleichnng  (388)  nnter  derVotaossetznng 
^:^r  ins  Aoge  fasst  und  ihre  Coeffieienten  gleich  Null  sehreibt  Sie  sind  der  Reihe  nach: 


— l^.w;  ^r-m  +  s'^    *^^  ^ ^  (r~«+3Xr-m+4)...r 


(U«W)(^^^  =0. 


(888) 


Sind  diese  Letzteren  nicht  erfSlIt,  so  gewinnt  man  demnngeachtet  einen  Werth  von  jf,  wenn  anch 
keinen  geschlossenen ,  weil  sich  leicht  zeigen  ISsst ,  dass  W^^^^ ,  w^*^^ ,  dann  zwar  unend- 
liche Werthe  bekommen,  nur  solche  jedoch,  die  den  verschwindenden  Factor  A  — r  in  der  ersten 
Potenz  im  Nenner  tragen,  wodurch  die  absteigende  Reihe  in  der  Formel  (397)  in  eine  unendliche 
Reihe  mit  endlichen  Coeffieienten  übergeht.  Bricht  man  die  gewonnene  unendliche  Reihe  bei  irgend 
einem  GOede  ab,  so  kann  das  einem  so  verkfirzten  particulären  Integrale  entsprechende  SubstituCions- 
resiiltat  aus  der  (388)  dadurch  abgeleitet  werden ,  dass  man  in  demselben  die  Glieder,  die  man  beibe- 
halten hat,  etwa  die  mit  den  Coeffieienten  W,  W,  W" W^  von  Null  verschieden  annimmt, 

tungegen  W^^.^^ ,  W^^*) , sammtlich  durch  Null  ersetzt  Macht  man  dabei  noch  Gebrauch  von 

der  Bezeichnungsweise  (392),  und  nennt  man  das  Substitutionsresultat  S,  so  ergibt  sich  dafBr  die 
folgende  Formel: 


S-«". 


♦"■' 


fr— i-i-a)  a?*"''^"'*  [Ä-r-4-i«-2.  W^'^^+A-r+m— 2  .W  '-^+, .  .+A-r+in-2 .  W] 
r-Jw+aj  ^"^"^"^  [Ä-r+m-3 .  W^»-)+A^r+iit— 3 .  W^^->+ . . .  +Ä-r+m-3 .  w] 


,(r+«) 


r— »»+4)  **^"^  [A-r+«-4. W '•'+Ä-r+m-4.  Wf'"-'>+. .  -|-Ä— r-H«-4  W] 


(389) 


.(m-l-A-r-i) 


Am+m^t) 


J)    «*-"      [h-u    .  W^»-)  +  Ä  —  n    .  W^""  +  +  h-n       fr] 

+  (^4.1)  af*-^'  [h-n    1  .  W^'J  +  Ä-11— 1  .  W^r-»)  +  +  h^n-i  .  W] 

«+.2}  af*^'"*  [A-n-2  .  W^')  +  Ä— »-2  .  W-'  +   +  l-n-i  ,  W "] 


»(«►+«-•1 


^  hat  iker  die  Verwendbarkeit  des  betreffenden  parlieuHlreB  Integrales  und  die  Bedingungen  dersM*- 
^  %u  entsebeiden.  Wir  werden  daher  darauf  tm  lolgaiden  Pafügrai^e  znrfickketttaen ,  wo  dte  Art 
***^^  solchen  Untersncbung  zur  Sprache  gebracht  werden  soB. 
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Wir  lassen  jetzt  nur  noeh  eine  knrse  Erwilinnng  der  Anwlmisfilte  folgen,:  ia  wekkei  üe 
asymptotisehe  Integration  ein  nnvoUstindiges  Integral  liefert,  wefl^  die  algebniisclie  Gleiebong  Um=*0 
iwenlger  als  in  versehiedeDe  Wurzeln  liefert*  Geschieht  diess  erstens  dämm»  weil  sie  dem  ft^  Grade 
nicht  angehört,  so  gibt  es  ÄBsteigungen  in  den  AnfangseoeSicienlen  der  Differentialgleiehiilg^  die  eaotr 
weder  zu  einer  vorgängigen  Transformation,  oder  zum  Integriren  in  einer  anderen  Gestalt,  etwa  der- 
jenigen eines  bestimmten  Integrales  nothigen.  Geschieht  es  hingegen  wegen  rorhand^her' gleicher  Wur- 
zeln ,  so  bestehen  eben  so  viele  particulare  Integrale  mit  einem  und  demselben  Factor  e^ ,  als  gleiche 
Wurzeln.  Man  Itgt  sie  aich  hier  idoss  durch  die  Substitution  y=e^,%f  und  erschliesst  dann  ans 
der  Art  des  Abfalles  des  Gleichungspolyoomes  in  %  gegen  die  letzten  Caeflficienten,  die  Beschaffenheit 
.fieser  particulären  Werthe  und  auch  die  ferneren  zum  Integriren  dienlichen  Schritte.  Die  asymptotische 
jbategratioo  bleibt  dann  in  vielen  Fallen  noch  unmittelbar  anwendbar,  in  anderen  muss  sie  durch  ein 
sons!tig;es  analytisehßs  Verfohren  unterbrochen  werden.  Das  Erste  findet  allgemeiii  Statt,  wenn  die  Po- 
lynome C/^ft  U^^H  ••»••  in  einer  gewissen  Anzahl,  etwa  bis  zu  U^,^^  der  Reihe  nach  nicht  weni- 
ger 4ils  «,«  —  i ,«  ~  2 ,  2 ,  1,0  gleiche  Wurzelfactoren  besitzen.  Von  den  Bestimmupgsglei- 

obungei)  (389)  gehen  dann  die  ersten  s  an  der  Zahl  für  dieses  wiederholte  a  i^  identische  über»  und 
er;^t  die  {ß+.})*^%  d.  h.  die; 

'     tr«-, w  +  A(u„. .,wy  +  ^^^;=^  (r«^.. w)''  + +  (J)  (V^^wy^  -  o 

Icann  zur  Bestimmung  von  h  dienen ,  und  gibt ,  da  sie  dem  s^^  Grade  angehört ,  dafür  ü  Werthe  an. 
Diess  gilt  so  lange  s  die  ganze  Zahl  m  nicht  überschreitet ,  und  es  kann  die  vorli^ende  Gleichung  in 
h  auch  so  geschrieben  werden: 

u«-.  +  Ä IT,.,,.  +  (*)  u;^,.  +  ....: +  (J)üS:)  =  o. 

Die  9  particulären  Integrale  mit  dein  gemeinschaftlichen  Factor  e^  unterscheiden  sich  daher 
!  in  den  Gradzahlen  h  der  ihnen  multiplicativ  anhängenden  Polynome,  und  es  steht  ihrer  ferneren  Be- 
rectaung  in  der  asymptotischen  Gestalt  so  lange  kein  Hiuderniss  im  Wege,  als  kein^  zwei  Wurzeln 
h  vorhanden  sind,  die  sich  um  eine  ganze  positive  Zahl  unterscheiden.  Findet  diess  jedoch  Statt  bei 
BKWel  oder  mehreren,  vielleicht  auch  tflen  Wurzeln  A,  dem  sie  können  ja  auch  alle  In  ganze  positive 
Zahlen  fibergehen;,  so  ist  nur  das  dem  kleinsten  h  entsprechende  parliculäre  Integral  der  ungestörten 
nsyfa^ptotischen  Entwicklung  fShig;  dfe  übrigen  sind  es  iiicht,  und  zwar  wegen  darin  vorhandener 
Transcendenten  log  x^  log*  a: ,  . . .  lof'^  x ,  die  man  aber  auch  durch  Anwendung  unbestimmter  Inte- 
gralzeichen in  der  allgemeinen  Integralformel  vermeiden  kann ,  was  bei  der  succesaiven  Befreiung  der 
Gleichung  von  den  bereits  berechneten  pariiculären  Integralen  so  zu  sagen  von  selbst  geschieht.  Auch 
j»  geschlossen^  Form  v^ppi^j^Q  die. s«  hereolineten  Werthe  ru  erseheioen,  namentliob  wBaehHt  der 
4fm  kleiasteQ;  giinzm  und  p^sftive^  ^  ent^reekendev.  warn  mich  daw  Redinpingsgleiehiiiffen  ergUlt 
sind,  aber  nicht  mehr  wie  gewöhnlich  wi^.^U  :9(^4mi.  jBnr.  pm4W:  iii'T-r>.«-nl.  m  der  ZrtL  Jb»  er^ 
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halt  sie,  indem  man  von  der  vielgliederigen  Gleicliang  (398)  nur  die  ersten  m—S'-i  Glieder  nimmf, 
and  je  der  Nulle  gieich  setzt.  Diese  sind  aber  dieselben  Ergebnisse,  m  denen  wir  aneh  im  vorigen 
Absehnitte  gelangten ,  als  vom  Differenziren  der  particnlären  Integrale  in  der  Differentialgleichung  die 
Rede  war. 

Eines  besonderen  Umstaudes  muss  jedoch  noch  Erwähnung  geschehen,  weil  er  bei  der 
Diseussion  der  Differentialgleichung  von  einigem  Nutzen  ist.  Die  mit  k  bezeichneten  Exponenten  nämlich, 
welche  den  Factoren  des  ersten  GleichungscoeSicienfen  augehorig  sind,  stehen  mit  den  beim  asympto- 
tischen Integriren  vorkommenden,  für  die  wir  den  Bachstaben  h  brauchten,  in  einem  bestimmten  Zu- 
sammenhange. Ist  nämlich  (x  —  ä)  ein  Factor  des  ersten  CoeSicienten,  so  existirt  bekanntlich  ein  par- 
tienlares  Integral  mit  dem  Nenner  (x  —  aY  und  es  ist: 

OL 

SC» 
Hieraus  folgt,  dass'wenn  man  den  Bruch     /f"*  in  Pai tialbrurtie  zerlegt,  A  +  n—l  der  Zähler  sei 

desjenigen  Partialbruches,  der  zum  Nenner  x — a  gehört. 

Nehmen  wir  hier  Bezug  auf  die  in  Rede  stehende  Differentialgleichung  der  n^^  Ordnung, 

mit  Coeffifiiienten  vom  Grade  m,  statuiren  also: 

Xn     =  a«     a:-  +  6„     x— •  + y„ 

3G«-,  =  a«-,  x^  +  6„.,  X"*-*  + g^, 

sind  ferner  die  Factoren  V(Hi  %«  entweder  m,  oder  w^iger  als  m  an  der  Zahl:  x  — a,  x  —  a!^ 

x  —  a!\  und  entsprechen  ihnen  die  Exponenten  ft,  k^  k\  und  nehmen  wir  noch  der 

Einfachheit  wegen  an,  dass  man  den  Coefficienten  des  Anfangsgliedes  von  X»  durch  das  bekannte 
Verfahren  des  Dividirens  in  die  Einheit  verwandelt  hat;  so  ergibt  sich  dem  Gesagten  gemäss  der 
Werth  von  -^^  in  seine  Bestandtheile  zerlegt: 

^n-i        ,   _^  k  +  n^i  ^  k  +  n-i  ^  k'  +  n-i 

Multiplizirt  man  jetzt  mit  dC^,,  so  wird  daraus  die  identische  Gleichung: 

^^,  =  L5&«  +  (A  +  n  -  1)  (x  —  a')  (x  -  a")  + 

+  (Ä'  +  »^4)(»  — a)<*~;a") + 

+  (*'+  n  —  1)  (x  —  a)  (x  -  a')   + 


lll^r  ist  L  im  Allgemeinen  eine  ganze  Function  von  x  und  hat  in  dem  Falle,  wo  a^=>  1  und  a«^^ 
y.9fl  I(^l|  yerachieden  ist,  den  Wertjb:  a^^.  Wir  fassen  der  leichteren  Behandlung  w^en  diesen  Fall 
vpß,  Auc^f  denken  ans  in  der  .vorUf;ge|ndea  ideptispbw  (rl^chung  die  GoeQ^enten  der  gleichnaoufMi 
^p|pi|«j|H,y[jin  y  belderieiu  einiuider  gMcl)  g«^zt..  so  ||el^»meii^: 


414  V.    Absehaitt 

6^,  «=  6^.  a^^.,  +  *  +  *'  +  *"+ +(n-Om 

mi  bierauB  folgt: 

(400)  k  +  k  +  k'  + =  ftn-i  —  fr«  öfl^  -  m  (n—  t). 

Ähnliches  lässt  sich  nun  auch  sagen  von  den  mit  h  bezeichneten  Gradsahlen.  Es  geben  nimlich  sammt- 
liche  h  hervor  aus  der  Gleichung: 

(401)  V'm' 

Wenn  man  daher  den  Bruch --—  in  Partialbrilche  zerlegt,  so  sind  die  ZiUer  tieser  Brüehe  eben 
die  n  an  der  Zahl  vorhandenen  Werthe  von  —  A.  Man  hat  also  mit  Rueksieht  auf: 

Un,    =       t^  +  a^,f/^'  +  a^t^  + +  a. 

u^.,  =  b^ti^  +  b^,vr-'  +  b^ur''+ +6. 


,,     =6. -^  +  

U^  u  —  ex       u  —  a^  u  —  a^ 


'ß 


Multipliziren  wir  nach  hier  mit  U^^  und  stellen  dann  die  Coefflcfenten  der  glelehnamigml  PWteiCJD 
von  u  einander  gleich  •  so  ergibt  sich : 

und  hieraus: 

*t  +  Ä,  +  +*«  =  *«  «Ä-i  —  *ii-f 

Vergleichen  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  kurz  zuvor  erhaltenen  (400),  so  belcjooimen  wlf  die  giMHHil      ■ 
Relation  zwischen  den  Summen  der  mit  h  und  mit  k  bezeichneten  Exponenten,  nSmlich: 

h,  +  h,+ +A^ +  *  +  *'  + AT +ifi(n— 1)«0. 

«.  8. 

lieber  die  Convergenz  der  absteigenden  Reihen  bei  der  asymptotischen  Intogratfon. 

Die  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  umständlich  durchgeführte  wiehtigste  aller  Int»firn* 
tionsmethoden ,  der  wir  den  Namen  der  asymptotischen  beigelegt  haben,  weil  sie  eigeatiick 
nicht  das  Integral  selbst,  sondern  in  den  meisten  Fällen  nbr  eine  diesem  geometristifa  eoil^trt  g^ 
dachten  Integrale  fGr  stets  grosser  werdende  x  immer  näher  kommende  asymptotische  Cnire  ^^^ 
di^nt,  wie  man  sich  überzeugen  konnte,  zur  Ermittlung  des  Factors  erster  Classe,  der  den  iUgfiP^^' 
sehen  Functionen  analoge  Eigenschaften  hat,  und  erscheint  in  Perm  einer  absteigend  geor&Bbtea  Re' 
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die mräiisiiÄhmsirefse  abbricht,  wodurch  dann  wieder  aosnalmiaweise  die  Asymptote  in  das  Integral 
selber  fibergeht.  Da  man  also  bei  diesem  Integriren  meist  eine  anendliche  Reihe  voriiegen  hat,  die  man 
bei  iigiod  elüem  Gllede  abbrechen  miss,  und  diese  Chneiid  bei  dem  erstra,  sweiten,  dritten,  r^" 
lauter  Asympteten  erhalt,  die  ron  efnander  verschieden  sind;  so  entsteht  dem  Rechner  die  wichtige 
pjrtge,  'welche  von  ihnen  seinen  jedesmaligen  Bedurftiissen  die  angemessenste  sei?  Wiewohl  nun 
diese  Phge  ganz  allgemein  nidit  beantwortet  werden  kann,  nnd  In  einem  jeden  speciellen  Falle  fir 
sieli  Ihre  Erledigong  f  nden  ronss ,  so  scheint  doch  erspriesslich,  znr  Orientimng  des  Rechners  wenig- 
sceDSi«  die  Gmndiuge  einer  solchen  üntersuchnngsmethode  hier  anzndenten,  nnd  diess  um  so  mehr,  ab 
et  Alf  diesen  Felde  sehr  leicht  ist,  irre  zn  gehM,  nnd  etwa  einen  sehr  bnluehbaren  Integraiausdrack 
iils  mbraichbar  aisznschlie^cn  dämm,  weil  sein  Factor  erster  Classe  eine  halbconvergirende  Reihe 
laL  8s  6iBd  im  zweiten  Abschnitte  tieses  Werkes  einige  Beispiele  dieser  Art  vorgekommen,  welche 
die  Verwendbarkeit  der  halbcontergirenden  Reihengebilde  bei  der  Integration  der  Bifferentlalgleichnn* 
9»  Mehweisen. 

Nehmen  wir  an,  der  Rechner  sei  mit  der  Darstellung  eines  parücnltiren  Integrales  beschif^ 
4irt«  habe  ttch  überzeugt,  dass  es  in  gescMosseiier  Form  nicht  vorhanden  seS;  so  dringt  sich  ihm 
■^tfirHeh  die  Frage  anf:  Bei  welchem  Gliede  kann  die  absteigende  Reihe  abgebrochen  werd^?  Die 
■BMibiMfe  Antwort  tfaranf  ist:  Wenn  der  bereits  erhaltene  Ansdraek  genai  genog  den  ifahren  WertI 
^^^n  'ff  'Wiedergibt,  wnd  wenn  diess  der  Fall  ist,  je  triiher  desto  besser,  nicht  nur  weil  die  Berechnung 
^üies  jeden    spateren  Gliedes  eine  complizirtere  ist,    sondern  auch,    weil  man  in  der  Regel  mit 
dem   annäheruogsweise  ermittelten  y  noch  fernere  Rechnungen  durchzufShr^  haben  wird ,  die  sich 
immer  verwickelter  gestalten ,  aus  je  mehr  Gliedern  diess  zusammengesetzt  ist.  Man  pflegt  nun  ge- 
wfiinlieb,  am  zur  Benrtkellung  der  Geaauigkeit,   mit  der  eine  gewisse  GrSsse  berechnet  Ist,  ein  be- 
sttomites  Has^  zu  haben,  Grenzen  anzugeben,  innerhalb  welcher  der  wahre  Werlh  der  zu  berechnen- 
den  Grösse  fntbalten  sein  wird.»  und  es  ist  naturiieb,  dass  man  auch  hier  zu  diesem  Mittel  greift, 
^  Frage  stellend:  welcher  ist  der  Zusatz  i;,  der  zu  dem  asymptotischen,  irgend  wo  abgebrochenen 
Awdvtteke  y  hinzugefügt  werden  moss,  so  zwar,  dass  der  wahre  Werth  des  particulären  Integrales 
zwischen  y  und  y+tf  fallt.   Hätte  man  ein  solches  17  gefunden,  so  schliesst  sich  daran  eine  zweite 
^^ge:  Convergirt  wohl  dieses  rj  beim  fortwahrenden  Wachsen  von  x  gegen  die  Nulle  oder  nicht?  I$t 
^ieee  Frage  bejahend  entschieden,  so  wird  wohl  Niemand  an  der  Brauchbarkeit  des  gewonnenen  Inte- 
Kitniauadmekes,  mindestens  für  genügend  gross  gewählte  x  zweifeln.  Ist  sie  es  verneinend,  dann  mttas 
^i^r  die  etwaige  Verwendbarkeit  noch  eine  nähere  Untersuchung  angestellt  werden.  Hat  sich  endlich 
'^    asymptotische  Ausdruck  als  brauchbar  erwiesen ,  so  schliesst  sich  daran  noch  eine  dritte  Frage, 
"^ölich:  Wie  gross  ist  der  Werth  von  x,  von  welchem  die  Brauchbarkeit  anhebt? 

Hat  sich  der  Rechner  diese  kleine  Reihe  von  Fragen  beantwortet ,  so  kann  er  noch  venui- 
^^t  sein  zu  untersuchen,  ob  man  dem  wahren  Werthe  des  Integrales  näher  komme,  wenn  man  mehr 
^^ngt^ifieder  seines  asyniptötiscben  Werfhes  zusammennimmt  Diese  Frage  hat  am  gegenwlrt^ 
^^  iiblbst  eine  IMentende  theoretische  Wichtigkeit,  ihsöf^e  *ls  man  Wflnsihen  kann,  zii  wissen. 


•b  denn  die  asymptotisebe  Integration  jedesmal  nreiche,  am  gegen  den  wahren  Wertk  dea  Int^gralea 
nnb^prenzt  zu  appnndmiren. 

SchUeaalieh  kann  man  noeh  Felgendea  flberl^n:  Wenn  ein  asymptoüaeher  An^dnok,  der 
ans  einer  bestimmten  Anzahl  von  Gliedern  besteht,  einen  angenäherten  Werth  des  Integrales  giM,  so 
bekommt  man  offenbar,  bei  derselben  bestimmten  Gliederzahl  der  Ausdrneke,  die  diess  Idsten,  eine  nn- 
begrenzte  Menge,  erhalten  etwa  durch  sehr  kleine,  an  den  constanten  ReiheneoelDeienten  W,  W",  . . . 
angebrachte  Veränderungen.  Nun  entsteht  die  Frage :  Welche  der  verschiedenen  asymptatisehen  Cnnren 
entfernt  sich  am  allerwenigsten  von  der  wahren  Integrailinie ,  diess  jedoch  natdriieh  nur  in  eineni  ge- 
wissen Bereiche  der  den  Variablen  x  ertheilten  Werthe.  Es  liegt  uns  nun,  wie  gesagt,  ob,  Gniiidsnge 
der  Untersuchungsmethoden  zu  entwerfen,  welche  zur  Beantwortung  aller  dieser  Fragea  dienlich 
sein  können.  Wir  setzen,  um  diese  Erörterungen  in  grösster  Allgemeinheit  durehzufuhren,  die  Differen- 
tialgleichung (384)  der  n^"  Ordnung,  und  mit  Coeflicienten,  welche  den  m^*  Grad  erreieben,  ¥««1108. 
Hätte  man  von  dieser  ein  genaues,  d.  h.  geschlossenes  Integral  erhalten,  so  wfirde  die  Sabstttution 
desselben  in  das  Gleichungspolynom  das  Brgebniss  Null  bieten.  Ist  dagegen  der  substitnirte  Werth 
von  y  nur  ein  angenäherter,  etwa  bei  dem  r-f-i'^»  Gliede  abgebrochener;  so  ist  das  SubalitDtiQns- 
resultat  von  Null  verschieden  und  enthalten  in  der  Formel  (399).  Es  versteht  sieh  von  selbst,  dnsa  es 
auf  diesen  Ausdruck  wesentlich  ankomme ,  und  dass  er  es  sei ,  der  über  das  Mass  der  GemBfgfceil 
Aufscfaluss  geben  muss,  mit  der  das  (r  +  i)-gliedrige  y  das  betreffende  partienlare  Integral  wieder- 
gibt Die  substitnirte  Function  ist  also: 

(403)  y  =  e^[Wx*+   (t)  W'     ar^-+  +  (J)  W^^)  .  x*"-]. 

Das  unter  (399)  dargestellte  Substitutionsresultat  ist  ein  Produkt  aus  der  EzponentiftlgrOaae 
e^  in  ein  absteigend  geordnetes  Polynom  von  m+n~i  Gliedern,  also  der  Form  nach: 

(404)  S,  =  ^''^  •  ^^^"^  \U,x^^^-^  +  fl;a;"+*—  +  W,  ar«^"*  + +  iJ^«+— >]. 

Die  Bedeutungen  aber  der  mit  R  bezeichneten  Coefficienten  sind  in  der  angenommenen  Bezeiehimma- 
weise  die  folgenden: 

^r  =  [j^-n^Ji^^  [A-r4-w*-2  .  W''^  +  Ä-r+m-2  .  W^«-*^  +  +  Ä~r-Hli-2  .  w]  T" 

^T  =  {j.Jli^ji^^  Ja— r+iw-3  .  YT^T)  ^  A-r+iii-3  .  W  »^^^  +  ,    . . .  +  A-r+W'-S  .  w]  |^^ 

^*^^  ^T  =  (r-.m+4)  [A-r+m  ~4  .  W ''^  +  A-r+m-4   .  W  »--^  +  +  h-t^-K  .  w]  \^ 

Um  nun  ans  diesem  Aasdrucke  für  Sr  das  Mass  der  Genauigkeit  zu  erschliessen,  mit  welcher  der 
asymptotische  Wertli  (403)  das  betreffende  parüculäre  Integral  wiedergibt,  luterspchea  irir,  ok  sieh 
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Biefet  dnrcb  eine  Veränderong«  an  dem  letzten  der  ReihencoeflRcienten  W^^^  angebracht,  ein  anderes 
Sulistitntionsresaltat  8j.  erzielen  lasse,  das  dem  |§^  im  Zeichen  entgegengesetzt  ist.  Wir  denken  uns 
al04>  W'^'')  verwandelt  in  W^^  +  wf^^\  und  zu  einer  abermaligen  Substitution  geschritten  des  folgenden 
^Ao^dniekes  far  y: 

I>a    wir  hier  W^  W\  \^r^^)  ais  ungeändert  dieselben  voraussetzen,  so  verschwinden  in  dem 

flillgr^meinen  Ausdrucke  des  Substitutionsresultates  (388)  abermals  die  Anfangsglieder,  aber  nicht  mehr 
w^  Hh  1 «  sondern  jetzt  nur  noch  r  an  der  Zahl. 

Das  (r+l)«^  von  ihnen  t  oder  da^enige,  wo  der  Endcoeffieient  W^^^  zum  ersten  Haie 
iftviftritt,  welches  daher,  der  Nulle  gleich  gesetzt,  eben  W^''^  bestimmt  hat,  geht  nun  über  in: 

r i+i)«^"''^"*  \-,h—r+m^i  (W'-^+tr^'^>)  +  Ä-r+w— i.W^*--*^  +  Ä-r4^-l.W''-''  + 

(407) 
+ +  A  — r  +  m— 1  .  W    «**. 


I>a   indess  auch  W^'*^  dasselbe  bleibt,  wie  in  der  Formel  (403),  dasjenige  nämlich,  welches  die  fol- 
g^ende  Gleichung  erfüllt  : 

so  reduzirt  sich  dieses  Glied  des  Substitutionsresultates  auf  den  monomischen  Ausdruck: 


-(r_i+0- *-''+"»-*  •«'^' 


•)    .   x*"^" 


.  e^ 


(409) 


Die  daraoflblgenden  Glieder  desselben  aber  sind  offenbar  aus  der  Formel  (399)  zu  erhalten,  wenn  man 
in  derselben  ebenfalls  W^*"^  in  W^^^  +  w^^  verwandelt  Es  folgt  hieraus,  dass  ^  zusammengesetzt 
sei  aes  dem  8r  Qi^d  aus  der  nachstehenden  Summe  von  Gliedern,  die  sammtlich  den  Factor  to^**^  tra- 
S^n  •  dass  man  also  habe: 

-(,_*  +  ,)     A-r  +  m-i.«—'  + 

r        h        \  4  (4tO) 

«Av  w«u  wir  aich  hier  der  Kfirze  w^en  die  Coeffieienten  der  anfeinanderfolgendeB  PMeazen  too 
f  teeb  «ioielne  Baehstaben  aosdrueken ,  nämlieh : 

53 


s;  =  Sr  +  «''-^e"'- 
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(418)  S;.  =  Sr  +  uy'.e^'  •  ar*-'-"  [Ä^x»«^"-»  +  ä;^"*'''-«  +■  ÄJx"*^"-»  +  +  Ä;-^«-] 

Soll  es  nan  mSglich  sein,  durch  schickliche  Wahl  von  w'^'^  ein  ^  zu  erzielen,  weiches  deiner  seinem 
Zeichen  nach  entgegengesetzt  ist,  so  hängt  diess  offenbar  ab  von  der  Beschaffenheit  des  Ausdruckes, 
den  man  erhält ,  die  Gleichung  Sr  ==  0  nach  tr^'*^  auflösend.  Dieser  Ausdruck  ist  mit  Rücksicht  auf 
den  Werth  (404)  des  ^: 

(418)  -   j^    ^«+„-,   _j_   j^.^  ^m+n-  ^  jjj;  ^w+i»-.  ^ ^  ^im+«-0 

nur  ist  hier  zu  bemerken,  dass  man  nicht  berechtigt  sei,  fi?^^^  diesem  Ausdrucke  allgemein  für  jedes  x  gleich- 
zusetzen, und  80  allgemein  das  Verschwinden  von  ^r  zu  veranstalten,  eben  weil  w^^'^  in  der  Rechnung  als 
Constante  und  nicht  als  Function  von  x  behandelt  worden  ist.  In  dem  vorliegenden  Bruche  nun  besitzen 
Zähler  und  Nenner  die  hekannten  Eigenschaften  ganzer  und  algebraischer  Functionen.  Beide  vermögen 
durchzugehen  durch  Null  Verseh windet  für  irgend  ein  x  der  Nenner,  ohne  dass  zu  gleicher  Zeit  der 
Zähler  durch  Null  geht^  so  wird  der  Bruch  unendlich,  und  es  kann  für  solch*  ein  specielles  x  und  für  ein 
demselben  naheliegendes  die  erhaltene  asymptotische  Form  des  Integrales  nicht  fSr  brauchbar  erachtet 
werden.  Geht  hingegen  der  Zähler  für  irgend  ein  2r,  etwa  ffir  ein  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x,  lie- 
gendes dnrch  die  Nulle  hindurch,  ohne  dass  diess  zu  gleicher  Zeit  auch  mit  dem  Nenner  der  Fall  wäre, 
dann  vermag  man  dem  w^^^  den  Werth  Null  zu  ertheilen,  und  es  ist  der  Ausdruck  (403)  selbst,  der 
ungeändert  einen  beliebig  angenäherten  Werth  des  particulären  Integrales  liefert,  wenn  nur  x^  und  x, 
nahe  genug  an  einander  gewählt  werden.  Hier  hätte  man  also  ein  zwar  nicht  für  jedes  x  brauchbares 
Integral,  gleichwohl  jedoch  ein  solches,  welches  zwischen  angebbaren  Grenzen  x^  und  x^  sich  als  ver- 
wendbar erweist.  Geht  aber  in  irgend  einem  Integrale  und  im  Bereiche  der  dem  x  zugetheilten  Werthe, 
nehmen  wir  wieder  an,  zwischen  x^  und  j?„  weder  der  Zähler,  noch  der  Nenner  dnrch  Null  hindurch, 
d.  h.  behalten  beide  innerhalb  dieser  Grenzen  einerlei  Zeichen ,  so  werden  sich  immer  zwei  zwischen 
eben  diesen  Grenzen  gelegene  Abscissenwerthe  £,  und  5,  angeben  lassen,  von  denen  der  erste  dem 
Bruche  (413)  den  allerkleinsten  Werth  ertheilt,  dessen  derselbe  zwischen  diesen  Grenzen  fähig  ist,  und 
der  zwar  ein  eigentliches  Minimum  sein  kann,  aber  nicht  zu  sein  braucht,  und  von  welchem  der  andere, 
£,  nämlieb,  eben  denselben  Bruch  mit  seinem  grössten  zwischen  diesen  Grenzen  lie^nden  WerOe 
versieht,  der  auch  wieder  ein  analytisches  Maximum  sein  kann,  aber  nicht  zu  sein  bnioehl.  Mcsea 
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^[rtealai  vnd  diesen  kleiusten  mögliehen  Werth  deb  Bruches  (413)  neDoea  wir  bezieblich  wf{^  und 
^mf^^K  80  ergeben  sieh  uns  für  w^^^  —  w^^  und  w^''^  =  w^^-  zwei  verschiedene  g|;,  die  offenbar  dem 
2EeiGhen  nach  entgegengesetzt  sein  werden  •  und  durch  sehiclcliche  Annäherung  der  Abseissen  x^  und 
-aßg,  aas  weicher  auch  eine  Annäherung  von  f^  und  £.  und  folglich  auch  von  w^^^  und  wf^^^  unmittel- 
Siar  folgt,  ehiander  ffir  jedes  zwischen  diesen  Grenzen  enthaltene  x  so  nahe  gebracht  werden  k$nnea, 
.^is  man  nur  wünscht  Das  wirkliche  particuUre  Integral  der  Differentialgleichung,  geometrisch  con- 
^^stroirt  gedacht,  findet  sipb  sohin  eingeschlossen  zwischen  zwei  asymptotischen  Curven,  denen  bezieh- 
Vich  die  Gleichungen  angehören: 

y  =  1?«'  rwar*+(^*)  W  .ar*-'  + +  (^^^,)  W^'"''' x^^'  +  (J)  (W^*^)  +  w^p)  a:*-^l 

^ie  verlaufen  zu  verschiedenen  Seiten  der  eigentlichen  Integraicurve  und  es  hat  eine  jede  von  ihnen 

^nit  der  letzteren  einen  einzigen  Punct  gemeinschaniieh ;  die  eine  nämlich  deiyenigen,  dem  der  Abscis- 

^senwerth  x  =  £^  entspricht,  die  zweite  einen  anderen,  dem  x  =  £«  angehört.   Wir  finden  also  unser 

•Xat^gral  nicht  eingeschlossen  zwischen  den  Werthen  y  und  y+rf*  wie  man  es  sonst  zu  beanstreben 

t,  unter  y  den  Ausdruck  (403)  verstanden,  sondern  zwischen  y  +  rj^  und  y  +  rj^*  wenn  man 

unter  tf^  und  tj^  die  nachstehenden  zwei  Functionen  denkt: 

V^  =  (J)  t^'r  e--  x^  Tf,  =  (J)  ir^  e-  x^^ 

Jffienn  knüpft  sich  nun  eine  sehr  wichtige  Bemerkung,  nämlich  die  Brauchbariceit  des  errungenen  In» 
tepnks  hingt  nicht  mehr  so  wesentlich  ab  von  dem  Abstände,  in  welchem  sich  der  beim  (r+l)^» 
^liede  abgebrochene  asymptotische  Werth  von  dem  wirklichen  Integrale  befindet,  i.  h.  nicht  von  der 
JDiliierenz  zwischen  y  und  y  +  tft^  oder  zwischen  y  und  y  +  i7t«  >1^  ni<^  ▼on  der  absoluten  Grfese 
^mr  Zusätze  w^f^  und  tt^[^  zu  W^^\  sondern  nur  von  ihrer  Differenz,  welche,  wie  gesagt,  durch 
sehieUlehes  Zusammenziehen  des  Grenzintervalles  zwischen  x^  und  x,  der  Nulle  beliebig  nahe  ge- 
limcht  werden  kann.  Also  hängt  auch  die  Brauchbarkeit  des  eriialtenen  Integralausdmekes  durchaus 
mMit  a^  von  der  Convergenz  der  absteigenden  Reihe ,  mit  der  die  Expönentielle  e^  in  der  Formel 
ISr  y  multiplizirt  erscheint  Diese  Reihe  kann  auch  eine  halbconvergirende  sein,  kann  in  den  späte* 
sten  GKedern  in  eine  steigende  iibergehen,  ohne  dass  diess  der  Verwendbarkeit  des  errungenen  asymp» 
t^lisdien  Integrales  irgendwie  Eintrag  Ihäte.  Es  wird  daher  der  im  lategrationsgesehäfte  befangene 
eine  grössere  Anzahl  von  Reihengliedem,  eigentlich  gesprochen,  nicht  darum  erringen,  um  ein 
Resultat  zu  erzielen,  denn  diess  erhält  man  auch  durch  Annäherung  der  Grenzwerthe  x^ 
mmd  X,,  sondern  darum,  um  eben  diese  Grenzwerthe  in  einen  grSsseren  Abstand  von  einander  brin- 
^en  SQ  kSnoen. 

'  .  .   Bekanntlieh  hat  jedes  ganze  algebraische  Polynom  in  x  4ie  Eigenadiaft,  von  irgend  einem 
g«aigead  «rosa  gewählten  Werthe  seiner  Variablen  an  das  Zeidiw  nicht  UMhr  zo  andern  i  und  na- 


(414) 


(416) 
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mentlieh  dacijenige  beizubehalten,  welches  seinem  mit  der  höchsten  Potenz  versehenen  Gliede  eigen  ist 
Diess  ist  nnn  anch  der  Fall  beim  Zähler  nnd  Nenner  des  Bmches  (413).  Man  wird  sieh  also  hier  ein 
genügend  gross  gewähltes  ^^^S.  denken  können,  so  zwar,  dass  nicht  Mos  der  Zähler  das  Zeichen 
von  Jf^ar***"*  nnd  der  Nenner  jenes  von  Ä^a?*^*~*  beibehält  von  sr=£  an,  sondern  anefa,  dass 
der  Nenner,  als  der  Gradzahl  nach  hSher,  den  Zähler  an  Grfisse  fortwährend,  and  beim  Waeksen  des 
X  mehr  nnd  mehr  fiberbietet.  BenSthigt  man  nnn  das  Integral  zwischen  den  Grenzen  2r=£  nnd 
a^asoo,  so  kann  man  dem  w^^^  offenbar  deigenigen  Werth  ertheilen,  den  der  Bmch  (413)  ffir  x^=^fi 
bekommt ,  nämlich : 

(416)  »''^-^  *=  -  £i- 

and  es  wird  der  wirkliche,  genaue  Werth  des  particnlären  Integrales  enthalten  sein  zwischen  dem  y 
der  (403)  und  y+t)'»  unter  tj  folgenden  einfachen  Ausdruck  verstanden: 


(417)  V--  \r)  k;J 


•^  e**  a?*-*" 


und  man  wird  das  so  abgebrochene  y  offenbar  jedesmal  für  tadellos  ansehen,  wenn  beim  unendlichen 
Wachsen  des  x  das  vorliegende  ij  gegen  die  Nulle  convergirt.  Hlezn  scheint  nun  zwar  nothwendig 
zu  sein,  dass  der  Exponent  der  Exponentielle,  ax  nämlich,  entweder  reell  und  -negativ;  oder  imtginär 
von  der  Form  (/\  +  /i  V~0^  ^^^  negativem  Xx  sei,  sonst  wächst  die  als  Factor  dem  ij  anhän- 
gende Exponentialgrösse  bei  zunehmendem  x  in  einem  solchen  Masse,  dass  trotz  des  etwaigen  Abneh- 
mens  von  a:^^,  welches  eintreten  wird,  wenn  r>h  ist,  demnngeacbtet  7f  eine  mit  x  ins  Unendliche 
wachsende  Function  vorstellt.  Gleiehwoltl  wäre  aber  auch  in  einem  solchen  Falle  der  Sehinss  auf  die 
Unbraochbarkeit  des  erhaltenen  Integrales  ein  voreiliger,  wdl  nachgewiesen  werden  kann,  dass  die 
beiden  asymptotischen  Gurven,  welche  die  wirkliche  Integraleurve  von  x=b£  an  zu  verschiedenen 
Seilen  einschliessen,  in  einem  beliebig  kleinen  endlichen  Abstand,  aber  gemessen  in  senkrechter  Linie 
von  einander,  gebracht  werden  könuen  dnroh  schiddiehe  Wahl  des  £,  also  auch  in  einem  beliebig 
kleinen  Abstände  von  der  Gurve  selbst,  die  zwischen  ihnen  verläuft,  und  diess  zwar  ungeachtet  dessen, 
dass  der  längs  der  Axe  der  y  gemessene  Abstand  tf  eine  mit  x  ins  Unendliche  wachsende  Grfisse 
vorstellt  Man  «herzeigt  sich  hieven  auf  folgende  Weise:  'Angenommen,  die.  einem  bereits  sehr  gross 
gewählten  x  entsprechende  Ordinate  treffe  die  untere  der  asymptotischen  Cnrven  in  einon  Pnncte  A^ 
die  obere  in  einem  Pnncte  fi,  so  dass  nuin  ABtr^rf  gleich  einer  beträohtiich  langen  Liüie  hat  Man 
vergesse  non  nicht,  dass  unter  so  bewandten  Umständen  der  sehr  grosse  Werth  der  Exponentialgrösse 

e^^  nicht  nur  ein  sehr  grosses  y,  senderii  auch  ein  sehr  grosses  •—-  nach  sich  ziehe,  nnd  IfiUe  jetzt 

dx 
vMi  A  ans  auf  die  zweite  asymptotische  Cnrve,  die  obere  nämlich,  eine  Senkrechte  AC;  so  hat  Min 

ein  Dreieck   ABC  mit  einem  sehr  kleinen  Winkel  bei  B,  der  für  einen  Augenblick  ^  heissen  mag. 

Es  ist  sodann  der  inBisde  stehende  senkrechte  Abstand  der  asymptotischen  Cnrven:  AC^ABSino, 

Well  aber  9   in  dieMB  iWle  einen  sehr  kleinen  Winkel  bedeutet^  kann  man  immer  fifäi^  dweh 
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M199  eraetzen«  iiii4  hat  so:  AC^=ABtang^.  Nach  einer  Grandformel  der  aaalytiselieii  Geometrie 

dx 
ist  aber  tang^^st:  — ,  zudem  hat  man  AB=^r),  folglieh  wird: 

Xu  ist  aber  der  dem  y  zultommende  Werth  enthalten  in  der  Form: 

y  ^  e^  ,  P. 
Dorch  DiHerenziren  gewinnt  man  in  derselben  Gestalt : 

dx         ^     ^' 

aod  fuhrt  man  jetzt  in  den  Ausdruck  für  AC  diese  Form,  und  zugleich  das  durch  die  (417)  gege- 
beoe  ^  ein,  so  ergibt  sich: 


'"'=-{?)ii 


x''-^ 


&        Q 

l>io  Gleidiang  (414)  zeigt,  dass  P  eine  Punetion  erster  Classe  vom  Grade  A  sei,  die  beim  fortwäh- 
■"^Bdett  Wachsen  yon  x  gegen  Wx^  convergirt,  folglich  eonvergirt  Q  gegen  aWx^  und  AC  gegM: 


^^  -  -  (r)   aWldax-' 


HlsQ   ]|^{q|  Sachsen  von  x  so  rasch,  wie  die  reciproke  r^  Potenz  dieser  Variablen  gegen  Null,  und 
^  ist  der  ins  Unendliche  wachsende  exponentielle  Factor  ganz  ausser  Wirksamkeit  getreten. 

Es  trifft  sich  sehr  oft,  dass  der  im  Exponenten  der  Exponentielle  vorhandene  Coefficient  a 
^meu  imaginären  Werth  enthalt,  etwa  a  =  yl+ji  V—  !•  Es  existiren  gewöhnlich  in  einem  solchen 
■'tlle  die  particulären  Integrale,  so  wie  die  Werthe  von  a  paarweise.  Während  namlioh  von  ihnen 
^^  €lne  !■  der  Form  erscheint : 

y  =  e^^+l^'/^  [L  -{-  M  V^^^, 
■®^  das  andere: 

y  =  e^^'yf^  [L  —  M  V"^^* 

'^^  man  kann  sie,  wenn  man  die  imaginäre  Exponentielle  e^^^l^  durch  den  ihr  gleichgeltenden  tri- 
gonometrischen Ausdruck  ersetzt,   jederzeit  verwandeln  in  zwei  reelle  particuläre  Integrale  von  der 

e^  Cos  jix  .  P  oder  e^  Sin  jxx  .  P. 

^^  iolehtis  partieolires  Integral  vermag  man  nun  sich  auf  folgetde  Weise  goemetrisch  eonstrairt  in 
Man  seiehiet  zuerst  die  Gurve:  e^P,  jedoch  oberhalb  aewohl,  als  auch  unterhalb  der  Al^- 
iAdem  avin  die  Ordinateo  «  positiv  und  negativ  anftrigt.  Man  erbilt  so  zwei  Gar?eii,  swt- 


\ 
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sehen  weichen  die  wirkliche  asymptotische«  der  die  Ordinaten  y  angehören,  auf-  und  absteigt,  di 
Abscissenaxe  in  air  deqjenigen  Puncten  schneidend ,  für  welche  Cot  fix  =  0  oder  Sin/MX  «» 
besteht  Diese  krumme  mit  den  Coordinaten  x ,  %  versehene  Linie  kann  die  Geriistcunre  der  asympU 
tischen  in  x^  y  heissen;  und  man  erkennt  nach  einiger  Ueberlegung,  dass  es  sich  hier  im  Wesenti 
eben  nur  darum  handle,  die  Gernstcurve  des  wirklichen  particulären  Integrales  zwischen  zwei  i 
nahe  als  möglich  aneinanderliegende  asymptotische  Gerfistcnrven  einzuscbliessen,  gerade  so,  als  wiM 
man  ein  particuläres  Integral  vorliegen   gehabt  bitte  ohne  dem  trigonometrischen  Factor  Sinpx  edi 

C09  JiX. 

Dero  bisher  Gesagten  kann  man  aach  genugende  Materialien  entnehmen  zur  Beantwortun 
der  Frage,  ob  und  unter  welchen  Umständen  es  räthlich  sei,  sieh  den  Factor  erster  Classe  des  asymi 
totischen  Integrales  in  absteigender  Reihenform  in  einer  grösseren  Anzahl  fernerer  Glieder  zu  versehai 
fen ,  ob  man  nämlich  damit  gegen  den  wahren  Werth  von  y  approximirt  oder  nicht.  Die  geringst 
Schwierigkeit  bietet  diese  Untersuchung,  wenn  man  sie  nur  für  bereits  sehr  gross  gewordene. 
durchzuführen  gedenkt,  weil  dann  der  wahre  Werth  des  Integrales  enthalten  ist  zwischen  dem  m 
dem  r-{- 1"^«^«  Gliede  abgebrochenen  asymptotischen  y  und  dem  y  +  rj*  unter  y  +  rj  den  äusserst  eii 
fachen  Ausdruck  (406)  verstanden.  Hätte  man  nun  za  dem  y  noch  ein  Glied,  das  mit  W^^^^  dai 
genommen,  und  daun  vielleicht  noch  eines  mit  dem  Coeffieienten  W^^*^  oder  mehrere  feniece,  s 

wurden  sich  auch  mehrere  Ergänzungsfunctionen  rf\  rf\  ergeben  haben,  bestimmt  durch  di 

Formeln : 


Ihr  Anblick  lehrt ,  dass  es  nur  so  lange  erspriesslich  sein  könne ,  den  Werth  von  y  durch  Hinin 
setzen  fernerer  Glieder  zn  vervollständigen,  als  die  nachstehenden  Grössen: 


eine  fallende  Reihe  bilden  für  or^^.    Ginge  irgendwo  die  Reihe  in  eine  steigende  über,  so 
offenbar  die  Berechnung  fernerer  Glieder  von  gar  keinem  Nutzen,  weil  man  sich  der  zu  berechnende 
Function  nicht  nähern,  sondern  davon  entfernen  wfirde. 

Fassen  wir  jetzt  die  Ergebnisse  unserer  Untersuchungen  wiederholend  zusammen ,  so  ergil 
sich  Folgendes:  Die  asymptotische  Integrationsmethode  liefert  für  die  particulären  Inlegrale  Ausdrfieki 
die,  wenn  sie  geschlossen  sind,  ganz  genau,  wenn  sie  aber  in  Form  von  unendlichen  Reihen  kesh 
hen ,  mindestens  im  beliebigen  Grade  der  Annäherung  die  Function  wiedei^eben ,  die  sie  darzosldk 
bestimmt  sind.  Ihre  Brauchbarkeit  jedoch  ist  entweder  zwischen  mehr  oder  wenlgw  nahe  m  «iM^te 
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liegende  Grenzen  eingesehlossen,  oder  an  die  Bedingung  eines  genügend  gross  gewälilten  x  geknöpft,  iui 
nbrigen  aber  nicht  abhängig  von  der  Convergenz  ihrer  in  absteigender  Reihenform  erscheinenden  mnlti- 
plieatiYen  Bestandlheile  und  auch  nicht  abhängig  von  dem  Umstände,  ob  der  Werth  Yony  mit  x  ins  Un- 
endliche wichst  oder  nicht  Man  l^onnte  darauf  allenfalls  auch  einen  ExLsteuzbeweis  des  allgemeinen 
fot^rales  einer  beliebigen  Differentialgleichung  gründen.  Er  vermochte  jedoch  nicht  denjenigen  zu  er- 
setzen, der  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  zum  genannten  Zwecke  vorgetragen  worden  ist,  weil  die 
asymptotische  Integration  nicht  immer  das  allgemeine,  mit  der  genugenden  Anzahl  von  Constanten  ver- 
üehene  Integral  liefert,  sondern  in  der  Regel  nur  mit  so  vielen,  als  die  wohlbekannte  algebraische 
Gleichung  Um  =  0  von  einander  verschiedene  Wurzelu  hat,  also  gelegentlieh  auch  gar  keines. 

Diese  Resultate  haben  beinahe  etwas  Ueberraschendes  und  Misstrauen  Erweckendes,  da  man 
auf  einem  anderen  Felde  wohl  nicht  wagen  durfte  eine  Reihe,  von  der  man  erweisen  kann,  dass  sie 
■ieht  convergire,  abgebrochen  bei  irgend  einem  Gliede  für  brauchbar  zu  erklären.  Auch  hier  muss 
maa  mit  solchen  Gebilden  vorsichtig  umgehen ,  und  es  wird  daher  gut  sein ,  zum  genauen  Verstand- 
oisse  der  Sache  aufmerksam  zu  machen  auf  die  besonderen  Eigenthumlichkeiten  der  durch  das  hier 
aoseinandergesetzte  Verfahren  erhaltenen  asymptotischen  Werthe.  Man  erinnere  sich  demnach  zuerst, 
d^ss  unsere  Grundform  die  eines  Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  gewesen  ist, 
nämlich : 

a 

Sie  bezeichnet  offenbar  jedesmal  ein  bestimmtes  y,  so  oft  W  eine  bestimmte,  angebbare  Function  von 
^  isfL  Diess  ist  aber  der  Fall,  wenn  sich  W  mit  Hilfe  der  Mac -Lau  ri  naschen  Formel  in  Form  einer 
coQVergirenden  Reihe  wiedergeben  lässt,  aufsteigend  geordnet  nach  Potenzen  der  Differenz  u  —  a^ 
^enn  anch  die  Convergenz  nur  für  solche  u  bewiesen  werden  kann,  die  ganz  nahe  an  a  liegen,  weil 
J&  nach  vollbrachtem  A-maligen  Differenziren  u  selbst  in  a  verwandelt  werden  muss. 

Die  Reihe  also,  die  eine  bestimmte  Function  von  u  darstellt,  und  desshalb  convergiren 
"»«»SS,  wäre: 

W=W  +  W(u-a)  +  -^(ti-ccT  + +—r  («-«/+ 

Hier  bedeuten  W,  W\  W'\  genau  dieselben  Coefficienten ,  die  auch  in  unseren 

''^tcgralformeln  vorkommen,  und  es  eonvergirt  die  vorliegende  Reihe  für  W  nicht  nur  dann,  wenn 
^^se  Coefficienten  ins  Unendliche  abnehmen,  oder  beim  fortwährenden  Wachsen  des  Differentiationsin- 
^^^  r  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  zuschreiten,  sondern  auch  dann  noch,  wenn  sie  ins  Unend- 
'^fte  wachsen,  so  zwar,  dass  man  allgemein  für  sehr  grosse  r: 

"^^t;  nur  ist  die  Convergenz  in  den  ersten  zwei  Fällen  eine  absolute,  für  beliebige  u  und  a  giltige, 
^^  letzteren  aber  eine  auf  Grenzen  beschränkte  und  an  die  Bedingung  gebundene,  dass  der  nume- 
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rische  Wertb  von  u^a  nicht  grosser  als  —  sei.  Noch  mehr :  Diese  Coefficienten  können  sogar  un- 
endlich werden  für  gewisse  a ,  wenn  diess  dann  einem  gewissen  Nenner  (u  —  a)*  in  IF,  oder  einer 
oder  auch  mehreren  logarithmischen  Transcendenten  log*  (u  •—  a)  zuzuschreiben  ist ,  was«  wie  wir 
wissen,  oft  genug  vorkommt,  wenn  IT  das  Integral  einer  Differentialgleichung  ist;  so  bekommt  man 
auch  noch  durch  Sonderung  des  Nenners  oder  logarithmischen  Bestandtheiles  ein  brauchbares  VF,  das 
eine  bestimmte  Function  von  u  darstellt. 

Vergleichen  wir  hiemit  die  andere  Form  von  y^  die  aus  dem  A^"  Differentialquotienten  her- 
vorgeht, und  in  Form  eines  Produktes  vorkömmt  aus  einer  Exponentiellen  in  eine  absteigende  Reibe, 
so  sehen  wir,  dass  es  namentlich  mit  dieser  Letzteren  eine  ganz  andere  Bewandtniss  habe.  Sie  ver- 
mag nämlich  nur  dann  zu  convergiren,  wenn  W^^'  beim  fortwährenden  Wachseu  von  r  entweder  der 
Nulle  oder  mindestens  einem  endlichen  Werthe  zuschreitet.  Dieser  Unterschied  wird  bewirkt  durch  die 
Natur  der  Coefficienten,  welche  hier  die  der  Exponentialreihe  angeh5rigen,  dort  die  der  Binomialformel 
eigenthufniichen  sind.  Es  ist  daher  klar,  dass  wenn  auch  gelegentlich  die  eine  dieser  beiden  Formen, 
die  absteigende  nämlich  als  divergent  und  als  desshalb  unbrauchbar  erkannt  werden  sollte,  doch  minde- 
stens die  andere,  die  eines  Differentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl  nämlich,  tadellos  bleibL 

Aus  unseren  hierortigen  Untersuchungen  hat  es  sich  herausgestellt,  dass  selbst  die  abstei- 
gende divergirende  Reibe  nicht  unbedingt  verwerflich  sei,  nachdem  sie  uns  eine  endliche  Ergänzung 
einer  ähnlichen  abgebrochenen  Form  geboten  hat,  deren  Bedeutung  jedoch  hier  etwas  näher  unter- 
sucht zu  werden  verdient. 

Man  muss  nicht  vergessen,  dass  es  mit  den  particulären  Integralen  einer  Differentialglei- 
chung eine  andere  Bewandtniss  habe,  als  mit  den  Wurzeln  einer  algebraischen  oder  transcendenten 
Gleichung.  Der  Unterschied  nämlich  ist:  Eine  Wurzel  ist  ein  bestimmtes  Individuum;  ein  particuläres 
Integral  hingegen  nicht ,  und  man  bekommt  aus  einer  Gruppe  dieser  Letzteren,  wenn  man  will,  unend- 
lich viele  andere  durch  Multiplication  mit  bestimmten  Coustanten  und  Addition.  Diese  gewisse  Unbe- 
stimmtheit dehnt  sich  nun  auch  aus  auf  die  Ergänzung  der  bei  einem  gewissen  Gliede  abgebrochenen 
Reihe,  die  die  Rolle  des  Factors  erster  Classe  des  particulären  Integrales  spielt.  Auch  diese  Ergänzung 
nämlich  ist  kein  bestimmtes  Individuum,  sondern  unendlich  vieler  verschiedener  Werthe  fähig,  von 
denen  einer  allerdings  der  Rest  ist  der  abgebrochenen  Reihe;  ob  man  aber  gerade  diesen  hat,  oder 
einen  anderen,  gänzlich  davon  verschiedenen,  mit  dieser  Ergänzung  vielleicht  in  gar  keinem  Zusam- 
menhange stehenden,  diess  fordert  erst  eine  eigene  Untersuchung. 

Bezeichnen  wir  in  der  That  das  abgebrochene  Integral  mit  y^ ,  seine  Ergänzung  mit  i; ,  so 
dass  jfi  in  die  Differentialgleichung  substitulrt,  das  bekannte  Resultat  J§  liefert,  während  2^1  +  ^  einen 
Genüge  leistenden  Werth  darstellt,  so  wird  man,  anstatt  y  wirklich  2^  +  ?;  in  die  (384)  setzend,  zu 
der  folgenden  Differentialgleichung  in  n)  gelangen: 

(419)       («.  ^^  +  K  x'"-'  + +  g„)  1,  "^  +  (a^,  x^  +  6^,  a?«-  + +g^,)  17  -^^  + 

+  («.a:-  +  6,ap'«-  + +  gj  if     +  (a.    x^  +  b.    x^''  + +g.)     1;  =  -  S- 
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tischen  Form  begrfindttL  An  ihren  Auüifem  nimlieh  Bissen  se  zn  sigen  4ie  Intagnleonre 
and  ihrer  Gestalt  naeh  abgewiekelt  werden. 

Diess  begründet  die  Nethwendigkeil  der  Untersnehnng,  wie  gress  x  gewiUt  sein  n 
mit  man  sicher  sei,  nicht  bloss  bei  Bereohnung  des  partlcniaren  Intqprales,  sondern  anch  A 
hörigen  Ergänzung,  eingeleitet,  wie  im  Vorhergehenden,  es  nur  mit  einem  einzigen  partica 
tegrale  zn  thun  zu  haben. 

Wir  haben  zwar  diese  Frage  bereits  dahin  erledigt,  dass  in  dem  Polynome: 

Kr  X*^*  +  Kr  a?*^*"*  +  K  «~^^  + +  Kl^r^'K 


das  mit  der  höchsten  Potenz  von  x  verbundene  Glied  die  Summe  aller  übrigen  an  GrCsse  üb 
also  X  grösser  gewählt  sein  muss,  als  die  grSsste  Wurzel  der  Gleichung,  die  man  erhalt,  n 
dieses  Polynom  gleich  Null  setzt.  Es  kommt  jedoch  hier  noch  zu  bemerken,  dass  mnn  Hki 
zeln  anzugeben  im  Stande  ist.  Wenigstens  ffir  sehr  grosse  r,  d.  h.  wenigstens  dann,  wenn 
particuläre  Integral  in  einer  grossen  Anzahl  von  Anfangsgliedem  berechnet  hat  In  der  Thnt 
ren  sich  für  sehr  grosse,  gleichsam  unendlich  gedachte  r  die  mit  A  — r,  A  — r,  A— r,  . 
zeichneten  Polynome  der  Reihe  nach  auf: 

A-  r  =  (-  D—  .  r  .  U'«,        h-r  =  (  -i)«  ^  U;,        A-r  =  (-  1)«  ^ 


^,.^..  ^«1+1  ^("M-'-i»  |J»+» 


jm-i\ 


(4.1,  *--  =  (-o-(sqn)7"'"" *-'  =  <-'>"ös+;y 

h~r  =  (— ir— tUS^      h-r  =  (-1)«-«—^  IT 

Ä_r  =  (-ir--,  U2L Ä-r  =--  -,l 

Bezeichnen  wir  die  Grenze,  welcher  sich  der  BinomialcoeSIcient  (^j,  oder  auch,  wt 
(   4.    )  ^^^^  fortwährenden  Wachsen  von  r  nähert,  numerisch  genommen  und  ohw 
das  Zeichen,  mit  y;  so  gehen  die  Werthe  der  mit  Ä  bezeichneten  CoeflScienten  i 
(411)  gezogen,  und  eben  für  sehr  grosse  r  gedacht,  über  in: 

Ä,==  — ^.Ä  — r  +  m— 1,        Ä;=-ir.  A  — r4-m-2,        K;  =  +  g.h 

(4M)      K?"^n.t)  _  (_  ,)«.^«-.  g  ^  Ä 

Erwägt  man  zudem  noch,  dass  in  den  ersten  Theilen  der  Gleichungen  (421)  in  i 
einigen  onler  ihnen,  der  Beschaffenheit  von  r,  als  sehr  gross  vorausgesetzten 
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^•rek  r±<  enetzt  werden  koane,  mter  t  eine  beliebige  endliche  ganze  Zahl  Yeretandea,  die  mit  den 
d^rdnangszaUen  m  ond  n  eomparabel  ist,  ohne  dass  desehalb  an  d«a  zweiten  Theilen  eben  dieser  Glei- 
swaagen eine  ähnliche  Veränderung  nothig  wäre ;  so  sieht  man ,  dass  die  Torliegenden  Werthe  der  K 
^fabcher  noch,  wie  folgt,  wiedergaben  werden  können,  wenn  man  die  Voraussetzung  eines  sehr 
^^«esen  Stellenzeigers  r  festbilL 

Äir^"-*^  =  (—  1)*+^*  g  —,  U?\ 

Bilden  Wir  mit  diesen  Werthen  das  In  der  Formel  (413)  im  Nenner  erscheinende  Polynom  und  setzen 
es  der  Nalle  gleich,  um  die  Werthe  kennen  zu  lernen,  f&r  welche  eben  dieser  Nenner  verschwindet; 
so  i^rg^  sich  nach  Weglassnng  deijenigen  Factoren ,  die  nicht  Null  sein  können ,  zunächst  die  fol- 
gende Gleichung: 

0  ^=«    Kr  a^*^'  +  Kr  x^^^  +  K;  s^''^^  + +  Äj!»+*^*>  = 

=     -.rir^a:i«^-*  +  -?^U:x«^--^-  +  +(-i)'-.^^USr*^x-^*+ (414) 

+  (-ir^Uä)a:»+  (-l)"^U21.x-«+  +(_,)t.£!ü;»). 

Verlieren  wir  hier  nicht  ans  den  Augen,  dass  in  U«,  dessen  allgemeiner  Werth: 
Vm  =  a^  OL'  +  a^^  a'-'  + +  a,a  +  a, 

''^  «     Md  ia  aUen  sdoen  DifferentialqaotienteD ,  die  hier  mit  U^,  l)^ beieielinet  eneheinen, 

"^^^tt  a  Irgend  eine  der  Wurzeln  der  Um=0,  die  wir  ndt: 

^^ Zeichnet  haben,  und  denen  beziehlich  die  Differentiationsindices :    .  .    -    :,  /•  .  . 

Alf  Ä,,         *Ä,,  '  A„ 

ehSren,  gesetzt  gedacht  werden  mnss.  Je  nachdem  es  das  erste,  zweite,  dritte,  n^  parti- 

Ure  Integral  ist;  welches  der  Discnssion  nnterli^,  so  folgt  hieraus  erstens,  dass  wir  zu  dem 
^^^  anlJKe^^fel^c^teii  Gleich)ing^lyj[|ome.  (4.24)  das.  yerschwindende  Glied  U«f^.  VnznzufSgea  ^ 
"^^^hti^.^d^  ff^nif^n  wir  noch  zweitens  di^p, Factor -x*^  fil^.«.  i?^^  beze{ehnf||i  f^i;  ^en  Aqgen- 
^^ek  den  allgemeinen  Werth  von  V^  mit  F(x),  mithin  den  auf  das  erste  particuläre  Integral  bezo- 
^^^nen  beispielsweise  mit  J^a^),  also  IT.  mit'F'(aj),  ti;;;  mit**'(aj),  u^'s.  V;  zudem  erwägen  ^'^^  • ' 
tf  Mäi'^drmel^r,  dasVt*  '■  ■  -  '  ■'  •'"■•  ■•'«•'■"  ■*■  '  '  -'''    -  '•  '=?'"       "       ^-J'  ^■^'^^' 
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ül,  and  erthietlen  hlemii  uhitoret  6lächö%  schliesslieh  die  Mf^äe,  anseiM  BrWijfoiq;«!  f8iistlg!dte 
ßtstalt: 


(«5)  af"+"  * 


Pia,)  -  P(«.)-+  *-(a.)  -  - 1^(«.)  ^-^  + . .  .-H-O-F- W^^jziyii^r  + 


'-  Als  ffestiaimangsgleichang  ffir  x  angesehmi,  bietet  sie  in  den  ersten C6efficientenpaarenn—I  an  der 
Zalil  (denn  das  verseil windeade  F(aJ  darf  hierbei  nicht  gerechnet  werden)  lanter  Ansteigiingen  um 
die  Einheit  in  der  GradzahLnach  r  dar,  was  bekanntlich  auf  n—  1  Wurzeln  in  der  Form  Ar  hin- 
deu^t.  Hierauf  folgen  m  Coefficientenpaare  von  der  gleichen  Gradzahl  n  nach  r,  was  auf  Wnrzdn  m 
an  der,  Zahl  hindeutet,  die  nach  r  von  der  Ordnung  Null  sind.  Denkt  mau  sich  dem  ar.  die  erste  Form, 
naiplich:  x===Ar  ertheilt,  und  die  Glieder  niederer  Ordnungen  nach  dem  sehr  grossen  r  weggelassen; 
so  verwandelt  sich  unsere  Gleichung  in: 

(416)     F(a,)  ^  F(aJ  1  +  1  /P'  (a J  -^-  -  ^  F;ia,)  ^  ^  ,,  .. .  +  (-^  0"  «•  ^  ^  0, 

- .  ■    ;  Otter  was  dasselbe  ist: 

(4«7)  :    ■  ^h-jjTO-     .  i 

Da  nun  aber  die  Function  F{a)  die  Eigenschaft  hat,  ffir  a  gleich  a^t  a^,  ol^^ ^a  zu  ver- 

schwinden ,  so  ergibt  sich ,  dass  Wurzeln  unserer  Gleichung ,  und  zwar  n  —  i  an  der  Zahl  conver- 
giren  gegen:  .*».».:  ^  '     ' 

(4t8)  ^'  ""  "4  ^  ^' '  ^*  ■"  T  "^  ^^»  •  «t  —  ^  =  öty 

Der  Werth  a, — T=^i  '^^  desshalb  auszuschliessen ,   weil  et  mit  d^  Voraussetzung  eines  sehr 
grossen  r  im  Widerspruche  steht  ::..:•  ••    '  M  ■■       ..i  •...  .  -   i'       i: .; 

Es  ergeben  «ich  hieraus  die  folgenden  n — 1  l^erthe  von^.x: 

6ie  ttAirig^ti  M' Wurzefb  erhät  ihan  eV^Ato,  är  gleieV^         Cotti»llftbti  B  Von  mSssIgem^^^ 

sätsend,'  iiiid  nbir  'dteKSchsten  (hi^e^  von  "^fi^  ieftebaitena.  ftt^  sich  diüiitch  eiti^ütfe  (ai6tehaiii^''bi: 

r4ao^  a^  B~  + 6.  Ä""*  +  p«l»"-\+ r   v•+*^%=ö• 

Diess  ist  aber  der  erste  Co^deat  der  vorgelegten  DifDretlialgleiehung  ffe.iff  =^*j  f^  ^rwHm  «M 
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Brwigt  man  nnn,  dass  eine  jede  Differentiation,  an  IF,  angebraeht.  den  BiqMneilen  eian  jeden  Flne- 
lors  im  Nenner  nm  die  Einheit  erhölie,  dass  mithin  der  Form  naeh: 

L  _       

sei,  woraus  durch  Differentiation: 

HT'^  ^^  _  K^-r-\-\  __  Ä,  4-  '•  +  i  _  _K  +  >•+  « 


M 


abgeleitet  wird;   bemerkt  man  zudem,  dass  derjenige  Factor  eines  Productes,  der  am  raschesten 

wachst,  das  Mass  seines  Wachsthunis  anf  das  Prodnlct  selber  fibertrage,  und  zieht  In  Brwagang,  dass 

/i   ^  r  -{-  \ 

im  zweiten  Theile  der  Gleichung  (435)  das  Glied das   vorherrschende    sei ,    wenn 

u  —  a, 

u  =  ai  gedacht  wird;  so  hat  man: 
(436) 


r 

und  hieraus  erklart  sich  ganz  ungezwungen,  wie  jr<       — -  sein  muss,    um  in   die  absteigend 

a,  —  tt, 

geordnete  Reihe  Convergenz  zu  bringen.  Es  triRt  diess  aber  nur  die  entwickelte  Form  und  nicht  die 
Reihe  für  FT,  nSmIich: 

(437)  JF=  W  + W'  (ti-a)  + W"^"~'*^'+ 


die  keine  Binomialcoefficienten ,  sondern  nur  die  der  Exponentialreihe  angehorigen  besitzt,  trifft  daher 
auch  nicht  das  in  Form  eines  A^"  Differentialquotienten  gedachte  particuläre  Integral  und  fuhrt  nur 
zu  der  Folgerung,  dass  in  einem  jeden  Falle  die  Anzahl  der  Glieder,  bis  zu  welcher  die  entwickelte 
Form  sich  noch  immer  brauchbar  gestaltet,  nach  den  jedesmaligen  UmständAi  zu  bestimmen  sei,  and 
gelingt  es,  diejenigen  Factoren  erster  Classe,  die  beim  successiven  Differenziren  in  den  Zustand  des 
unendlichen  Wachsens  gerathen,  sänuntlich  auszusondern,  so  wird  man  nur  noch  nothig  haben,  i 
grfisser  zu  wählen,  als  die  grosste  der  mit  a  bezeichneten,  unter  (431)  vorflndigen  Wurzeln,  und  i 
ist  die  halb  convergirende  in  eine  ffir  solche  x  völlig  convergente  übergegangen. 

Wie  diese  Aussonderung  zu  bewerkstelligen  sei,  kann  erst  später,  wenn  vom  Integriren 
der  Fonn  eines  bestimmten  Integrales  die  Rede  sein  wird,  auseinandergesetzt  werden.   Hier  mag  r 
vorderhand  nur  bemerken,  dass  die  verschiedenen  Integrationsmethoden  einander  ergänzen,   und 
gegenseitigen  Ergebnisse  ihrer  Bedeutung  nach  erhellen. 

Nicht  immer  hat  der  Werth  von  W^  die  ihm  unter  (433)  zugetheilte  Form.  Einige  f 

ren  des  Nenners  und  mitunter  alle  können  fehlen.  Diess  wird  der  Bruch  (4 13)  dadurch  verr 

dass  ffir  sehr  grosse  r  Zähler  und  Nenner  gemeinschaftliche  Wurzelfactoren  besitzen,  der  Bruc 

^^-^  «»iuer  Abkürzung  fähig  ist,  und  zwar  z.  B.  durch  x ,  wenn  in  dem  Nenner  \ 

a,  —  a^ 
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dar  Fad*  <fli--a^«^  nicht  roriiaMlen  isU  St  zeigt  sicii  Jedodi  diese  Aliwesenheit  In  der  Regd 
ndit  erat  liei  der  DiseoBsiM  des  id  Rede  steiiendeD  Bnielies«  sondern  gleicli  lieim  B^nne  der  Reeli- 

nnnf ,  d.  L  M  der  Bestimmngr  von  W,  W\  W\ ,  und  erteilet  bei  dem  Uastande,  diss 

rm  irgend  einem  dersellien  angtfangen  dt—a^  im  Nenner  nielit  melir  vortcömmt 

Gründliche^  einsngehen  in  den  Gegenstand  der  fegenwirtigen  Untersnchnngen  dSrfte  so 
lange  weniger  fronurien«  als  die  hier  der  Function  W  ertheilte  Form  (433)  nicht  gerechtfertigt  ist« 
was  erst  spiter  geschehen  luinn.  Nützlich  aber  wird  es  sein,  die  hier  gewonnenen  Ergebnisse  in  w^ 
nigen  Werten  insanunenzufassen  und  einige  praetisehe  Bemerkungen  daran  zo  Imfipfen. 

Die  allgemein  beim  asymptotischen  Integriren  dem  Integral  zugetheille  Form  eines  Differenz 
tiaiqnotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl,  d.  h.  die: 


»  =  :s»  [«"  "'ll- 


sfellt  jedesmal  eine  bestimmte  Function  von  or,  die  der  Differentialgleichung  Genüge  leistet,  mithin  ein 
Integral  dar,  weil  W  immer  eine  bestimmte  angebbare  Function  von  u  ist,  indem  es  als  aufsteigende 
Beihe,  nämlich: 

W=W  +  W  (ii  ^a)+W''  ^"  "^  ^^'  +  . . ; 


wiedergegeben  werden  Icaan,  die  mindestens  für  solche  u,  die  nahe  an  u  liegen,  immer  convergirt, 
des  Fall  ausgenommen«  wo  der  Differentiationsindex  h  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  jind  wo  in  die 
Fmetion  IFein  Logaridunns  u  —  a  fillt,  durch  dessen  Abscheidung  indess  die  Convergenz  wieder 
lierbeigefnirt  ist,  so  dass  man  annehmen  kann,   W  bedeute  stets  eine  bestimmte  Function  von  u  mit 

^iae  darin  enthaltener  logarithmischer  Transcendente. 

^'  Verwandelt  man  den  /i^"  Differentialquotienten  in  die  der  weiteren  Rechnung  sich  besser 
le  Form  ehies  Produktes  einer  Exponentielle  in  eine  Function  erster  Classe,  die  die  Eigen- 
nehafteff  mit  den  algebraischen  theilt,  so  erscheint  wohl  diese  letztere  nur  ausnahmsweise  geschlosaen. 
In  der  Regel  aber  als  absteigende  unendliche  Reihe,  die  sehr  oft  zu  den  halbconvergirenden  zahlt, 
d.  h.  dei^enigen,  bei  welchen  die  Summirung  einer  gewissen  Anzahl  von  Anfangsgliedern  ein  Resultat 
gibt,  welches  dem  wirklichen  Functionswerthe  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  naher  kommt,  sodann 
aber  sich  davon  wieder  entfernt,  so  dass  es  also  nicht  erspriesslich  ist,  diese  Reihen  in  einer  unbe- 
grenzten Anzahl  von  Anfangsgliedern  aufzuzeichnen,  vielmehr  jedesmal  die  Untersuchung  einzuleiten 
ist,  bis  zu  welchem  Gliede  eine  solche  Summirung  nur  Vortheil  bringe. 

.  Wiewohl  man  der  halben  Convergenz  der  absteigenden  Reihen  durch  geeignete  Transforma- 
tion der  das  Integral  darstellenden  Reihe  jedesmal  entgehen  kann,  so  thnt  man  diess  doch  nur  in  sehr 
seltenen  Fallen ,  weil  durch  ein  solches  Transformiren  stets  mehr  oder  weniger  die  Handsamkeit  und 
Dorehsichtigkeit  des  Ausdruckes  verloren  geht,  und  weil  andererseits  die  Natur  der  Aufgabe,  die  zu 
einef  linearen  Differentialg^debung  gefährt  hat,  einen  Ausdruck  von  grosserer  analytischer  Geüiig* 


\ 
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k«t  lor  hSehflt  aeitai  erheisehL  Meisleiis  ist  es  lamDch  ein  tteehaaischea  SehwingingsproUcai^  welr 
ehes  verttegl«  mid  die  «Dabhangige  Veraoderlieiie  x  bedeatet  eiae  Botfernanf  Tom  Orte  der  arqprfingw 
liehen  Erregung,  and  oft  aneh  von  einem  aelir  weit  abgelegenen  Pnnete,  bis  za  wdehem  das  Jn 
Schwingong  begriffene  System  sieh  nieht  einmal  erstredet.  Man  braneht  daher  das  Integral  lir  andere« 
als  sehr  grosse  x  entweder  gar  nieht ,  oder  man  ist  nicht  einmal  zur  Annahme  der  linearen  Form  der 
Differentialgleiehnng  dir  kleinere  x  berechtigt.  Da  also  dieses  x  jedesmal  sehr  gross  angenommeo 
werden  mnss,  so  forscht  man  natargemass  vor  allem  anderen  nach  dem  Verlaufe  der  Eraeheinnng,  wie 
sie  stattfindet  in  so  grossen  Entfernungen  x,  dass  für  dieselben  die  absteigende  rednzirt  werden  kann 
auf  ihr  erstes  Glied.  Dann  erst  übergeht  man  zur  Erörterung  der  eomplizirteren  Phinomene ,  die  Platz 
greifen  für  solche  Entfernungen  x^  für  welche  dieselbe  sich  ohne  merklichen  Fehler  auf  die  Summe 
von  zwei,  drei,  vier  Anfangsgliedern  zusammenzieht.  Bei  einer  solchen  Behandlung  des  Gegenstandes 
ist  nun  der  Einfluss  der  in  den  letzten  Gliedern  bemerkbaren  halben  Convergenz  der  Reihe  um  so  gerin- 
ger, als  sich  immer  zwei  nahe  aneinander  liegende  Grenzen  angeben  lassen,  innerhalb  deren  der  wahre 
Punctionswerth  gelegen  sein  muss.  Dass  hiebet  die  wirkliche  Angabe  dieser  Grenzen  von  hervorragen- 
der Wichtigkeit  sei,  versteht  sich  von  selbst. 

So  wie  die  Tneorie  der  algebraischen  Gleichungen  nicht  nur  den  Nutzen  hat,  dass  sie  die 
Wurzeln  derselben  dengenigen  verschafft,  der  ihrer  b^othigt,  sondern  auch  den  noch  weit  grossem, 
dass  sie  Mittel  an  die  Hand  gibt,  die  wirkliche  Berechnung  der  Wurzeln  entbehrlich  zu  machen  und 
dooh  alles  zn  erfahren«  was  man  zu  wissen  wfinseht,  so  verhält  es  sich  aneh  mit  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen,  nSmDch  man  begnügt  sich  auch  hier  sehr  oft  gerne  mit  der  monomischen 
Asymptote  des  particuliren  Integrales,  die  man  in  sehr  vielen  Fällen  beinahe  ohne  Rechnung  beim 
unmittelbaren  Anblicke  der  Differentialgleichung  kennen  lernt,  und  mit  den  Antschlussen ,  die  diesem 
eingliedrigen  Ausdrucke  entnommen  werden  kSimen  und  die  in  der  Regel  den  Verlauf  versebiedener 
Erscheinungen  sn  erkennen  geben  in  sehr  grossen  Entfernungen  vom  Anfangspnnete.  Es  kann  demnach 
wunscbenswerth  sein,  za  wissen,  mit  welcher  Genauigkeit  das  erste  Glied  im  Wertke  von  y  fnr  sehr 
grosse  X  die  Fnnctiod  y  wiedergebe,  oder  mit  anderen  Worten,  in  welchem  Abstände; 

(438)  y,  =  We^x* 

von  dem  y  der  (384)  stehe.  Hier  gelingt  es  nicht  mehr,  y  in  zwei  Grenzen  einzuschliessen  von  der 
Form  der  Function  y^  durch  Veränderung  des  Coefficienten  W,  weil  dieser  eine  Integrationsconstante 
ist,  wohl  aber  lässt  sich  diese  im  gegenwartigen  Falle  durch  Variation  des  Exponenten  h  bezwecken, 
indem  man  sich  denselben  in  h  +  y  verwandelt  denkt,  unter  y  einen  möglichst  klein  gewählten  Zusatz 
verstanden,  der  aber  doch  so  gewählt  ist,  dass  y  entweder  zwischen 

y^  =  We^x^  und  y,  =  We^^x'^^y 
flUlt,  oder  auch,  dass  y  zwischen: 

y,  =  W^''x**7.  und  y,  =  Wu'*x*^v« 
enthalten  bleibt,  diess  alles  nur  im  Berelehe  jener  Werthe  von  x,  fir  welche  die  Differentialgleiehnng 
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in  dieselbe  DifferentialgleichuDg  ein.  Das  Resultat  ist  wieder  in  der  Formel  (439)  enthalten,  und  « 
durch  Umwandlong  von  A  in  A  +  ^  gewonnen  in  folgender  Gestalt: 

(442)  S'  =  Wu«*ar*+r^  T. 

Hier  ist: 

im  r=T+[f +«-.^.jy  +  -g^+ +^7ib 

ein  n  +  i  gliedriger  Ausdruck,  der  mit  dem  it^»  Differentialquotienten  von  T  nach  h  abschiieä 
muss,  weil  T  nach  h  nur  vom  n^^  Grade  ist  und  mithin  alle  höheren  Diffierentialquotienten  versehe 
den.  Ordnet  man  nun  T  zuvorderst  absteigend  nach  Potenzen  von  y,  indem  man  die  7^  =  0  als  ( 
Bestimmungsgleichuog  für  y  ansieht,  die  Coefficienten  aber  der  verschiedenen  Potenzen  von  y  wk 
absteigend  nach  x,  so  ergibt  sich,  dass  die  Gradzahlen  derselben  insofeme,  als  sie  beziehtteh 
y'\  y""*, y*^  y*  ^  gehörig  sind,  folgende  seien: 

m,  m  +  1,  m  +  2,  m  +  »  —  2,  m  +  n  —  1 ,  m  -|-  »  —  2. 

Die  n  verschiedenen  Wertbe  von  ^,  die  als  Wurzeln  der  7=0  Genüge  leisten ,  i 
mithin  von  zweierlei  Art.  Die  erste  n  —  1  an  der  Zahl  unter  ihnen,  welche  den  Ansteigungen  in 
Gradzahlen  der  Coefficienten,  je  um  die  Eioheil  auf  das  Paar,  angeboren,  sind  sammtlich  von 

Form:  ox  + ,  d.  h.  sie  fangen  in  absteigender  Reihenform  mit  einem  Gliede  wie  ax  an. 

letzte  entspricht  dem  Abfalle  vom  letzten  auf  den  vorletzten  Coefficienten  um  die  Einheit  in  der  Gi 
zahl,  ist  mitbin  der  Gestalt  nach:  y  =  — h ,  d.  h.  ihre  absteigende  Entwicklung  beginnt 

•ZT 

der  reciproken  ersten  Potenz  von  x.  Pur  genügend  gross  gedachte  x  ist  somit  diese  letztere 
allen  n  Wurzeln  ganz  gewiss  die  kleinste,  stellt  mithin  den  allergeringsten  Werth  des  Zosatzei 
dar,  der  zu  h  hinzugefügt  werden  muss,  um  das  Resultat  der  Substitution  (441)  durch  Null  hiiidni 
zufuhren.  Sie  ist  die  einzige,  die  uns  unter  den  Wurzeln  y  interessirt  und  der  Coefficient  6  il 
Anfangsgliedes  lässt  sich  ohne  Mähe  auffinden,  weil  er  aus  den  höchsten  Gliedern  der  beiden  leb 
Coefficienten  auf  eine  leichte  Weise  abgeleitet  wird.  Sie  sind  beziehlich: 

ir„  *•"+'-  und  (u„_  +  ^  u;^.  +  ^^^  u;)  a:--- 

mithin  ist: 

6  = 


und  man  kann  annäherungsweise  ffir  sehr  grosse  x,  die  Wurzel  y  auf  ibr  erstes  Glied  reduzirend 
(444)  y 1 _ 1:1 
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jijiiiehmeii.  Nennt  man  jetzt  £«,  £,  zwei  grosse  Werthe  von  x  nnd  bezeichnet  man  die  ihnen  entspre- 
4»1b enden  Werthe  y  durch  y^  nnd  ^,,  so  lomn  man  asymptotische  Curven  verzeichnen,  denen  die 
^Gleichungen: 

y,  =  Wef^x^i  ,       »,  =  We^x^'y*  (446) 

^^wiyehören.  Die  erste  schneidet  die  Integralcnrve  in  der  Nähe  des  Punktes  x  =  £^,  die  zweite  in  der 
£lie  Ton  X  aer  £,.  Da  sie  nun  sonst  ähnlich,  und  ähnlich  gelegen  sind,  so  werden  sie  in  dem  ganzen 
mme  zwischen  x  =  £^  und  a  =  £,  auf  verschiedene  Seiten  der  Integitücurve  fallen,  wenn  sich 
■B.'or  nachweisen  lässt,  dass  sie  beide  in  diesem  Zwischenräume  keinen  weiteren  Durchschnitt  mit  der 
■jiBt^^lcurve  besitzen,  was  sich  in  der  Regel  durch  die  gebräuchlichen  analytischen  Hilfsmittel  immer 
leisten  lässt,  wenn  man  nur  £,  nahe  genug  an  £^  wählt  Es  kommt  nämlich  hier  darauf  au,  nach- 
zuweisen, dass  die  Gleichung  7^  =  0,  als  Bestimmungsgleichung  für  x  gedacht,  weder  für  y  =  y^ 
DOch  fSr  ^  =  ^,  in  dem  Intervalle  zwischen  2:  =  £1  und  x  «=»  £,  Wurzeln  habe.  Pourier*s  und 
Storm*s  Lehrsätze  sind  bekannt,  durch  die  man  die  An-  oder  Abwesenheit  von  Wurzeln  zwischen 
l^^^ebenen  Grenzen  festzustellen  vermag.  Diese  haben  mithin  bei  ähnlichen  Untersuchungen  in  Anwen- 
dang  zu  kommen  und  es  wird  immer  gelingen,  die  Integralcurve  mindestens  intervallmässig  einzu- 
sehliessen  zwischen   zwei  asymptotische  Curven  (445),  die  desto  näher  aneinander  liegen  werden,  je 
greriDger  y^  und  y^  sind,  oder  mindestens  je  geringer  die  DifTerenz  y^  —  y^  ausfallt.  Diese  Verrin- 
g^erong  aber  von  y^  und  y^  erzielt  man  durch  Vergrosserung  von  £^  und  £,,  denn  man  hat  kraft 
der    Formel  (444): 

Es  lag  nicht  in  der  Absicht,  den  Gegenstand  zu  erschöpfen,  tHler  auch  nur  viel  einzugehen 
^    4ais  Detail  der  Untersuchung  über  das  Mass  der  Gonvergenz  eines  gewonnenen  Ausdruckes  in  der 
^^Tmptotischen  Form,  denn  diese  spart  man  weit  zweckmässiger  auf  fnr  practische  Fälle,  wo  die 
^^^^ration  einer  vorliegenden  Differentialgleichung  zu  einer  Reihe  von  Naturgesetzen  fOhrt.  Es  lässt 
^^^h  hier,  wenn  es  irgendwo  frommen  sollte,  noch  gar  Vieles  leisten  und  man  ist  allgemein  im  Stande, 
^^    wirkliche  Integralcurve  in  jedem  beliebigen  ihrer  Theile  in  einer  ganzen  Reihe  beliebig  vieler 
kniete  schneiden  zu  lassen  und  so  die  Entfernung  der  einen  von  der  anderen  in  allen  Punkten  beliebig 
^tn  zu  machen.  Diess  erzielt  man  namentlich  durch  Berechnung  des  particulären  Integrales  mit  dner 
l^^ssenden  Anzahl  von  Anftngsgliedern  und  durch  Variren  der  ihnen  angehörigen  Coefiicienten  W  W/. . . 
^^  entsprechender  Anzahl  und  der  Constante  A.  Eine  allgemeine  Auseinandersetzung  jedoch  einer  sol- 
len Ausgleichungsmethode  in  voller  Allgemeinheit  lässt  sich  so  schwer  mit  Klarheit  durchfuhren,  dass 
^^  rathlicher  schien,  davon  abzulassen,  und  sich  mit  den  beigebrachten  Andeutungen  zu  b^nugen. 
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Asymptotische  Intogntion  der  aUgeneiBen  DifferentiftIgleiebaDg  mit  quadratischen  Coefncienten. 

Wiewohl  es  hauptsächlich  im  Zwecke  dieses  Werkes  liegt,  zureichende  Integrationsmetho- 
den  aufEUStellen  ffir  alle  Differentialgleichongen  mit  algebraischen  Coefficienten,  nicht  aber  diese  Metho« 
den  durch  eine  reiche  Auswahl  von  Beispielen  einzuüben,  welches  letztere  sich,  wie  schon  oft  erwähnt, 
am  allererspriessUchsten  an  solchen  Differentialgleichungen  bewerkstelligen  lässt,  welche  die  Auflösung 
eines  mechanischen  oder  physikalischen  Problemes  in  sich  enthalten  und  in  ihrer  practischen  Tendenz 
auch  zur  leichten  Bezeichnung  derjenigen  Formen  leiten,  die  unter  den  vielen  Möglichen  vorzugsweise 
auszuwählen  sind,  das  Integral  darzustellen,  weil  sie  den  lichtvollsten  Ausdruck  der  Erscheinungen  in 
sich  enthalten,  über  deren  Gesetz  man  Belehrung  wünscht.  Gleichwohl  ist  es  von  Nutzen,  mindestens 
in  einem  einzigen  Beispiele  den  Gebrauch  einer  solchen  Integrationsmethode  im  Detail  durchzufuhren, 
weil  diess  zu  einem  grundlicheren  Verständnisse  derselben  dienlich  ist,  und  die  Wahl  mag  hier  die- 
selbe allgemeine  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  treffen  mit  quadratischen  Coefficienten ,  die 
wir  auch  im  S.  3  dieses  Abschnittes  dem  Integriren  in  absteigender  Reihenfurm  unterworfen  haben, 
nämlich  die: 

(446)  (tf,x'  +  b,x  +  c.)  y"  +  (a,x'  +•  b,x  +  cj  j/  +•  {a^x^  +  b.x  +  c.)  y  =  0. 

Von  ihr  ist  am  bezeichneten  Orte  bereits  bemerkt  worden,  erstens,  dass  durch  Einfährung 
einer  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  dem  ersten  Coefficienten  mit  Vortheil  die  einfachere  Form 
x(^x  —  b)  ertheilt  werden  könne,  und  zwar  auf  zwei  verschiedene  Arten;  und  zweitens,  dass  durch 
Sonderung  eines  exponcntiellen  Faktors  e®'  aus  dem  Integrale  der  Differentialgleichung  der  letzte 
Coefficient  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  herabgesetzt  werden  könne  und  diess  zwar  wieder  auf 
zwei  verschiedene  Arten,  je  nachdem  es  das  eine  oder  das  andere  der  beiden  particulären  Integrale 
ist,  welches  durch  diese  Sonderung  des  exponentiellen  Faktors  zur  ersten  Classe  hergebracht  wird. 
Die  eingeleitete  doppelte  Transformation  ertheilt  nun  der  vorliegenden  Gleichung  im  Allgemeinen  die  Form: 

(447)  xix  —  b)  y"  —  [ßx^x  —  b)  +  p(jx  —  6)  +  qx]  y'  +  \ßgx  +  c]  y  =  0 

und  diess  zwar  für  vier  verschiedene  Systeme  von  Werthen  der  eonstanten  Parameter:  b,  ß,  g^  c, 
während  p  und  q  dieselben  bleiben,  Werthe,  die  unter  (247)  verzeichnet  sind.  Mithin  genügt  es,  die 
vorliegende  (447)  allgemein  der  asymptotischen  Integration  zu  unterwerfen,  weil  hieqait  alle  der  Form 
nach  übereinstimmenden  vier  Differentialgleichungen,  die  sich  aus  der  (446)  ableiten  lassen,  zur  In- 
tegration gebracht  sind.  Es  genügt  uberdiess,  das  particuläre  Integral  erster  Classe  der  Berechnung 
zu  unterwerfen ,  weil  man  nach  Belieben  jedes  der  beiden  in  der  (446)  enthaltenen  auf  die  erstfe 
Classe  zu  reduziren  vermag. 
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Man  denke  sieh  also  das  Integral  in  der  Fom» 


437 


^[^'^l 


'      «fu» 
so  hat  man  in  Gemässheit  der  Formela  (328)  von  S.  5,  die  gegenwärtig  zu  gelten  haben: 


(448) 


U,  =  a»  —  ßu  (449) 

V^  =  -  bu*  +  ibß  -  p    -  q)  u  +  ßg 
üo  =  bpu  +  c 

Die  unter  (13))  erscheinende  U,  =  0  liefert  jetzt  die  beiden  Substituüonszahlen  als  Wur- 
zeln, nämlich: 

a  =:  0       und       a  =  ß 

Nur  der  ersten  von  ihnen  entspricht  das  particuläre  Integral  erster  Classe.  Wir  haben  also  auch  nur 

zu  schaffen  mit  der  ersten  der  beiden  Substitutionszahlen  und  berechnen  ihr  entsprechend  die  Werthe 

der  unter  (336)  erscheinenden  symbolischen  Zeichen:  h  ~  r,  Ä  —  r,  h  —  r,  A  —  r, 

« 
Sie  sind: 

h-r  =  —  ß(g-r),  h  —  r  =  c  +  (g  —  r)(f—r),  h  —  r  =  br(i+r),h  —  r  =  h  —  r= 0  (450) 

allwo  der  Kürze  wegen: 

f=bß-p-q+g-i,    l  =  p-  g  (451) 

gesetzt  worden  ist.  Mit  ihrer  Hilfe  constrniren  sieh  alsogleich  die  zur  Bestimmung  von  W\  W",  W", 

W'>  dienenden  unter  (338)  (339)  (340)  (341) ersichtlichen  Gleichungen,  denen  wir  das 

bekannte  conibinatorisch- graphische  Rechnnngsverfahren  entnommen  haben.  Sie  geben: 

gßW  =  -  [c  +  gf]W  (452) 

g(g  -  O/ÖW"  =  j[c  +  gf]  [e  +  (g-.i)(f-  i)]  _  bgßil  +  l)j  W 

i(.c  +  gn[c  +  (9-i)(f-  0]  [c  +  ig-  2)  (f-  2)] 

-  bgßil  +i)[c  +  (g-i)(f-  2)]  W 

-  2h(g  -  1)  ßil  +  2)  (c  +  gf) 


9(9  -i)(9-  2)/i'W"' 


=  4 


9(9-i)(9-i)(9-  3)/8'W''  = 
ic  +  9n[c  +  (9-0(f-i)][e+(9-i)(f'-i)][c  +  (9-3')(f-3}] 
-bgß(l+l)[c  +  (g-2)(f-2)][e+(g-3)(f-3)] 
-2b(g-^i)ßil+2)[e+gf][e  +  (g-S)(f-3)]  VW 

-Bb(g-2)ßil+3)\c+gf][e-\-(g-\)(f-i)] 
+  3b*g(g-2)ß\l+ini+3) 
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W 


9(9-  l)(y-2)(^-3)(sr-4)/8*W'« 

\[c+9r][c+(9-W-i)][<:+(9~2)(f-i)][c-H9-W-^)][c+(9-W-i)]' 
-bßgil+i)[c  +  (9-2)(f-2\[e  +  i9-S)(f-S)][c  +  (9-'^)(f-i)] 
-2bß(g-i)(l+2)[e+gr][e+(s-S)(f-3][e-^(S-i)(f-h)] 
-3bß(s-2ni+3)[e+gf][e-}-(9-i)(f-l][e-\-(ff-i)(f-i)] 
-ibß(9-S)(l+lL)[c+9f\[e+ig-l)(f-i][c  +  (g-2)(f-2y\ 
+  i.3b*ß'g(g-2)(l+l)(l+3)[e+(ß-i)(f-i)] 
+  l.Wß*g(9-3)(l+i)il  +  i)[c  +  (g-2)(r-2)] 
+  2A.b*ß*((,-i)(g-3)il+2)il+i)ic+gn 

und  die  aus  diesen  Gleichungen  gewonnenen  Werthe,  deren  sicli  beliebig  viele  nach  dem  im  %.  5  anfg^- 
stellten  Verfahren  ableiten  lassen,  gebraucht  man  entweder,  um  die  Function  W  in  aufsteigender  Re-^ 
henform  nach  Potenzen  von  u  zu  construiren,  mithin  y,  wie  folgt,  darzustellen: 


(453) 


^       du'  i 


e-(W  +  W'M  +  W  -  + ) 


i 


oder  auch,  ihm  die  Gestalt  der  absteigenden  Reihe  zu  ertheilen: 
(454)  y  =  Wx9  +  (f )  W'ar^-*  +  (f )  W'ar^-  + 

Die  hier  vorkommenden  Binomialcoeffieienten  bringen  es  mit  sieh,  dass  für  ganze  und  positive  Wer^ 
von  g  diese  absteigende  Reihe  mitunter  eine  abbrechende  wird.  Nach  den  Bedingungen,  unter  welcl 

diess  stattfindet  forscht  man  gerne,  wenn  sich  in  der  Differentialgleichung  unbestimmt  gelassene  Pa 

meter  vorfinden,  die  dieselbe  zu  erfüllen  vermögen,  wenn  diess  auch  nur  wäre,  um  für  die  Discos^^ 
ein  passendes  Gliederungsprincip  zu  haben.   Dieses  Abbrechen  kann  stattfinden  gleich  nach  dem  ers    ^ 
Glied?,  wenn  jr  =  0  ist  und  hiebe!  W'  nicht  unendlich  wird.  Diess  erfordert,  wie  die  erste  der 
Stimmungsgleichungen  (452)  lehrt:  c  =  0.  In  der  That  sieht  man,  dass  für: 

(456)  c  =  0    ,        g  =  0 

alle  diese  Gleichungen  identisch  erfüllt  sind,  was  auch  W\  W\  W', bedeuten  mögen, 

auch  dann,  wenn  man  sie  alle  verschwinden  lässt.   Hiebei  geht  y  in  eine  Constante  W  über  un& 
vermöge  solcher  Annahmen  vereinfachte  Differentialgleichung: 

x(x  —  b)f-  [ß{x{x  -  6))  +  p(x  -  6)  +  qx]y'  =  0 

liefert,  als  eine  der  ersten  Ordnung  nach  y'  behandelt: 

(456)  y  =f^x^{x  —  bydx  +  W 


fhe 
den 
_ra- 


en 


«ISO 

die 


als  allgemeines  Integral.  Nach  dem  zweiten  Gliede  bricht  die  Reihe  ab,  wenn  g 
gleicher  Zeit: 
^^W)  (c  ^  f)  c  ^  bßH  +  1)  =  0 


1  wird  aocX 
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osfillt  Diese  kann  als  Bestimmangsgleichang  für  den  Parameter  c  angesehen  werden  und  gibt  als 
olehe  for  denselben  zwei  verschiedene  Werthe,  so  dass  man  in  zwei  verschiedenen  Fällen: 

y=  w[x-^-^]  (458) 

at  Auf  dieselbe  Weise  findet  das  Abbrechen  Statt  nach  dem  dritten  Gliede,  wenn  g^2  und  noch  fiberdiess: 

(c  +  2p(c  +  f-i}c-  2bß(l  +  i)c-  2bß{l  +  2)  (c  +  2/^  =  0  (469) 

it,  eine  Gleichung,  aus  welcher  drei  Werthe  von  c  hervorgehen,  so  dass  man  in  drei  verschiede- 
en  Fällen: 

irtiält.  Nach  dem  vierten  Gliede  bricht  die  Gleichung  ab  und  gibt  ein  dem  dritten  Grade  angehöriges  y^ 
p!enn  jr  =  3  und  zugleich: 

(c  +  3/-)[c  +  2(/--i)][c  +  /--2]c-36^(/+l)[c+/--2]c-46y8(/  +  2)[c  +  3/']c-         (461) 
-36y8(/  +  3)  [c  +  3/-]  [c  +  2{f-  1)]  +  96«y8*(/+  l)(/  +  3)  =  0 

St,  diess  ist  nach  c  eine  Gleichung  des  vierten  Grades,  mithin  gibt  es  vier  verschiedene  Fälle,  in 
reichen  y  viergliedrig  und  geschlossen  ist,  nämlich: 

^  =  W  L«  ~  "L^-^x^  4-  (^  +  3/')[c+2(f-0]-36^(/+l)       _ 

^  l  ^li  6./J«  (462) 

(c  +  3/')[c+2(/'-i)][c  +  /'-2l-36y8)/+i)[c+/'-2]-46yg(/+2)[c  +  3/']i 

6.^*  J 

ind  auf  diese  Weise  lässt  sich  die  Untersuchung  nach  geschlossenen  Formeln  beliebig  fortsetzen  und 
iS  bt  klar,  dass  sie  in  unzähligen  Fällen  vorhanden  sein  können,  wenn  es  der  Differentialgleichung  an 
lassenden  Parametern  nicht  gebricht.  Desswegen  geht  aber  auch  unter  so  bewandten  Umstanden  die 
isymptotische  Integration  in  eine  mehr  oder  minder  langwierige  Discussion  zahlreicher  einzelner  Fälle 
loseinander,  die  vorzunehmen  nur  dann  der  Muhe  lohnt,  wenn  in  der  Differentialgleichung  die  Auf- 
osung  enthalten  ist  einer  Reihe  von  wichtigen  Problemen  der  Physik  oder  Mechanik.  Die  grosse  Man- 
ligfaltigkeit  der  geschlossenen  Formen  wird  noch  vermehrt  erstens  durch  den  Umstand,  dass  in  all* 
len  angeführten  Bedingungsgleichungen  eines  solchen  Bestehens  (457)  (459)  (461)  Parameter  vorhan- 
en  sind,  die  mehrere  verschiedene  Werthe  anzunehmen  vermögen.  Zweitens  kann  irgend  eines  der 
»articulären  Integrale  oder  auch  beide  nur  darum  nicht  geschlossen  erscheinen,  weil  ihm  ein  Faktor 
^  oder  (x  —  by  anhängt,  und  die  Befreiung  von  diesem  einen  Faktor  oder  von  beiden  vermag  die 
lesehlossene  Form  wieder  hervorzubringen.  Drittens  können  selbst  die  angefahrten  geschlossenen  Aus- 
Irficke  (458)  (460)  und  (462)  noch  dadurch  eine  Kfirzung  erfahren,  dass  die  Coefficienten  eines  oder 
nehrerer  ihrer  letzten  Glieder  in  Null  übergehen.  Auf  alle  diese  Umstände  hat  der  Rechner  zu  achten, 
ler  nach  geschlossenen  Formen  strebt. 


^40  ^'    Abseliiiitt. 

Sehr  oft  aber  sind  solche  geschlossene  Integralansdrucke  gar  nicht  viurhanden  nnd  geben 
3ieh  schon  dadurch  als  unmöglich  zn  erkennen,  dass  sammtliche  DUferenUationsindioes  k  weder  ganie 
positive  Zahlen,  noch  Functionen  constanter  Parameter  sind,  die  gelegentlich  in  ganze  Zahlen  fiberge- 
hen können,  sondern  entweder  gebrochene  oder  negative  Zahlenwerthe.  Man  hat  also  mit  unendlichen 
Reihen  zu  thun,.und  bricht  man  diese  willkfihrüch  bei  irgend  einem  Gliede  ab,  so  begnfigt  man  sich 
im  Grunde  mit  einer  asymptotischen  Curve  des  wirklichen  Integrales  und  es  ist  dann  gut,  wenn  man 
über  den  Grad  der  Annäherang  derselben  zur  wirklichen  Integralcurve  gehörig  unterrichtet  ist  Es  ist 
zu  diesem  Zwecke  im  vorhergehenden  Paragraphe  gezeigt .  worden ,  wie  man  vorzugehen  hal>e,  um 
diese  Integralcurve  zwischen  zwei  beliebig  nahe  an  einander  zu  bringende  asymptotische  Corven  ein- 
zuschliessen  und  zwar  beginnt  man  diess  am  allerliebsten  mit  den  äussersten  Ausläufern  dieser  krum- 
men Linien,  denen  bereits  sehr  grosse  Werthe  von  x  angehören,  weil  selbst  die  Differentialgleichun- 
gen grösstentheils  nur  ffir  solche  grösste  Werthe  von  x  gelten,  und  man  bei  einem  rationellen  Vor- 
gange genöthigt  ist,  beiläufig  auf  folgende  Weise  zu  fragen :  Erstens  was  geschieht  in  einer  so  grossen 
Entfernung  x,  dass  man  das  Integral  auf  sein  erstes  Glied  reduzirt  ansehen  kann;  zweitens  was  ge- 
schieht in  geringeren  Entfernungen ,  ffir  die  man  das  Integral  auf  die  Summe  von  zwei ,  drei  n.  s.  w. 
Gliedern  reduzirt  anzunehmen  vermag. 

Untersuchen  wir  also  vor  allem  Andern,  mit  welcher  Genauigkeit  der  auf  sein  erstes  Glied 
reduzirte  Werth  von  y^  nämlich: 

(468)  y  =  Ww9 

den  wahren  Werth  des  Integrales  wiedergebe  ffir  sehr  gross  gedachte  x.  Zu  diesem  Zwecke  ist  es 
nothwendig,  Wx^  anstatt  y  in  die  Differentialgleichung  einzuffihren  und  als  Substitutioiisre^ultat  ins 
Auge  zu  fassen.  Es  ist: 

(464)  «  =  x^ic  +  90  +  ^"  bg(l  +  I). 

Sein  Zeichen  ist  ffir  sehr  grosse  Werthe  von  x  von  jenem  des  Coefficienten  c  +  gf  abhängig,  ändert 
sich  daher  von  irgend  einem  genfigend  gross  gewählten  x  an^ifefangen  nicht  mehr,  mithin  befindet  sich 
von  einem  solchen  x  an  die  asymptotische  Curve  (463)  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Integralcurve. 
Einen  solchen  Werth  des  x  wollen  wir  bezeichnen  mit  g.  Sein  numerischer  Werth  Ist  grösser  als 
jener  des  Bruches: 


(465) 


bg(l  +  1) 


c  +  gf 

Um  jetzt  zu  einer  zweiten  asymptotischen  Curve  zu  gelangen,  die  sich  von  o;  =  £  angefangen  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  der  wirklichen  Integralcurve  befindet,  denke  man  sich  den  Exponenten  g 
um  einen  gewissen,  möglichst  kleinen  Zusatz  y  vermehrt  Diess  gibt  eine  neue  asymptotische  GleichEUg: 

(466)  y.  =  Wofi"^ 

und  es  ist  das  ihr  entsprechende  Substitutionsresultat: 


iDtegrationsmetboden.  441 

8'  =  3fl^-'\r[^-b]+y[-ßx'+(g  +  n^+Kl+^)]  +  x(c  +  gn  +  b  (467) 

Für  ^  =  0  fällt  8'  mit  S  zusammen;  ffir  sehr  kleine  y  haben  8'  und  8  annoch  dasselbe  Zeichen; 
lässt  man  aber  y  ferner  zunehmen,  so  wird  sehr  bald  das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  wegen  des 
Bestandtheiles  —  ßx*  seines  Coeffieienten,  welcher  wegen  des  gross  gedachten  x  einen  bedeutenden 
Werth  hat,  sich  geltend  machen  und  man  wird  das  Zeichen  von  y  so  wählen  können,  dass  bei  fort- 
wachsendem y  zuvorderst  £!'<£(,  dann  fi!'  =»  0  und  endlich  8'  dem  fi!  dem  Zeichen  nach  entge- 
gengesetzt wird.  Wie  gross  zu  diesem  Zwecke  y  gewählt  werden  müsse,  zeigt  die  Gleichung  8'  =  0, 
d.  h.  die: 

y\^  -b)  +  y[-ßx*  +  (g  +  nx  +  6(/  +  1)]  +  x(c  +  gf)  +  bgH  +  i)  =  0  (468) 

der  man  aber  nur  für  grosse  x,  nämlich  für  x  ^  £  Genüge  zu  leisten  hat  und  zwar  mit  dem  kleinsten 
der  beiden  Werthe,  die  diese  Gleichung  erfüllen.  Man  gewahrt  in  ihr,  x  als  deiyenigen  constanten 
Parameter  ansehend,  als  dessen  Functionen  die  Wurzeln  betrachtet  werden,  vom  ersten  auf  den  zwei- 
ten Coefficienten  ein  Ansteigen  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  nach  eben  diesem  x,  mithin  eine 
Wurzel,  die,  in  absteigender  Reihenform  gedacht,  anfängt  mit  dem  Gliede  ßx.  Dann  folgt  vom  zweiten 

Coefficienten  auf  den  dritten  ein  Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl,  welchem  eine  Wurzel  ent- 

c  +  gf 
spricht,  die,  in  der  absteigenden  Reihenform  wiedergegeben,  ein  Anfangsglied  — ^         besitzt.  Diese 

px 

Letztere  ist  offenbar  für  genügend  grosse  x  von  beiden  die  kleinere,  stellt  mithin  das  kleinste  y  dar, 
welches  für  diesen  Werth  von  x  das  Substitutionsresultat  S'  durch  Null  hindurchfuhrt.  Gerechnet  in  ab- 
steigender Reihenform  nach  den  hiefur  bestehenden  Methoden,  die  man  in  Heger's  Abhandlung  über 
algebraische  Buchstabengleichungen  (Denkschriften  der  math.  naturw.  Classe  Band  XXII.)  auseinander- 
gesetzt findet,  sieht  es  aus,  wie  folgt: 

^      ^  +  y/'  .   i9  +  nic  +  gf)  +  ßbg  {l  +  i)   .  ...... 

y  =  -^—  + ^~, : +  (46») 

+  ^[(^+D"  {c  +  gf)  +  (c  +  gf)'  +  ßbg  il  +  i)  \ß'  +  2gf  +  c]\  +  

Es  kömmt  sehr  oft  vor,  dass  die  Differentialgleichung  die  Bewegungsgesetze  in  sich  enthält 
«ines  begrenzten  Systemes  vop  materiellen  Punkten,  das  von  x  =  £^  bis  x  ==  £,  reicht,  unter 
£^  und  £,  bereits  ziemlich  grosse  Coordinitenwertbe  verstanden,  ffir  welche  S  das  Zeichen  nicht  mehr 
ändert.  Substituirt  man  nun  anstatt  x  zuvörderst  die  Coordinate  5^  des  Anfangspunktes  des  Systemes, 
dann  die  Coordinate  £;,,  die  dem  Endpunkte  desselben  angehört,  so  erhält  man,  ihnen  entsprechend, 
aus  der  vorliegenden  Formel  auch  zwei  Werthe  y^  die  wir  mit  y^  und  y^  bezeichnen  wollen,  und  ihnen 
angehörig  zwei  asymptotische  Curven,  nämlich: 

y^  =  Wx»+7*  ,    y,  =  Wx^-r«  (470) 
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Die  erste  von  ihnen  schneidet  die  Integralcnrve  im  Punkte  a?  =  5i,  die  lindere  im  Punkte  a?  =  5,  und 
sie  werden  sich  ganz  zu  verschiedenen  Seiten  der  Integralcurve  befinden,  wenn  die  beiden  GleichuDgen, 
aus  denen  £^  und  £,  berechnet  werden,  wenn  y,  und  y,  gegeben  sind,  d.  h.  die: 

-  ßy.^V   \-b^]  +  (9  +  ny.  +  c  +  gf]£  -by\  +b{l+  1)  y,+bgil+i)  =  0 
^"*^      -  ßy^£'  +  [r\  +(9  +  f)y.  +  c  +  gr]a-byl+bil+  1)  y,  +  bgit+i)  =  0 

zwischen  ,5  =  5»  und  £  =  £,  weiter  keine  Wurzel  besitzen,  oder,  was  in  geometrischer  Sprache 
dassell)e  ist,  wenn  zwischen  diesen  Grenzen  weder  die  eine,  noch  die  andere  der  beiden  asymptoti- 
schen Curven  die  Integralcurve  durchschneidet,  eine  Bedingung,  die  durch  entsprechende  Verringemng 
der  DiiTerenz  £,  —  £,^  immer  erfüllt  werden  kann. 

Es  geschieht  aber  auch  oft,  dass  die  Differentialgleichung  von  einem  unbegrenzten  Systeme 
spricht,  und  dass  man  sich  die  Veränderliche  x  aller  möglichen  Werthe  fähig  denken  muss  von  2r>=£ 
bis  X  =  00,  unter  £  abermals  einen  genügend  grossen  Abscissenwerth  verstanden.  Will  man  hier 
die  Integralcurve  einschliessen  zwischen  zwei  asymptotischen  krummen  Linien,  so  kann  man  die  (463) 
und  (466)  als  solche  erkiesen.  Von  ihnen  befindet  sich  die  erste,  wie  bereits  gesagt,  von  x  =  £  an 
ganz  auf  der  einen  Seite  dieser  Integralcurve,  weil  für  or  ;^  £  das  Substitutionsresultat  8  im  Zeichen 
keine  Aenderung  mehr  erfährt.  Die  zweite,  die  (466),  aber  wird  sich  dann  ganz  auf  der  andern  Seite 
derselben  befinden,  wenn  man  y  genügend  gross  wählt.  Um  nun  das  kleinste  y  aufzufinden,  welches 
diess  leistet,  kann  man  die  folgenden  Betrachtungen  anstellen:  Pur  ^  =  0  hat  man  8'  ^^  S^  und 
man  bekommt  noch  dazu  fi!  =  0,  wenn  man 

(4»)  .^_ViL±±> 

c  +  gf 

setzt,  mithin  wird  die  Integralcurve  von  der  ersten  asymptotischen  in  einem  einzigen  l^mkte  geschnitten. 
Nimmt  man  jetzt  y  mit  dem  entsprechenden  Zeichen  von  der  Nulle  verschieden  und  zuvörderst  unend- 
lich klein  an,  so  gewinnt  die  8'  =  0,  oder  was  dasselbe  ist,  die  (468),  als  Gleichung  in  x  gedacht, 
alsogleich  zwei  Wurzeln,  von  welchen  die  eine  unendlich,  die  andere  von  der  (472)  wenig  verschie- 
den ist.  Mithin  schneidet  die  zweite  Asymptote  (466)  fSr  sehr  kleine  y  die  Integralcnrve  bereits  in 
zwei  Punkten,  von  denen  der  zweite  sich  in  unendlicher  Entfernung  befindet.  Beim  fortwahrenden 
Wachsen  von  y  nähern  sich  diese  beiden  Durchschnittspunkte  und  fallen  endlich  in  einen  einzigen  zu- 
sammen. Die  Asymptote  ist  dann  ganz  durch  die  Integralcurve  durchgegangen  und  befindet  sich  an  der 
entgegengesetzten  Seite  derselben  und  zwar  in  Berührung  mit  einem  einzigen  Punkte,  dessen  x  eine 
doppelte  Wurzel  der  (468)  ist.  Fragt  man  also  nach  den  Bedingungen,  unter  welchen  die  (468)  gleiche 
Wurzelwerthe  für  x  zulässt,  d.  h.  nach  dem  Werthe  von  y^  bei  dem  diess  geschieht;  so  hat  man 
auch  die  gesuchte  zweite  Asymptote.  Zu  diesem  Zwecke  muss  aber  die  (468)  differenzirt  werden 
nach  X  und  der  Difl'erentialquoticnt  der  Nulle  gleich  gesetzt,  wodurch  man  erhält: 

(473)  '  2ßyx  r^y*  -^(jg  +  f)y  +  c  +  gf. 
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Aas  dieser  and  der  (468),  jede  Spar  von  x  eliminirend,  gewinnt  man  weiter: 

[-y  +  G+  ^)y  +  9  (1+  i)]  +  [y'  +  i9  +  ny  +  c  +  9ry  =  0      (474) 


und  hieraas  ergeben  sich  vier  Werthe  von  y^  von  denen  aber  offenbar  hier  nnr  diejenigen  beachtet 
werden  mfissen,.  denen  ein  aus  der  (473)  za  ziehendes  x  entspricht,  welches  zwischen  £  und  oo  fällt. 
Man  wird  also  in  diese  Formel  (473)  alle  vier  Werthe  von  y  zu  substituiren  und  dieser  Bedingung 
gemäss  dann  den  brauchbarsten  auszuwählen  haben  und  diess  ergibt  dann,  in  die  (466)  eingeführt, 
die  gesuchte  Asymptote. 

Diese  Betrachtungen,  die  sich  nicht  wesentlich  ändern,  wenn  man  anstatt  eines  Paares 
reeler  Integrale  ein  Paar  imaginärer  vorliegen  hat^  zeigen  wieder  deutlich,  dass  es  bei  der  Integration 
linearer  Differentialgleichungen  gar  nicht  ankomme  auf  die  Darstellung  convergirender  Reihen,  weil 
man  oft  schon  der  monomischen  Asymptote  alles  dasjenige  zu  entnehmen  im  Stande  ist,  was  man  zu 
wissen  wfinscht,  ohne  sich  anf  eine  Erörterung  der  Reihen  einzulassen.  Die  Differentialgleichung  selbst, 
behandelt  mit  der  gehörigen  Umsicht,  übernimmt  die  Rolle  des  Ergänzungsgliedes ,  d.  h.  sie  verhilft 
zu  Grenzwerthen ,  zwischen  denen  der  wahre  Functionswerth  enthalten  ist. 

Kann  man  sich  mit  dem  ersten  asymptotischen  Bestandtheile  der  particulären  Integrale  nicht 
begnügen  und  benöthigt  man  einen  genaueren  Ausdruck  für  dasselbe,  so  verschafft  man  sich  ihn  da- 
durch, dass  man  die  y  darstellende  unendliche  Reihe  in  einer  entsprechenden  Anzahl  von  Anfangsglie- 
dem  rechnet  Diess  ist  im  Vorhergehenden  bereits  geschehen  bis  zum  Coefficienten  W^,  also  bis  zum 
Belaufe  von  sechs  Gliedern.  Die  Genauigkeit,  mit  welcher  ein  so  gebildeter  Ausdruck  das  particuläre 
Integral  der  Differentialgleichung  wiedergibt,  ist  aus  dem  Substitutionsresultate  ersichtlich,  welches  man 
in  einem  jeden  speciellen  Falle  zu  studieren  hat  in  seinem  ursprunglichen  Werthe  sowohl,  wie  er  durch 
die  Formel  (356)  gegeben  ist,  als  auch  in  dem  varirten,  den  man  erhält,  wenn  man  'den  letzten 
Coefficienten  W  mit  einem  Zusätze  w  versieht,  der  eine  Zeiehenänderung  eben  dieses  Substitutions- 
resultates herbeifuhrt.  Man  wird  auf  diese  Weise  Grenzen  gewinnen,  zwischen  denen  der  wahre  Werth 
des  Integrales  enthalten  ist  und  so  wird  denn  die  Differentialgleichung  selbst  die  Function  des  Ergän- 
zungsgliedes der  Reihe  übernehmen.  Das  in  Rede  stehende  Substitutionsresultat  ist  allgemein  in  der 
Formel  (410)  enthalten  und  sieht  für  den  gegenwärtigen  speciellen  Fall  einer  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung  mit  quadratischen  Coefficienten  einfach  genug  aus,  nämlich: 


S 


r  =  G.i    i)^"'^*-'--* 


+  »r(/  — r)a?.W^'-')j 


(/^r-i)j 


(473) 


,  (A-r+l)CA-r)^ 
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Es  ist  giltig  für  jeden  Werth  des  ganzen  und  positivmi  Stellenzeigers  r,  d.  h.  es  stellt  das  Erg^ln 
niss  dar  der  Substitution  des  folgenden  Ausdruckes  für  y  in  die  Differentialgleichung: 

(476)  y  =  e^^  [ Wx*  +  (*]  Wo?*-*  +  (* j  W"x^'  + +  ( J)  (W^""^  +  w^O  x^i 

unter  W\  W\ die  durch  die  Gleichongen  (452)  bestimmten  Weithe  verstaiidei,  nd  es  kao- 

delt  sich  nur  noch  darum,  für  v/''^  iahe  genug  an  einander  liegende  Wertbe  zu  finden,  die  diesMi 
Resultate  entgegengesetzte  Zeichen  verleihen  und  das  zwar  nur  ffir  solche  x,  die  Im  Bereiche  Uegeii 
derjenigen  Aufgabe,  die  zu  der  vorgelegten  Differentialgleichung  gefuhrt  hat  pie  AufMellmg  eeldier 
Grenzen  fOr  w^*"'  unterliegt  offenbar  in  keinem  Falle  irgend  erheblichen  Schwierigkeiten  und  lasst  sieh 
stets  auf  Grundlage  der  bekannten  Eigenschaften  algebraischer  Polynome  mit  Leichtigkeit  und  Pridsloii  > 
bewerkstelligen.  Der  Mechanik  entnommene  Probleme  bieten  hier  die  allereinflachsten  Beis^ele  md  es 
soll  später,  wo  von  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen  die  Rede  sein  wird,  dieser  Gren- 
zenbestimmnng  in  ein  paar  einfachen  speciellen  Beispielen  noch  Erwihnang  geschehen. 

S.  10. 
Bestimmte    iDtegrale. 

Wer  in  Formen  schwelgen  und  sich  gelegentlich  darin  ganz  verlieren  will,  dem  bieten  die 
bestimmten  Integrale  zu  solchem  Beginnen  ein  unabsehbares  Feld  und  er  wird  ohne  Mfihe  die  mannig- 
faltigsten Formen  von  Differentialgleichungen  auffinden,  denen  irgend  wie  gestaltete  bestimmte  Integrale 
als  Genüge  leistende  Werthe  zukommen.  Da  man  aber  in  einer  Wissenschaft,  die  ohnediess  eine  bei- 
nahe zu  beträchtliche  Ausdehnung  hat,  erspriesslicher  Weise  nicht  nach  kleinen  Verfahrungsarten  stre- 
ben kann,  die  nur  auf  specieile  Formen  von  Differentialgleichungen  Bezug  haben  und  vielmehr  bestrebt 
sein  muss,  die  bereits  bekannten  kleinen  Kunstgriffe  dieser  Art,  die  nur  in  einem  winzigen  Beispiele 
Anwendung  finden,  das  noch  äberdiess  keine  practische  Bedeutung  hat,  als  unnutzen  Ballast  über  Bord 
zu  werfen;  so  kann  hier  nur  von  einer  einzigen  Form  bestimmter  Integrale  die  Rede  sein,  derjenigen 
nämlich,  durch  die  im  zweiten  Abschnitte  Differentialgleichungen  mit  Coefficienten,  wie  ax  +  6,  allge- 
mein integrirt  worden  sind  und  der  auch  in  der  Formenlehre  ein  Paar  Paragraphe  gewidmet  wurden 
nämlich : 

(477)  y  =r    e'^Vdu 

und  es  soll  am  gegenwärtigen  Orte  da^enige,  was  bereits  im  S.  19  und  20  der  Formenlehre  von  dieser 
Form  gesagt  worden  ist  und  sieh  alldort  nur  in  speciellen  Fällen  dargethan  findet,  hier  allgemein  bevrie- 
sen,  was  dort  nur  einer  mangelhaften  Darstellung  Tähig  war,  weil  es  auf  Lebren  beruhte,  die  erst  spater 
vorgetragen  werden  konnten,  hier  vervollständigt  werden.  Endlich  soll  der  innige  Zusammenhang,  der 
zwischen  der  asymptotischen  Form  des  Integrales  und  der  hier  in  Rede  stehenden  obwaltet,  klar  und 
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enehSpfend  dargethan  werden ,  nnd  diess  zwar  auf  Grnndlage  derjenigen  analytischen  Erfahrungen, 
die  uns  beim  bitegriren  in  der  absteigenden  und  aufsteigenden  Reibenform  entgegen  getreten  sind: 

Das  Substitutionsresultat,  weiches  man  gewinnt,  den  vorliegenden  Werth  von  y  in  Form 
eines  bestimmten  Integrales  in  die  allgemeine  Differentialgleichung  der  n^»  Ordnung  mit  Coefficienten 
der  Gradzahl  m  d.  h.  in  die: 


+  [a,x^+b,x"'-'  + +9^]y'+  [«oa:~  +  M~"*+ +9o]y=0 


(478) 


siebt  aus,  wie  folgt: 

r^  e'""  [U^x^^  +  U.^^.x'^'"  +  .....  H-  U,x  +  U,]  Vdu  =  0  (479) 

Hier  sind  Utu^  U^^^^ U^^  U^  genau  dieselben  algebraischen  Polynome  in  ti,  die  wir 

in  %.  7  bei  der  asymptotischen  Integration  derselben  Gleichung  kennen  gelernt  haben,  nämlich: 

17„-,  =  6X  +  6„.,ti^*  +  6,_.ii^-  +  +  b,u+  b,  ^_^^ 

(480) 


Dadurch,  dass  man  den  ersten  Thdl  der  durch  schicldiche  Wahl  des  V  in  Function  von  u 
und  des  td  und  ?i"  identisch  zu  machenden  Gleichung  in  seine  Bestandtheile  zerlegt,  und  diese  dem 

Verfahren  des  theilweisen  Integrirens  .beziehungsweise  m, m—  l,  1,  0-Mal  unterwirft,  sodann  aber 

die  bereits  integrirt  erscheinenden  Glieder  für  sich ,  die  anderen  noch  unter  dem  Integralzeichen  be- 
flndlichen  ebenfalls  für  sich  der  Nulle  gleich  setzt,  gelangt  man  zu  den  folgenden  zwei  Gleichungen: 

«  [t^«n  -iniiir.  [U„-.V]  +  — ::;  [U^^V]  -  +  (-  l)»  [U.V]  =  0         (481) 


du 


0  =  ^* 


du" 


x'^-'U^V 


du' 


(482) 
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Wir  deuten  in  bequemerer  Schreib vdse  die  Differentialqaetienten  nach  u,  so  wie  beim 
asymptotischen  Integriren  durch  beigesetzte  Striche  an ;  so  Msst  sich  die  erste  dieser  Gleichangen  auf- 
zeichnen in  einer  der  folgenden  Formen : 

(483)  [U,,V}'-^  -  [l7,„..ri^-o  +  [C/,„_.F]''»->  - +  (-  1)"  [U,V]  =  0 

+  F^"--  [(7)ir„  -  ir„._.] 

+  F^"-'^  [(?)ir„  -  r.-')  v^,  +  i^„...] 

(484)  

+  F"[(?)i7ij-)-(".-')  u<t.v+rr)  f^^s!:t^- . . .  +(- 1)"-'  u,] 

+  V  IC!)U^'%'''  - («-')  ü-^S:: +(Vj  U^'ZiV-  . . .  +(- 1)-' 2. l7'.  +  (-  ir-'U,] 

+  F[     U"£   -        r(s:;>+        rf»;;)_...+(_i)'»-ir;  +  (-i)— i7'.+(-i)-i7.]=o. 

Sie  ist  augenscheinlich  von  der  m<«"  Ordnung,  besitzt  mithin  ein  allgemeines  Integral  von  der  folgen- 
den  Gestalt: 
(486)  V  ==  C,V,  ^  C,V,  +  C,V,+ +  c„r„ 

allwo  Vi,  V,,  F., ...  Fm  verschiedene  particuläre  Integrale  m  an  der  Zahl  bedeuten  und  C, ,  C., 
C,,  ...  Cm  die  dazu  gehörigen  willkürlichen  Constanlen,  über  deren  Werthe  man  annoch  verfügen 
kann.  Man  kann  sich  nun  im  Allgemeinen  das  F  in  der  vorliegenden  Gestalt  bereits  gefunden  und  in 
die  Gleichung  (482)  substitnirt  denken  und  diese  letztere  in  mehrere  Bestandgleichungen  zerfallt  da* 
durch,  dass  man  die  Coefiicienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x  je  für  sich  der  Nulle  gleich 
annimmt,  d.  h. : 

0=C7,F 

0=r„._.F-(l7„F)' 

0=  ir„_.F-(ü,_.F)'  +  (l7.„F)" 
(486) 


0  =  l/,  F-  (17.  Vy  +  iU,V)"- +  (-  l)»-  (ü-„  F)  •»-' 

0=  u,  V-  (i7.F)'+(i7.F)"- +(-  i)"-(r.,_,Fy'»-)+(- 1)"-'  iu^vy"'-'- 

Sie  sind  m  an  der  Zahl  und  vermögen  nach  vollbrachter  Substitution  des  Werthes  (485)  nach  den 
Constanten  C  geordnet  zu  werden,  wodurch  sie  nach  eben  denselben  ein  System  von  Gleichungen  des 
ersten  Grades  darbieten  von  der  wohlbekannten  Gestalt: 

[1,  t]  C.  +  [1,  2]  C,  +  [1,  3]  C.  + +'[1,  n]C„  =  0 

[2»  «]  C.  +  [2.  2]  <?.  +  [2,  3]  C,  +  ..'..  +  [2,  n]  C„  =-  0 
(487)  [3,  1]  C.  +  [3.  2]  C.  +  [3,  3]  C.  +  . . . . .  +  [3,  n]  C„  =  0 

[«,  1]  C.  +  [».  2]  C,  +  [w,  3]  C.  + +  [/»,  /i]  C„  =  0 
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Die  Eliminatton  der  C  genannten  Constanten  fShrt  hier  zu  einer  Eliminationsgleiehnng  in  ti, 

s-cn  Wurzeln  sämmtlich  die  Rolle  irgend  einer  der  Integrationsgrenzen  übernehmen  können.  Sind 

itoer  diese  Wurzeln  n  +  1   an  der  Zahl  vorhanden ,  mit  dem  Bemerken ,  dass  aueh  unendliche 

in    einander  verschiedene  Wurzelwerthe  hier  brauchbar  sind;  so  geben  sie,  zu  zweien  combinirt, 

von  einander  verschiedene  bestimmte  Integrale  wie  (477),  die  alle  die  Eigenschaft  haben,  anstatt  y 

^^^setzt,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zu  erfüllen.  Erwägt  man  zudem,  dass  die  Differentialglei- 

c^lmiig  in  F  der  m^^  Ordnung  angehörig  und  mit  Coefficienten  versehen  sei,  von  denen  mindestens 

^ioer  sich  bis  zum  n^^^  Grade  erhebt,  so  sieht  man,  dass  sich  die  Integration  einer  Differentialglei- 

ohang  der  n^^  Ordnung  mit  Coefficienten  vom  Grade  m  zurückfuhren  lasse  auf  die  Integration  einer 

anderen  Differentialgleichung  von  der  m^«»  Ordnung  und  mit  Coefficienten  vom  Grade  n.    ^  \ 

Um  die  Verwandtschaft  der  beim  asymptotischen  Integriren  auftretenden  Rechenformen  mit 
den  hier  vorkommenden  hervorzuheben,  kann  allsogleich  bemerkt  werden,  dass  nicht  nur  die  Polynome 

CAaft  •  Vwt-x* ^1«  ^u  hier  und  dort  dieselben  seien,  sondern  es  kommen  auch  die  Wurzeln  der 

Gleiehimg  C/'^i  =  0,  die  mit  a^,  a,,  a^  bezeichnet  worden  sind,  vor  in  den  beiden  Rech- 
nungen: beim  asymptotischen  Integriren  als  Substitutidnszahlen ,  hier  aber  in  den  einfachen  Factoren 
des  ersten  Coefficienten  der  (484),  welcher: 

«n  (w  —  a,)  (u  —  a;) (u  -  aj 

ist.     Noeh  mehr,  auch  die  Differentiationsindices :  A^,  A,,   A„,  die  den  Substitutionszahlen 

oc^  ,  a, a„  angehören,  sind  beim  Integriren  durch  bestimmte  Integrale  zugegen.  Es  sind  nämlich: 

A.  +  1,  A,  +  1,  A,  +  1   A„  +  1 

eben  die  Exponenten,  die  zu  den  einfachen  Factoren: 

u  —  a^,  II  —  a, ,  11' —  a,,  u  —  a„ 

Kehorig  sind,  und  die  wir  wiederholt  mit  k  bezeichnet  und  in  der  Differentialgleichung  (478)  durch 
Zerlegung  des  Bruches  in  Partialbruche  gewonnen  haben,  den  man  erhält,  den  zweiten  Coefficienten 
durch  den  ersten  dividirend.  Die  allgemeine  Formel  für  diesen  Exponenten  war  nämlich: 

***    ^zng  auf  die  (484)  aber  geht  n  in  »h,  ä'„  in  V^,  and  X^,.,  in  (7)  U'^  —  17^_,  über,  daher: 

k j^\    +  1  (489) 

^^^4 ,  was  mit  Bficlisicht  auf  den  aUgemeinen  Wertli  des  Differentiatioosindex  h ,  der  sich  unter  (391) 
'^•»'aiidet: 

Ä  =  Ä  +  1  »    (490) 


448  V.    A  b  8  e  h  n  i  t  t. 

gibt.  Es  kommen  daher  in  den  Nennern  der  versehiedenen  partioolärea  Integrale ,  ans  welehen  1 
sammengeseCzt  idt«  als  Factoren  beziehlieh  die  Potenzen: 

(II  -^  aO**^\  (u  -  tt.)**^* (II  -  a,)*-+* 

vor  u^d  das  V  selbst  kann  in  folgender  Gestalt  voransgesetzt  werden : 

y^    P 

(***^  (u  —  a,)*i+'  (II  —  o,)**^'  (u  -  oj*-^'  * 

Es  kann  noch  hinzugesetzt  werden ,  dass  auch  mit  deiyenigen  Functionen  von  u ,  die  FF  benannt 

den  sind  und  die  wir  den  einzelnen  particulären  Integralen  entsprechend  mit  FF^ ,  IF. , 

bezeichnet  haben »  unser  V  in  sehr  einfacher  Verbindung  stehe.  Es  ist  nämlich : 

(492)  IF,  =  (M  —  a,y^^\  F,  W,  ==  (u  —  a,)*«+*  F,  W^  =^  (u  —  aj*-+^  V. 

Um  diess  zv  zeigen,  nennen  wir  a,  A,  FF  die  znaammengehorigen ,  irgend  einem  particnlSreB 
grale  in  asymptotischer  Form  zugehSrigen  Grössen,  und  suchen  jetzt  nachzuweisen,  dass  man  allgo 

(493)  FF  =  (ti  -  a)*+*  V 
oder : 

(494)  .  F=  FF(ti-  a)-*- 

habe.  Zur  klaren  und  grundliehen  Durchfährung  des  Beweises  wird  es  frommen,  bei  einer  Diffm 
gleichung  der  n^«n  Ordnung  mit  quadratischen  Coeffieienten  anzuheben,  der  eine  HUCsgleiehmii 
zweiten  Ordnung  und  mit  Coeffieienten  vom  Grade  n  entspricht.  Sie  sind: 

(496)  (a^x*  +  h,x  +  c«)  y^"^  +  (a^.,a:"  +  6«-,x  +  c^,.  J  y^'»"*^  + +  (a«^*  +  M  +  c.)  y  = 

(496)  (.u.vy  -  iv.vy  +  h\v  =  o. 

Anstatt  der  abhängigen  Veränderlichen  V  fuhren  wir  in  die  Hilfsgleichung  eine  neue  Veränderlicl 
ein  durch  die  Substitution  (494)  und  erhalten  zunächst: 

(497)  {UJV  (II  -  a)-*-*)"  —  (r,FF  (m  —  a)"*-*)'  +  (ü,FF  (ti  -  a)-*"*)  =  0    . 

dann  aber,  die  eingeklammerten  Ausdrficke  als  Produkte  aus  zwei  Factoren  wirklich  differenzi 
von  denen  immer  einer  (u  —  a)~^'  ist,  wie  es  die  angehängten  Striche  andeuten: 

^'^  +  1)  (Ä  +  2)  U,W  +  [(A  +  i)  U,W  _  2  (Ä  +  1)  (l^.FF)']  (ti  -  a)  +■ 
(498) 

•  +  [u,w  -  (U,wy  +  iu.wy]  (u  -  ay  =  o. 

Um  nun  das  dieser  Gleichung  Genfige  leistende  FF  zu  erhalten  in  aufsteigender  Reihenform,  gec 
nach  Potenzen  von  ti  —  a,  gerade  so,  wie  die  gleichnamige  Grosse  beim  asymptotischen  Inte| 
gewonnen  wird,  denken  wir  uns  das  Gleichungspolynom  nach  Potenzen  dieser  Differenz  in  d*e 
steigende  Reihe  verwandelt,  was  dadurch  zu  geschehen  hat,  dass  man  anstatt  IToFF,  U^W^ 
die  folgenden  Substitutionen  macht: 
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tr.FF=  U.W  +  (U,W)'  (11  -  a)  +  (U.W)"  ^^^^*  + 


(Ä 

1.2 
-  1)  (Ä  - 

2) 

(Ä 

2.3 
-  2)  (Ä  - 

3) 

3.4 

(Ä- 

r  +  1)  (A 

-r) 

r.iF  =  u,w  +  (U.wy  (u-d)  +  (ü.wy  ^"  ^  "^'  + (499) 

C7.IF  =  U.W  +  (U.W)'  («-«)  +  (U.W)"  ^"  ~  "^'  + 

Itaon  setzen  wir  die  CoeSieienten  der  versehiedenen  Potenzen  von  m  —  a  je  für  sich  der  NnHe  gleich 
vnd  erhalten  nach  einer  leichten  Reduction  folgendes  System  von  Bestimmungsgleichangen  für  W, 

W",  W",  .       ^ 

V^W         =0 

U.W        +  h  (U.W)'       =  0 

U.W       +        Ä       (U.W)'     +  ^^^r^         (U.W)"     =0 

(U.W)'     +     ^^    iv.wy    +     :        '^  ^•' — ^    iu\wy"    =0         (wo) 

(U.wy    +     ^^    (U.w)'"   +     "•'     '"  ]"     "    (U.W)'-    =0 


(U.W)('-'  +  ^"""^^  (U.W)^'-)  +  V -1-  ^^  V ^  (ü.W)<'+'>  =  0 

r  r(r  -l-  IJ 


Sie  fallen  mit  dem  (330)  in  S.  5  Gewonnenen  zusammen.  Das  alldort  bereehnete  W  ist  also  mit  dem 
hier  ans  der  (498)  gezogenen  völlig  identisch  und  hiemit  ist  auch  der  Zusammenhang  zwischen  den 
beiden  Functionen  W  und  F,  der  allgemein  durch  die  Gleichung  (494)  und  speciell  durch  die  den 
einzelnen  particularen  Integralen  angehörigen  (492)  ausgedruckt  ist,  vollständig  erwiesen. 

Man  gewiunt  sohin  aus  der  Function  F,  wenn  man  sie  durch  Integration  der  Hilfsgleichung 

(484)  ermittelt  hätte,  alsogleicn  die  W^,  W^^ FF,|  auf  eine  fiberaus  leichte  Weise, •nämlich 

indem  man  beziehlich  die  Factoren :  (u  —  aj)**+*,  (u  —  a,)**+\  (w  —  «n)**^*  i™  Nenner 

des  V  streicht.  Da  indesa  der  allgemeine  Werth  von  V  versehen  ist  mit  zwei  willkürlichen  Constan- 
ten, während  jedes  W  nur  eine  einzige  zum  Factor  hat,  so  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  zu 
der  Multiplication  mit  (u  —  a)^\  welche  allgemein  F  in  IF  verwandelt,  noch  speciell  die  Bestim- 
mung einer  Constanten  der  Integration,  gewohnlich  Null,  hinzuzutreten  habe.  Weil  nämlich  die  Diffe- 
rentialgleichung (498)  bei  der  Behandlungsweise,  die  wir  hier  angedeihen  lassen,  nur  dei^enigen  der 
xwei  Bestandtheile  von  W  liefert,  der  den  Factor  (u  —  a)^^  nicht  mehr  besitzt,  folglich  nur  den- 
Joiigen  von  F,  der  eben  den  Divisor  (u  -^  a)*^^  trigt,  so  ist  es  auch  nur  dieser,  den  man  braucht» 
«n  aus  F  die  Vnnetion  W  tu  bilden.  .  ^ 
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Der  Fall,  wo  A  in  eine  ganze  positive  Zahl  r  übergeht,  führt  sowohl  bei  der  asymptetf 
scben^Integration  der  (495),  wie  auch  bei  der  aufsteigenden  der  (498)  zu  gewissen  abnormen  Erschei- 
nungen. Die  CoeSicienten  der  Reihenentwieklung  von  W  werden  von  W''^'^^^  an  alle  unendlich  nod 
zwar  darum,  weil  h  —  r  in  der  ersten  Potenz  in  die  Nenner  der  ihnen  gleichgeltenden  Aosdrucki 
fallt.  Ueberdiess  haben  wir  beim  Integriren  in  aufsteigenden  Reihen  gesehen,  dass  der  Werth  von  W 
wie  er  hier  aus  der  Differentialgleichung  (498)  der  zweiten  Ordnung  gezogen  wird,  auch  uneDdlich< 
Coefiicienten  beherberge,  denen  man  aber  dadurch  entgehen  kann,  dass  man  einen  mit  der  TranaeeB- 
dente  log  (u  —  a)  als  Factor  verbundenen  Bestandtheil  des  FFx  absondert,  mithin  V  nicht  mehr  ii 
der  Form  (494),  sondern  in  der  folgenden  anderen  voraussetzt: 

(601)  V  =  W  {u  —  a)-*-*  +.Q  log  (u  —  a). 

Es  ist  von  Interesse ,  den  Zusammenhang  zwischen  W''*'^' ,  W^^'^*\  und  den  Cöefficienten  de 

aufsteigenden  Entwicklung  von  Q,  nämlich: 

<BOi)  0  =  0  +  0'  (ti  -  a)  +  0"  ^—  + 

kennen  zu  lernen.  Wir  substituiren  zu  diesem  Zwecke  den  neuen  Ausdruck  für  V  in  die  Hilfagleichan 
und  zerlegen  sie  sodann  in  zwei,  die  Glieder  mit  dem  Factor  log  (u  —  a)  für  sich  und  die  andere 
ebenfalls  für  sich  der  Nulle  gleich  setzend,  so  ergeben  sich  die  folgenden  zwei  neuen,  zur  Bestimmon 
von  Q  und  W  dienenden  Gleichungen : 

(503)  iU.QY  -  (U.Qy  +  (l^oO)  =  0 

(Ä  +  1)  (A  +  2)  (U,W)  (u  -  a)-*-  +  (Ä  +  i)  1^  2  iU.Wy  +  (U.W)^  (w  -  a)-*"*  H 

(604)  +  \iU,Wy  -  iU,W)'  +  iU,W)\  (u  -  ar\-  (U,Q}  (u  ^  a)-  + 

+  [kUM  -  iU,Q)\  =  0.        • 

Die  erste  von  ihnen  besagt,  dass  Q  selbst  ein  Integral  der  Hilfsgleiohung  (496)  sei  und  zwar,  nac 

einer  stillschweigend  in  die  (501)  aufgenommenen  Voraussetzung,  dasjenige,  welches  für  tf  «>  a  wa 

der  Null  wird  hoch  unendlich.  Um  es  zu  erhalten  in  aufsteigender  Reihenform  fuhren  wir: 

• 

(U,Q)    =    U.O      +  (U.Q)'    (u-a)  +  (U,Q)"   ^""-^^  +  


(SOS)  (17,0)'  =  (U.O)'   +  (U.O)"  («  -  «)  +  (U,Qr  ^^^—^  + 

(U,Qr  =  (U.O)"  +  (U.O)'"  («-«)  +  (U.O)'"  ^^-L^  + 


ein,  ordnen  aufsteigend,  und  setzen  die  Cöefficienten  der  versctiiedenen  Potenzen  Ton  u  —  a  einieli 
der  Nulle  gleich,  so  gelangen  wir  zu  einem  Systeme  von  Bestimmungsgleicliungen  fir  Qf,  Q',  iy,  . . . 
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injirelehen  U^  darum  nicht  mehr  ersehdnt,  weil  es  durch  seinen  Werth,  nämlich  durch  —  AU',  =  — rU', 
ersetzt  worden  ist. 

0=.(r4-2)ü'.0'  +[U".-U'.  +  U.]0 

o=(r+3)u;o"+[3U';-2U'.  +  üjO'+[u:-u':  +  ü;]o 


+  [(^V)  U'.f)  —  (  ?)  U'/-"  4-  (  K*)  W~*^  0'  +  [Ui.''+')  -  V\v-^ + U^-'  ^]  Q. 

Sie  bestimmen,  wie  man  sieht,  Q  nicht  nnd  lassen  ihm  noch  einstweilen  die  Bedeutung  einer  will- 
Itfirliehen  Constante .  Wir  verfahren  nun  mit  der  zweiten  der  gewonnenen  Differentialgleichungen  genau 
.  auf  dieselbe  Weise  und  erhalten  nach  einigen  leichten  Reductionen : 

0  =  (r+l)(r  +  2)U,W 

0  =  (r+l)jr(U.W)'  +  (Ü.W)| 


Q==^*^(j^+[)^  +  2)*^^^'^"'^"+^^^'^^"'^'''^^'^^'''  ^*^ 


o=(;z-ö7[^(U.wr+(u.w)(-^]-u.o 

Diese  FormelD  reichen  zu,  am  die  Verwandtschaft,  welche  zwischen  der  asymptotischen  Form  des 
Integrales  der  vorgelegten  Gleichung  in  y,  nämlich  (495)  und  der  aufeteigenden  ihrer  Hilfsgleichung 
in  F,  nämlich  (496)  besteht,  in  allen  Fällen  erschöpfend  darzulegen.  Integrirt  man  nämlich  die  Erstere 
asymptotisch,  so  setzt  man  die  particulären  Integrale  voraus  in  der  folgenden  Gestalt: 

y=^[e««frjj  =e^|Wa:*  +  (*jWa?*-  +  (J)  W''**-+ |  (M8) 

md  erhilt  jedesmal  die  Werthe  v«b  W,  W", dem  W  proportional,  bestimmt  durch  die  GM- 
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chnngen  (500)  and  zwar  sind  das  durehgehends  endliche  Wertbe,  so  lange  h  nieht  in  eine  positive 
ganze  Zahl  übergeht.  Allein  dieselben  Bestimmangsgleichangen  gelten  aoch  für  diejenige  Differentlal- 
gleichung ,  die  man  aus  der  (496)  in  V  durch  die  Sabstitutioa : 

(u  —  a)*^' 

gewinnt.  Die  beiden  Functionen  von  ti,  die  W  der  asymptotischen  Gleichung  nämlich  und  die  der 
Hilfsgleichung  angehorige  V,  stehen  mithin  in  der  sehr  einfachen  Beziehung: 

(609)  W  =  iu  —  a)*+*  V. 

Geht  h  gelegentlich  in  eine  ganze  positive  Zahl  r  über,  so  bleibt  noch  immer  die  Form  des  asympto- 
tischen Integrales  unverändert  dieselbe.  Auch  die  Bestimmungsgleichungen  (500)  ändern  sich  nicht,  nur 
geben  die  spätem  unter  ihnen,  von  der  (r  +  3)^'*  angefangen,  welche  W^^"^*^  bestimmt,  unendliche 
CoefQcientenwerthe.  Diess  thut  jedoch  der  Brauchbarkeit  der  asymptotischen  Form  (508)  an  und  ffir 

sich  keinen  Eintrag,  weil  in  ihr  nicht  die  unendlichen  W^^'^^\  W^**^^-, vorkommen,  sondern 

nur  die  mit  dem  verschwindenden  Factor  A  —  r  multiplizirten  solchen,  und  weil  ffir  die  Produkte: 
(Ä  —  r)  W^^+*\  (Ä  —  r)  W^''+*\ aus  eben  den  Bestimmungsgleichungen  (500)  immer  end- 
liche Werthe  gezogen  werden.  Sie  gehen  sämmtlich  aus  der  einzigen: 

<510)  (Ü.Wr-'^  +  ^'-''+  ^  (U,wr^  +  ih-r^  1 )  (A  -  r)  ^^^(r^o  =  o 

*?w  r  r  (r  +  i) 

dadurch  hervor ,  da3S  man  r  der  Reihe  nach  in  r  +  1 ,  r  +  2 ,  verwandelt  und  zugleich  auf 

A  =  r  Rücksicht  nimmt ;  und  sind,  in  der  beim  asymptotischen  Integriren  angenommenen  symbolischen 
Weise  aufgezeichnet,  der  Reihe  nach  die  folgenden: 

A  _  r.W^^""'  =  A  ^  r.W^»^^  +  A  -  r.W^^''^  +  A  —  r  W^^^  + +  A  tilV.  W 


(Ml) 


h  —  r  —  2.W^'*+»^  =  h  —  r  —  2.W^''^*>  +  Ä  —  r  —  2  W^'^'^ 

A  — r— /£.W^'-+I^+*^  =  A  — r— /£.W^^+I^^  +  A  — r— /£.W^*^^-*'  +  :^...+ 


Wenden  wir  uns  jetzt  unter  steter  Voraussetzung  eines  ganzen  positiven  h  =  r  an  die 
Hilfsgleichung,  so  tritt  uns  die  logarithmisch  transcendente  Form  des  Integrales  entgegen  und  es  müssen 
die  Coefficienten  seiner  aufsteigenden  Entwicklung  aus  den  zwei  Systemen  von  Bestimmungsgleichungen 
i>'h\  (506)  und  (507)  gezogen  werden.  Von  dem  zweiten  Systeme  fallen  die  ersten  r  +  2  an  der  Zahl 
mit  den  ersten  in  derselben  Anzahl  des  Systemes  (500)  in  aller  Strenge  ^zusammen,  geben  mithin  die- 
selben Werthe  von:  W,  W",  W"', W^'*\  daher  auch  in  den  i*  +  i  ersten  Gliedern  der  Ent- 
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widduBg  die  Fanotion  W  des  asymptoüBchen  Integrales  (508)  mit  dem  in  V  loraft  der  (SOI)  enthal- 
tenen W  obereinstimmt.  Weiter  gelit  aber  diese  Uebereinstimmnng  nidit,  schon  ans  dem  Grunde,  weil 

die  W^^+'\  W^^'^*\  der  asymptotischen  Form  unendlich  werden ,  wahrend  das  in  F  enthaltene 

W  lauter  endliche  Glieder  der  Entwicklung  bat  Es  entsteht  daher  hier,  die  Frage :  in  welcher  Be- 
ziehung die  zur  asymptotischen  Form  gehörigen,  aus  den  Gleichungen  (500)  gezogenen  endlichen  Werthe 

▼on  (Ä  —  r)  W^*'+*\  (Ä  —  r)  W^'^*^ zu  den  Gliedern  der  Entwicklung  von  W  und  Q  in 

(501)  stehen,  danüt  man  in  einem  jeden  Falle  und  selbst  für  ein  ganzes  positives  h  im  Stande  sei, 
den  asymptotischen  Werth  von  y  gleich  aufzuzeichnra,  wenn  man  sich  im  Besitze  befindet  der  aufstei- 
genden Entwicklung  von  V. 

VcfTgleichen  wir  zu  diesem  Behufe  die  (r  +  3)^  im  Systeme  der  Gleichungen  (500),  oder 
was  dasselbe  ist,  die  erste  der  (511)  mit  der  r  +  3^"  von  (507),  d.  h,  mit: 

0  =  ^  (l\Wy''  +  (U,0)'  -  U,0  (ölf) 

und  erwägen  wir,  dass  durch  Substitntion  der  Werthe  für  die  Symbole,  die  sich  ans  (336)  für  A  =  r 
ergeben,  die  erste  der  (511)  verwandelt  werde  in: 

(A  —  r)  V\W<-'-*'-  =  (VoW)n  (618) 

ffingegen  verwandelt  sich  mit  Rücksicht  auf 

U,  =  0       und       —  ü.  =  r  ü'. 


die  (512)  in: 

Mithin  ergibt  sich: 
Wir  wissen,  dass 


* -  (614) 


0  =  -.  (U.W)<'-'  +  (r  +  1)  U'.O. 


(Ä  —  r)  W^*^*   =  —  (r  +  1)/  0.  (818) 


(U.W)^''^  =  0 

beim  asymptotischen  Integrale  die  Bedingung  des  Abbrechens  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  aber  ver- 
schwindet augenscheinlich  Q,  mithin  kraft  der  Gleichungen  (506)  auch  Q',  Q", also  auch  Q; 

folglich  ist  dann  in  V  kein  logarithmischer  Bestandtheil  vorhanden.  Die  Bedingung  des  Abbrechens  des 
asymptotischen  Integrales  ist  demnach  zugleich  die  Bedingungsgleichung  der  nicht  vorhandenen  loga- 
rithmischen Transcendente  im  Integrale  der  Hilfsgleichung. 

Nehmen  wir  jetzt  die  zweite  der  Gleichungen  (511)  vor  und  vergleichen  wir  sie  mit  der 
ersten  des  Systemes  (506),  welche  Q'  gibt.  Die  zwei  so  verglichenen  Gleichungen  sind: 

.  h  —  r  —  i .  W^*-+*)  =  A  —  r  —  1 .  W^'^^*^  (516) 

0  =  (r  +  2)  u;  0'  4-  [ü;  -  u;  +  uj  o.  («i») 


Wir  multiplisiren  die  erste  dersellieii  mit  dem  versebwindenden  Pector  A  —  r  und  setieo  die 
lisehen  Goefficienten  io  ilire  Werthe  um,  auf  A  =  r  Ricicsicht  nelimend,  so  gelit  sie  aber  in: 

(618)  -  (A  _  r)  U;.W^^^*>  =  (Ä  -  r)  W^^'^  [U;  —  V\  +  ü^] 
oder  mit  Rucksicht  auf  (515) 

(A  _  r)  W^^'^KU,  =  (r  +  1)/  Q  [U'.'  -  U;  +  UJ. 

Der  Vergleich  mit  der  (517)  zeigt  jetzt,  dass 

(619)  (Ä  —  r)  W  •^•^  =  _  (r  +  2)/  Q' 
sei. 

In  ähnlicher  Weise  halten  wir  die  dritte  der  Gleichungen  (Sil),  welche  W^*^'^  gibt, 
die  zweite  der  (506)  zusammen.  Sie  sind: 

(6(0)  /i  -  r  _  2.W''+»>  =  Ä  -    r  ~  2.W''+'^  +  ä  —  r  —  2.W^'^*^ 

(621)  0  =  (r  +  3)  u;  0"  +  [3U';  -  2V\  +  i\]  Q  +  [IT,"  -  IT;  +  u;]  Q. 

Die  erste  wird  durch  Multiplication  mit  dem  verschwindenden  Factor  A  —  r  und  Umsetzung  ihr*^* 
symbolischen  Coefficienten  in  ihre  Werthe   mit  Rücksicht  auf  A  =  r  und  auf  die  (515)  und  (51   ^ 
verwandelt  in: 
(6W)    2U;.(A  -  r)  W^-'^  =  [3U;  -  2Ü'.  +  Uo]  (r  +  2)/  0'  +  [U;  -  U^  +  U;]  (r  +  2)/ 

woraus  sich  mit  Rucksicht  auf  (521)  ergibt: 
(628)  '  (A  -  r)  W^'-^»^  =  -  ^^  "^  ^^'  0". 


Auf  dieselbe  Weise  liefern  nun  die  beiden  folgenden  Gleichungen  gegen  einander  gehalten: 

±_ 
3/ 


(r  4-  iV 
(624)  (A  -  r)  W^*-^)  =  -  ^     ; ,   ^    0 


und  erwecken  hiemit  die  Vermuthung,  dass  allgemein:  ^ 

(585)  (A  -  r)  We^l*'  =  -  ^^-^y  0^''-' 

sei.  Um  sie  zur  Gevissheit  zu  erheben,  genügt  es,  zu  zeigen,  dass  wenn  die  vorliegende  BeziehuifiP^ 
gleicliung  richtig  ist,  auch  die  darauffolgende,  welche  man  erhält,  /t  + 1  anstatt  p  setzend,  d.  h.  dl<>' 


(Ä  _  r)  W^«-»***'  =  —  (*•  +  M  +  *V  g(,») 


nothwendig  richtig  sei.  Um  diess  zu  zeigen,  vergleichen  wir  die  allgemeine  letztaufgezeielmete  ä€t 
Gleichungen  im  Systeme  (511)  mit  der  allgemeinen  (506),  multlpliziren  die  erstere  aiit  dem  V0^ 
schwindenden  Factor  A  —  r,  setzen  anstatt  der  symbolischen  Coefficienten  ihre  Werthe,  gehörig  ^^ 
h  =  r  Rücksicht  nehmend,  und  setzen  verabredeter  Massen  voraus,  dass  die  Beziehnngsgleidiiing  {S20) 
für  /x  =  1,  2,  3,  /i  richtig  sei.  Sie  geht  dadurch  über  in : 


(ötT) 
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/lu;  (Ä  -  r)  we^i^*«'  =  r~^r%  [^  ^  t  '^  ^"'  -  f  ^^'  +  ^«l  ö^'"""  + 

I>nr'€h  den  blossen  Anblick  dieser  Gleichung  und  der  allgemeinen  in  (506)  überzeugt  man  sich  nun,  dass: 

(Ä  _  r)  w  »^+1^+'^  =  —  ^^  +  M+  ^^'  Q(a)  (5J8) 

bestehe  und  somit  wäre  durch  den  gewohnlichen  Inductionsbeweis  die  Giltigkeit  der  Gleichung  (525) 
restgrestellt 

Von  den  letzten  der  Bestimmungsgleichungen  (500),  deiyenigen  nämlich,  welche  auf  die 
C'*   H-  3)<«  folgen,  haben  wir  bisher  keinen  Gebrauch  gemacht  Sie  geben  der  Reihe  nach  für  W^'"^'\ 

'firi*-+«)^  ^(r+*)^  ^  ^ig  „Jan  gjßij   leißin  überzeugen  kann,  endliche  Werthe,  in  Function  von  W 

und   von  W^^*\  welche  als  neue  Integrationsconstante  in  der  Rechnung  auftritt,  multiplizirt  mit  Q^ 
dienen  also  zur  Entwicklung  desjenigen  FT,  welches  im  Werthe  von  V  erscheint.  Im  asymptotischen 
Inteprale  jedoch  erscheinen  diese  späteren  Coefficienten  nicht,  und  dieses  letztere  erleidet  auch  gar 
keine  Veränderung,  wenn  man  sie  alle  in  Null,  oder  auch  in  beliebige  andere  endliche  Grössen  ver- 
wandelt. Das  asymptotische  Integral  erscheint  mithin  für  h  gleich  einer  ganzen  und  positiven  Zahl  r 
zusammengesetzt  aus  zwei  verschiedenen  Bestandtheilen.  Von  ihnen  besteht  der  erste  aus  r  + 1  Glie- 
dern,  welche  alle  der  Reihenentwicklung  desjenigen  FT  entnommen  sind,  das  im  Werthe  von  F  er- 
scheint, der  zweite  Theil  ist  eine  unendliche  Reihe  und  ihre  Coefficienten  sind  lediglich  aus  den  Ent- 
wicklnngsgltedern  der  Function  Q  zusammengesetzt.  Ist  Q  =  0 ,  d.  h.  fehlt  in  V  der  logarithmische 
Bestandtheil ,  dann  bricht  das  asymptotische  Integral  ab,  sonst  aber  erscheint  es  in  folgender  Gestalt: 

y  =  e«  j  Wa?^  +  ([)  W'x^-'  +  gj  War'--  + +  (j!)  W^'^  | 

.111                                                          i  ,        (5») 

-r/e-|Q--0'-.  +  Ö"^.+ ...+(-iK-'0^^!^^  + I 

l|       •BW'o,  wie  gesagt,  W\  W", W^*"^  aus  der  aufsteigenden  Integration  der  Gleichung  (498)  und 

V«  Q',  Q'' durch  Int^riren  der  (503)  in  derselben  aufsteigenden  Form  gewonnen  werden  mit  dem 

^'^»atze,  dass  vermöge  der  (514) 

^  (r  +  1)/  ü; 

i 
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bestebt,  wodurch  sich  der  vorliegende  Werth  von  y  in  einenr  Aasdruck  mit  einer  einzigen  willlrarli- 
chen  Constante  W  verwandelt. 

Die  hier  dargelegte  Verwandtschaft  zwischen  dem  asymptotischen  Integrale  einer  DilTeren- 
tialgleiehung  der  n^^  Ordnung  mit  quadratischen  Coeflficienten  und  dem  aufsteigenden  ihrer  HUfsgld- 
chung  der  zweiten  Ordnung  mit  CoefHcienten  des  n^^  Grades  ist  auch  ganz  allgemein  vorhanden  zwi- 
schen dem  asymptotischen  Integrale  einer  Gleichung  der  n^"  Ordnung  mit  Coeflficienten ,  die  den  !»<«■ 
Grad  erreichen  und  den  nach  Potenzen  von  u  —  a  aufsteigend  geordneten  Integralen  ihrer  Hilfsglei- 
chung, die,  der  m^^  Ordnung  angehörig,  Coefficienten  besitzt,  die  den  n^»  Grad  erreichen.  Unter  u  —  a 
ist  hier  immer  ein  Factor  des  ersten  Coefficienten  der  Letzteren  verstanden.  Die  Sache  verhält  sidi 
nämlich  so :  Wenn  das  einem  bestimmten  a  zugehörige  h  keine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  besteht  zwi- 
schen der  dem  asymptotischen  Integrale  zugehörigen  W  und  dem  V  der  Hilfsgleichung  die  Relation  (493) 
und  zwar  ist  in  derselben  nicht  der  allgemeine  mit  m  willkürlichen  Integrationsconstanten  versehene 
Werth  von  F  verstanden,  sondern  nur  das  eine  particuläre  Integral  der  Hilfsgleichung,  welches  für 
u  =  a  unendlich  wird,  und  welches  man  erhält  durch  Transformation  vermittelst  der  Substitutions- 
gleichung (509),  deren  aufsteigend  nach  u  —  a  geordnetes  Ergebniss  ist: 

(A+i)(A  +  2)(A+3) (A  +  m)(ti-a)-*-«-^l7^ir- 

-(Ä+0(A  +  2)(Ä  +  3) (Ä  +  m-l)(ti-a)-Hm(ir„IIO'-Cr^-.»r|  + 

+  (A  +  i)(A  +  2)(A  +  3) (A  +  m^2)(u-a)-^--|(?)(l7^IFy'-(V)(l/«-.»F)'^^^ 

+(-  iy'(*+ i)(A+2) (A+m-p)(M-a)-*--'-*  {Oiu^wyp^-c;:^)(u^^.in''^''+ 

+(^i)iü^^.wyp'*^+ +(- 1)''  u„,^,w\ 

+  (-  0-  (u  ^  a)-*-  j(l7,  Wy^'  -  (U^., IT) -V  +  iU^,  W^)  '"- ' - +  i-^irU.w\ 

Der  vermittelst  der  Mac-Lauri naschen  Formel  entwickelte  Werth  von  W  stellt  im  Allge- 
meinen, wie  im  §.  3  dieses  Abschnittes  dargethan  wurde,  ein  einziges  particuläres  Integral  dar,  wel- 
ches zugleich  jener  specielle  Werth  von  FT  ist,  der  der  asymptotischen  Form  des  y  angehört.  Diess 
leidet  theilweise  eine  Ausnahme ,  wenn  A  in  eine  ganze  positive  Zahl  r  übergeht ,  weil  in  einem  sol- 
chen Falle  die  aufsteigende  Berechnung  des  W  aus  der  vorliegenden  Differentialgleichung  (531)  zu 
besonderen  analytischen  Erscheinungen  fuhrt,  denen  dann  auch  besondere  Erscheinungen  in  dem 
asymptotischen  y  entsprechen.  Es  gehen  nämlich  nur  für  die  Coefficienten  W\  W'\  W^^^  end- 
liche Werthe  aus  der  Rechnung  hervor,  dann  aber  kömmt  eine  Gruppe  folgender  Coefficienten,  nämlich 

W^*^*\  W^^"*"*^,  W*^*^    yf-iri^-^) 
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die  alle  A  —  r  =  0  im  Nenoer  bekommeD  und  desshalb  iiDendlieh  werden,  wenn  nicht  zu  gleicher 
Zeil  auch  die  Zähler  verschwinden,  was  aber  Bedingnngsgleichnngen  gleichfalls  m  —  1  an^der  Zahl 
iwischen  den  eonstanten  Parametern  der  Differentiaigleichong  erffitit,  voraussetzt  So  viel  deren  wirk* 
lieh  erfüllt  sind,  so  viele  der  Grössen  W^''+*\  w^''+'> ^(r+m-i)  erscheinen  dann  in  der  unbe- 
stimmten Form  —  und  treten  dann  in  der  Rechnung  als  neue  Integrationsconstanten  auf,  so  zwar,  dass 
man  mit  der  Berechnung  eines  einzigen  particuliren  Integrales  angefangen  hat,  und  am  Ende  mit  der 
Ermittlung  mehrerer  solcher  besdiaftigt  ist.  Jedoch  sind  diese  zuletzt  hinzugetretenen  ganz  ohne  Ein- 
flass  auf  das  asymptotische  p  und  können  ganz  ohne  Einfluss  auf  die  Gestalt  dieses  Letzteren  auch 
sanmitlieh  ersetzt  werden  durch  Null. 

Wir  haben  eben  im  S.  3  gesehen,  dass  diese  analytischen  Phänomene  daher  rühren,  weil 
V  für  ein  ganzes  positives  A  =  r  nicht  mehr  in  der  Form  (494),  sondern  in  der  anderen  (501)  be- 
steht, mit  einem  logarithmischen  Bestandtheile :  Q  log  (u  —  a),  allwo  Q  selbst  ein  Werth  von  V 
ist,  der  aus  deiyenigen  particulären  Integralen  der  Hilfsgleichung  in  V  zusammengesetzt  ist,  die  far 
ti  =  a  nicht  unendlich  werden,  durch  Multiplication  mit  bestimmten  Constanteh  und  Addition.  Diese 

Constanten  sind  aber  eben  die  oberwähnten  Zähler  der  Werthe  W^^+*-,  W^^'t*-  und  die  Bedin- 

pngsgleichungen  ihres  Verschwindens  sind  zu  gleicher  Zeit  die  Bedingungen  der  im  V  nicht  vorhan- 
denen logarithmischen  Transcendente  und  noch  uberdiess  die  Bedingungen  des  Abbrechens  des  asympto- 
tischen y.  Sind  sie  nicht  sämmtlich  erfüllt,  so  geht  der  Factor  erster  Classe  dieses  y  aber  in  eine 
absteigende  unendliche  Reihe,  deren  spätere  Glieder,  vom  r  +  !•<«"  angefangen,  lediglich  der  mit 
log  (u  —  d)  verbundenen  Function  Q  entnommen  sind. 

Man  fiberzeugt  sich  von  der  Richtigkeit  aller  dieser  Angaben  auf  demselben  Wege,  wie  in 
dem  früher  betrachteten  einfachen  Falle  einer  Gleichung  mit  quadratischen  Coefficienten.  Man  fängt 
nämlich  damit  an,  das  Polynom  der  (531)  durch  eingeführte  ähnliche  Werthe  in  Reihenform  für  U^fV^ 

U^W U^ FT,  wie  die  (499)  sind ,  in  eine  aufsteigende  Reihe  zu  verwandeln ,  und  bekommt, 

■  hre  Coeflficienten  einzeln  der  Nulle  gleich  setzend,  nach  einigen  leichten  Reductionen  das  folgende 
System  von  Bestimmungsgleichungen: 

0  =  U„W 

.0  =  u^^yr  +  A  {Mjivy 

0  =  u^.w  +  A  i\5,,,,wy  +  ^^^-=il  (u«wr 

0  =  Ü,..W  +  A  (U...W)'  +  ^^^^  (Ü...W)"  +  ^^^~'\^l~^^  (U^Wr  (63t) 

•  ■  •  •  ( 
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Sie  fallen  genau  mit  denjenigen  zusammen,  die  wir  im  §.  7  beim  asymptotischen  Integriren  zur  Be- 
stimmung der  Function  W  aufgestellt  haben,  und  hiemit  wäre  die  Relation  (494)  zwischen  dem  V  der 
Hilfsgleichung  und  dem  W  des  asymptotischen  Integrales  mindestens  so  lange  erwiesen,  als  die  Mae- 
Laurin*sche  Entwicklung,  nicht  unterbrochen  durch  das  Erscheinen  eines  unendlichen  Coeffieienten« 
ungestört  von  Statten  geht,  mithin  so  lange  h  nicht  übergeht  in  eine  ganze  positive  Zahl.  Um  aber 
auch  in  diesem  letzteren  Falle  die  obigen  Angaben  zu  erharten  und  den  Zusammenhang  zwischen  den 
spateren  Gliedern  der  asymptotischen  Entwicklung  und  jenen  der  Function  Q  blosszulegen,  fuhren  wir 
ebenso ,  wie  firfiher  in  dem  einfacheren  Falle,  anstatt  V  in  die  Hilfsgleichung  zwei  neue  Variable 
W  und  Q  ein  vermittelst  der  Substitution  (501)  und  erhalten  zunächst  die  folgenden  zwei  Differen- 
tialgleichungen: 

(533)  0  =  [U„,QY^'  -  [U^^M^'^  +  [l^«.-.(?]<— ^  ^ +(-!)-  [U,Q] 

0  =  (r4-l)(r-i-2)(r-i-3)...(r-i-wi)(tt  — a)-^-*.l^„,ir— 

(584)     -(r+i)(r  +  2)(r  +  3)...(r  +  m-0(w-Ä)"^"~^*j(7)(t^m>n'— t^m-iW'j  + 
+  (r  +  l)(r4-2)(r4-3)...(r4-m-2)(ii-a)-'--*-j(7)(ü,in'-rr0(l^m..^^ 

+ (-  0"  (t^  -  a)-  [(u^  fvy-^^  -  (u^^,  w)^^'^^  +  (i^,..  iT)^--'  -...+(_  1)- 1^^  ir|  + 

4-  (-  1)"^*  (m  -  ly  (u  -  a)-~^*  U„,Q  -h 

+  (-  i)~-(m-2)/(u-a)-'»+*j(7)(l7„,(?)'-  ir«-,(?j  + 

+  (-l)--«(m-3)/(ii-a)-«-»j(?)(l^,(?)''-(V)(l^«.,(?)'  +  ir,^ 

(w  -  ar  }(«•=.)  (i^«(?y"-^  -  (s:i)  (f^m-tOy~-^ + +  (-  ir-  (u.€ß 

Wir  verwandeln  die  Polynome  beider  durch  Substitutionen  von  der  Gestalt  (499)  in  aufsteigende  Reih 
und  erhalten  abermals  durch  Nullsetzen  der  einzelnen  Coefficienten  die  folgenden  zwei  Systeme  v^^ 
Bestimmungsgleichungen : 

o=(r+m)u;Q"'-'^+j(T)ir„-(^-otV.+u„_.jo^"-*-+j(-)u;-(-')u;_.+(-')^^^ 
+ +jur-ur;'+u's;r- +(-ir-u'.+(-iru.jo 

Mr+m+l)ir„Q"+j(^+Ol^m-(?)lC-.+U„_,JQ(»-'>+j(^-)Lr;-K?)ü;.^ 
<6SS)  I  i 
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Diess  ist  das  erste  System  und  kann  augenscheinlich  nur  dazu  dienen,  die  Reihencoefficienten  Q^*'''^^ 

Qi*\  Q'»+»J zu  bestimmen  in  Function  der  vorangehenden:  Q,  Q\  Q^"*-'-,  welche 

letztere  m  —  l  an  der  Zahl  sind.  Zu  ihrer  Bestimmung  muss  mithin  das  zweite  System  von  Bestim- 
mnngsgleichungen  verwendet  werden,  welches  durch  Entwicklung  des  Polynomes  der  (534)  in  aufstei- 
gende Reihen  und  Nullsetzen  ihrer  Co^'fficienten  erhalten  wird.  Einige  leichte  Reductionen  und  nament- 
lich die  Rucksicht  auf  die  folgende  wohlbekannte  identische  Gleichung :  ' 

(r-hm—p-h  I ) . . .  (r-hiw)      (r-hw— p-h  1 ) . . .  (r-^m—  1 )  /^x      (r-hm— p-h  1 ) . . .  (r+ w— 2) 


l.2.3...0>-i)  \U  1.2.3...(/i-2)  U; 


-<-')'©=C)=SSS[— ■-] 


1.2.3. ..p 

fahren  zur  Aufstellung  dieses  zweiten  Systemes  in  folgender  Gestalt: 

0  =  r(U„.W)'  +  U„_.W 

0=  g)  (U«W)"+  (;)  (U«..W)'  +  U„_.W 

i 

0  =  (y  (}i^W)'^  +  G»  - 1  j  (U^-W)^»-'  +  G»  -  2)  (U,-.W)<'->  + . . .  +U«_^W  (M8) 

0  =  (;)  (U„.W)^'^  +  (r  -  1)  (Um-.W)^'-'  +  (^  :.  2)  (U„_.W)(-'  +  . . .  +  U„_,W 

0-(r+l)(r  +  2).    .(m-1)  j(;:)cU„_.W)'-^+(^^  i)(ü„..W)--'+(^J::2)<^^«-^""+-   1 

+  (-l)'»-(m-l)/U„ö    , 
0=(r+  l)(r  +  2). .  .(m-  2)  j(;:((U„_.Wy->+(^_;:j)(U«_.W>'-')  +  (^:::2)(lV,W)C'-)+.  •  .| 

+  (- 1)— (m  -  2)/ j(U«0)' -  (ü„-.0)  j 

58  • 


4M  V.    Absebiitt 

0  =  (r+  0(r+2).    .(m-3)  \(^)(V^-,Wr'  +  {rL i)(U«_.W)<'-'+(^l2)(U„_W)>'-M-. .  j 
+■  (-  l)«-  (m -  3)/  j tU„0)"  -  (U«_.0)'  +  U«..0 j 

.o=-V(U.wy^  +  (U„0)^-*'-  (U„_.oy--^+(U«-.0)"'-'  - +(-  i)-'(U.O) 

r. 

Diese  Gleichungen  gelten  für  den  Fall,  dass  r  nicht  grösser  ist,  als  m  —  i.  Sollte  im  Gegentheile  r 
grösser  sein  als  m  —  1 ,  dann  stellt  man  sie  lieber  hin  in  der  folgenden  passenden  Form : 

(fOff)  r 

0  =  ü„_,W+-(U,„W)' 


o=ü.w  +^(U.W)'  +  !fci>(u.w)"+ +'^'-^^/-^''~"*''^\ü.,.wr' 

0=(Ü.W)- +_^(U.W)---+^-^,-^^^  + + 

^(r  — m+l)(r-m+2)...r'^   "'     ^ 

+  (-O"-*r.'ü„0 

+  (-  O""-  r!  j(U„ö)'  -  (XJ„..0)) 
0  =  r    *"    ^IfUWV'-'"^^     "*~^    fU\r)'— ^*M  I        (p»-3)(m-4)...l  ( 

+  (-  1)»-  r/  j(U„.0)"  -  (U™_.0)'  +  U„._.Q  j 

/    .   .   . 

0 = (U.W)«'-' +r/  j(u„0)"»--  -  (U.^-.O)^"-' + (U«-.Oy"^^  - +  (- 1)"-'  (U»Q)t 
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WÜr  wollen  zavSrderet  die  Letzteren  xnm  Gegenstande  unserer  Betrachtungen  erwählen,*  nehmen  mit* 
hin  r  >  m  —  1  an.  Von  ihnen  liefern  die  vorangehenden  r  +  2  an  der  Zahl  die  Werthe  der  Coeffi- 
denten  W\  W'\ W^^\  die  alle  unabhängig  sind  von  Q ,  welche  Grösse  in  ihnen  gar  nicht  er- 
scheint mit  Ausnahme  der  letzten,  all  wo  zwar  U^Q  ersichtlich  ist,  wegen  U^  =  0  jedoch  durch  die 
Nulle  ersetzt  werden  muss.  Die  darauffolgenden  dieser  Bestimmungsgleichungen  m  —  2  an  der  Zahl 

können  nur  durch  schickliche  Wahl  von  Q,  Q",  Q'', Q("^^  erf&llt  werden,  und  man  kann  sie 

mit' Rücksicht  auf  die  Relation:  V^^  +.  r  U;»  =  0  auch  hinzeichnen,  wie  folgt: 

(_  1)«-«  (m-2)/(r  ~m  +  2)/(r+  1)  Vnß  =  (U, W)^^'^^'^  +     "^ "" ?  , (l\Wy^^^'  +  . . . .    + 

r  —  ffi  +  o 

(-0— («-3)/(r-m  +  3)/j(U;-U;...+U„..)0  +  (r  +  2)U«0'j  = 

*    r  —  m  +  4  (r  —  wt  +  4}  (r  —  m  +  0 j . . .  r 


Nachdem  wir  so  die  zwei  Systeme  von  Bestimmungsgleichungen,  welche  die  aufsteigende 
Integration  der  Hilfsgleichung  erheischt,  aufgestellt  haben,  können  wir  zur  Vergleichung  der  aus  die- 
sen Hiifsgleichungen  gezogenen  Werthe  mit  denjenigen  schreiten,  die  sich  bei  der  asymptotischen 
Integration  der  vorgelegten  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  ergeben.  Es  ist  bereits  bemerkt 
worden,  dass  die  ersten  r  +  2  an  der  Zahl  der  Gleichungen  (389)  mit  eben  so  vielen  aus  dem 
Systeme  d^i^ vorliegenden  (537)  vollkommen  übereinstimmen,  mithin  zu  genau  denselben  Werthen  von 

a,  Ä,  W\  W",  W-" W^*"^  führen.  Sodann  folgt  bei  der  asymptotischen  Integration  eine  Gruppe 

von  Bestimmungsgleichungen  m—\  der  Anzahl  nach,  welche  zur  Bestimmung  von  W^*""^*',  W^'"^*-. . . 
lj^(r+m-i)  dienen  sollten,  jedoch  für  diese  ReiheneoeSicienten  entweder  unendliche  Werthe  liefern, 
wenn  die  Bedingungsgleichnngen  (398)  nicht  erfüllt  sind,  oder  dieselben  als  neue  Integrationsconstanten 
unbestimmt  lassen,  wenn  den  (398)  identisch  Genüge  geleistet  ist.  Diese  unendlichen  Werthe  sind  aber 
von  einer  solchen  Ordnung,  dass  die  Produkte: 

(r  _  r)  W'^^'\  (r  —  r)  W^'-^*',  (r  —  r)  W '•^•^   (r  —  r)  W^»"^«-',  (689) 

die  in  der  asymptotischen  Integrationsformel  vorkommiBU  und  die  man  daher  nur  braucht,  jedesmal 
efidlich  ausfiallen,  auch  wenn  die  (398)  nicht  erfüllt  sind.  Hiemit  parallel  weist  die  aufsteigende  Inte- 
gration der  Hilfsgleiehung  eine  Gruppe  von  Bestimmungsgleichungeti  aus,  die  anstatt  der  eben  ange- 
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fahrten  Prodaßte  (539)  die  Anfangseoeffieienten  der  Function  Q,  nSmlicfa  Q,  Q',  Q",  Q'"~*^ 

geben  und  namentlich  fSllt  Q  dem  (r  —  r)  W^'*".  Q'  dem  (r  —  r)  W^»"**',  Q  "^•'  den 

(r  —  r)  W''"'**^''  proportional  ans. 

Um  diess  zn  zeigen,  statniren  wir  der  Kfirze  wegen: 

(640)  (m-2y(r-».+2)/r«^^  +r-m+3^^'*^^  +•    '  (r-m+3X»-m+4).  ./^--^^         * 

(m-3)/(r-m+3).f^'     -^  'r-m+4^^'"^^  ^-  •+(r-m+4Xr-m+5).  .r^*"«-*^^       ''• 

r; 
so  wird  sich  die  in  Rede  stehende  Gruppe  von  Bestimmnngsgleiehungen  (538)  auch  so  sehreiben  lassen: 
L,  =  (r  +  1)  U;^ö 


(541) 


L.  =  (U;  -  U;^.,  +  ü,..)  ö  +  (r  +  2)  ü;.0' 

L«-.  =  +  (ui?-^^  -  ui?->  +  üäj:,») -^ +(-  ir-  ujQ  + 

+  ((V)  uj«-)  -  c^')  ur.'^  +  (V)  uir;^  - )ö'  + 

+  (rr)  üä*-)  ^  (V)  uä^/^  +  r-)  u?-^  - )  r  + 

+  (r +  m-  i)ü;».q^~-^ 

Sind  die  Bedingungsgleichungen  (398)  erfüllt,  so  ist  das  asymptotische  Integral  ein  geschlossenes. 
Dann  hat  man  aber  auch: 

L.  =  L.  =  =  L«.i  =  0 

mithin : 

0  =  ö'=    =Q«-.)_o. 

Da  aber  unter  solchen  Umständen  das  System  (535)  auch: 

n(w-0   __   Qim)  __  Q(ni+i)   »_    =0 

liefert,  so  verschwindet  die  ganze  mit  Q  bezeichnete  Function,  welche  den  Logarithmus  zum  Factor 
trägt,  in  der  Substitutionsgleichung  (501);  folglich  sind  die  BMingungsgleichungen  (398)  des  geschlos- 
senen asymptotischen  Integrales  auch  zugleich  die  Bedingungsgleichungen  einer  nicht  vorhandenen 
logarithmiscben  Transcendente  im  aufsteigenden  Integrale  der  Hilfsgleichwig.  Um  nun  die  Proportionalitat 
zwischen  Q  und  (r  —  r)  W^*""^*^  darznthun,  legen  wir  uns  die  beiden  Bestimmungsgleichnngen  vor, 
denen  diese  Grössen  entnommen  werden  müssen,  nämlich  die  erste  der  Gruppe  (541)  nnd  diejeiuge, 
die  aus  der  allgemeinen  (393)  hervorgeht ,  wenn  man  r  in  r  —  m  +  2  verwandelt.  Sie  sind : 
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L.  =  (r  +  1)  U;.0 

•'  •(..  (54f) 

A— r+OT— 2.W^'^+'^=Ä-r+»n-2.W^'-^+Ä  — r  +  m  — 2.W('-'+ +  A_r+»i_2.W 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  unter  (392)  dargelegten  Bedeutungen  der  besternten  symbolischen  Coeifi- 
denten  und  unter  der  Voraussetzung  h  =  r 

(m  — 2)(»i  — 3) 3.2.1 


(r  — »1  +  3) (r  — «1  +  4)..  .r 


(r  — r)U;,W^''+"  = 


(„_2)(m-3) 1  (m-2)(m-3)...2  lW'-':  + 


(r  — jn  +  3)(r  — »i  +  4)...r    ""  (r  — m  +  3)-.  .(r  — 1)' 

+[ü.+'!^u'. +<— '»;-^v+ +rr."(r-if(„-2)'^-']'^'""' 

-*"L^^         ^r-m+3      '  ^(r^ni+3)(r-m+4)    •         ^' '  ^  (r-m+-3) r     -'J 

Fasst  man  den  zweiten  Theil  dieser  Gleichungen  aufmerksamer  ins  Auge ,  so  gewahrt  man  darin  die 
Entwicldunfr  des  mit  L^  bezeichneten  Polynoms,  multiplizirt  mit  einem  constanten  Factor,  und  kann 
Mdann  diese  Gleichung  auch  in  der  folgenden  Weise: 

(r  —  r)  U;^W^''+*)  =  (—  l)"»-*  r!  h,. 

aufzeichnen.  Endlich  gibt  der  Vergleich  dieser  so  eben  gewonnenen  mit  der  ersten  der  beiden  Gleichun- 
gen (542): 

(r  —  r)  W^''+*^ 

0  =  (-  ir-^  ^  .  _/Z  (**^> 

\V  +  U* 

Genau  auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich  auch  der  Werth  von  Q'  proportional  dem  (r  —  r)  W^**"^'\  Man 
zeichnet  sich  nämlich  die  beiden  Gleichungen  auf,  die  zur  Bestimmung  dieser  Grössen  dienlich  sind. 
Sie  sind  die  zweite  aus  der  Gruppe  (541)  und  diejenige,  die  aus  der  allgemeinen  (393)  hervorgeht, 
wenn  man  r  in  r  —  m  +  3  verwandelt,  nämlich: 

L.  =  tu;  -U;_,  +  ü,,..)  0  +  (r  +  2)  V^Q' 

A_r+w-3.W('-+' =A— r4-wi-3.W^^^*)  +  Ä  — r  +  m-3.W^''^  + 4-A  — r  +  m  — 3.W. 

Man  setze  nun  anstatt  der  besternten  Symbole  ihre  Werthe  aus  (392),  nehme  Rücksicht  auf  A  =  r 
VBd  auf  die  eben  gewonnene  Relation  (543),  so  gibt  die  Vergleichung  der  vorliegenden  zwei  Bestim- 
mnogsgleichungen  sofort: 


^0^  V.    AbsehDitt. 

(r  —  r)  W^*""^*^ 

im  «■  =  <-')- Stt^)^ 

Genau  in  derselben  Weise  ergibt  sich  nun  auch: 

(646)  Q"  =  (-  i)"-'         (,.  +  3)/ 

und  endlich  durch  Vergleichung  der  letzten  aus  der  Gruppe  (541)  mit  der  (393)  selbst: 

(646)  0^"^  =  (-  ir-^  ^r^1~^\y  ('^  ^  ^)  W^^'^^^l 

Die  aus  den  Formeln  (543),  (544),  (545),  (546)  leicht  ersichtliche  Beziehung  zwischen  den  mit  Q 
bezeichneten  und  den  entsprechenden  W  genaitnten  Coefncienten  ist  aber  keineswegs  beschränkt  auf 

die  m  —  Igliedrige  Gruppe  Q«  Q',    Q^"*"*-;  sie  ist  vielmehr  eine  allgemein  giltige  und  heisst, 

welche  ganze  und  positive. Bedeutung  man  der  Zahl  jx  beilegen  mag: 

Bs  wird  diess  offenbar  ganz  allgemein  erwiesen  sein,  wenn  man  zu  zeigen  im  Stande  ist,  dass  die 
vorliegende  Gleichung  richtig  sei,  wenn  dietjenige  zurecht  besteht,  die  man  aus  ihr  gewinnt,  jjl  durch 
die  nächst  höhere  ganze  Zahl  jti  + 1  ersetzend.  Diess  lässt  sich  aber  darthun  ohne  wesentliche  Schwie- 
rigkeit, wiewohl  hiebei  andere  Bestimmungsgleichnngen ,  als  die  so  eben  gebrauchten,  in  Anwendung 
treten  müssen,  die  allgemeine  nämlich  aus  dem  Systeme  (535)  und  diejenige,  die  man  aus  der  (393) 
dadurch  gewinnt,  dass  man  r  in  r  +  /t  +  i  verwandelt.  Sie  sind: 

0=(r  +  m+/i)U«Q^~-!*-*^ 


+|üsr^^— uir/"'^+uir/-'>- +(-  i)'"ü5,i^jjo 


*' 


A_r— ;x—l.W^'^+~+ l*)  =  A—r—j[i—l.  W'^+"*+P-*>+A-r— jti—l.W  *•+"•+ 1^-*^  + 


4-A_r— ju— I.W 

Man  bemerke  nun,  dass  in  der  zweiten  von  ihnen:  W,  W\  W" W^  endliche  Werthe  be- 
sitzen, während  sich  W^'*+'^  W^^*'\ w^r+m+Y-)  sämmtlich  unendlich  aus  der  Reehnang  erge- 
ben. Multiplizirt  man  sie  daher  mit  dem  verseh windenden  Factor  r  —  r,  so  dass  dann  anstatt  der 
erwähnten  CoeSicienten  der  Reihenentwicklung  des  W  nur  mehr  die  Produkte: 


(ntegratioismethoden.  4^ 

(r  -  r)  W^^'^'K  (r  —  r)  W^^^^K  (r  —  r)  W^»^*^ 

(r  —  r)  W.  (r  -  r)  W,  (r  -  r)  W",  (r  —  r)  W^*"^ 

zam  Vorschein  kommen;  so  sind  die  ersteren  alle  endlich  and  mässen  in  der  Gleichung  btf behalten 
werden,  die  anderen  aber  unendlich  klein  und  können  gestrichen  werden.  Nimmt  man  nun  noch  Ruck- 
sicht auf  h  =  r  und  auf  die  unter  (392)  dargelegten  Bedeutungen  der  besternten  Coefficienten,  so 
hat  man:  '^ 

f     ^..->  (;i-^l)(/i+2...(^  +  m-l) ^,  (r-r)W^r^-^-^^=^ 

^      \     (r+jLi  +  2)(r+jLi+3)...(r+m+jLi— 1)    "^^        ^ 

^,0-^^    Ox-M)(/i4-2)    (^-^iM^2)     f^     jn±^  (^,) 

^     ^     (r+ji+2Xr+jj+3).  .(r+m+p-iyi  ^  '  1         "*  1.2  «J^       -'  ^      ^ 

,/    ,^m..        (^+<)0i+2)...(/i-H«-3)         r  «»4-/1-2  (OT+^-2)(m+/i-<)^j„ 

■^^      '      (r+jU+0(r+JtH-3)   ..(r4-».+jU— 2)1    "*-  1  ""'"^  1.2 

_(m  +  /i-2)(m  +  /i-l)(m+;i)       I  ,^. 

1.2.3  "J^         ^ 

+  r  "*"  u  "*"  * )  [^'^^  —  ^'*"^''  +  ^•'**'^ +  (—  0"  14*"*^]  (r— r)  W("-'>. 

Angenommen  nun,  die  Formeln  (.543),  (544),  (545),  (546)  seien  alle  richtig  bis  zur  (547),  so 
dass  sich: 

(r  _  r)  W«'*",  (r  —  r)  W^*"**-,  (r  —  r)  W^'^^-'V-'' 

der  Reihe  nach  ersetzen  lassen  durch: 

(-  1)-'  (r  +  !)/(? .    (-  l)"-'  ^-^^'  (?', (- 1)«-'  ^''^!^^:^7y'  O^-^»'-" 

so  gibt  die  Vergleichung  der  vorliegenden  Gleichung  mit  der  ersten  der  beiden  (548)  allsogleich : 

Q  m^^p-i,^(_  0^*^^ "^^  ~  ?Ur  -  r)  W^'^^i'^  (550) 

^      ^      (r  +  m+jn)/"^         -"  "^      ^ 

welche  Formel  man  auch  ans  der  (547)  erhält,  /i  durch  /i  +  1  ersetzend.  Diese  Relation  ist  dah^ 
richtig  für  beliebige  ganze  und  positive  ji.  Man  kann  nun  das  in  Rede  stehende  asymptotische  Integral, 
insofeme  es  als  Produkt  dasteht  aus  einer  ExponentialgrSsse  e^'  in  eine  unendliche  absteigende  Reihe, 
die  folgende.  Form  nämlich : 

y  =  e«'[Wx^  +  (j)  W*a?*^*  +  (j)  Wx»--  + ] 

fBr, ganze  und  positive  r  zerl^n  in  zwei  Theile,  v«i  denen  der  erste,  bestehend  ans  r+ 1  Gliedern, 
seine  CkielHeienten  aus  der  Reihenentwicklung  derselben  Function  W  bezieht,  die  in  der  Substitutions- 
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gleichung  (501)  erscheint;  der  andere  hingegen,  die  Gestalt  einer  absteigenden  unendlichen  Reihe 
tragende,  aus  den  Coefficienten  der  aufsteigenden  Entwicklung  der  anderen  Function  Q  zusaminenge- 
fSgt  ist,  welche  die  logarithmische  Transcendente  zum  Factor  hat.  Es  ergibt  sicli  nämlich  ganz  allge- 
mein das  folgende  Integral  einer  Differentialgleichung  der  n^^  Ordnung  mit  Coefficienten  vom  Grade  m, 
wenn  zufällig  r  eine  ganze  Zahl  ist: 

Der  erste  Bestandtheil  von  y  kann  als  r^  Differentialqnotient,  der  zweite  ebenfalls  als 
Differehtialquotient  mit  dem  Index  —  l  bezeichnet  werden,  so  dass  das  y  auch  in  der  folgenden  Weise 
hingezeichnet  zu  werden  vermag: 

(«)  , = ^.  [."»nj.  +  (-  o"-r.'  £;  [."»][ 

Eine  Formel,  die  für  jedes  ganze  und  positive  r  und  so  auch  fSr  jedes  m  giltig  ist,  und  die  auch  die 
flruher  angefahrte  (529),  welche  zu  einer  Differentialgleichung  der  n^*">  Ordnung  mit  quadratischen 
Coetßcienten  gehört,  als  speciellen  Fall  in  sich  enthält.  Die  Bestimmnngsgieichnngen  (587)  dienen 
hiebei  zur  Berechnung  des    IT,   während  die  anderen  (535)  die  Glieder  von  Q  liefern,  jedoch  erst 

von  Q^*^^  angefangen.   Dagegen  sind  Q,  Q',  Q", Qv<«-«)  aus  der  Gruppe  (541)  zu  ziehen 

und  erseheinen  aus  derselben  mit  folgenden  Werthen : 


ttK 


"      (r  +  1)  ü; 

+[(ü;-U;_.+U«_)(3U;-2U;_.+U«_.)-(r+2)UUU;-U;-.+U«_.-U«_j]L.| 

r(r+i)U'«(3u;;.-2iv,+u,_.)(6u;-3iv.+u„._.)-i 

l  -(r+«)(r+3)üi;(4U;-3ü;_.+2U;,..-U„,.,)J    * 


Diese  Analysis  legt  den  Zusammenhang  dar  zwischen  dem  asymptotischen  Integrale  einer 
Differentialgleiehung  von  beliebiger  Ordnungszahl  und  beliebigem  Coeißcientenbau  und  dem  aufsteigen-^ 
den  Integrale  ihrer  Hilfsgieiehung,  so  dass  es  einerlei  ist,  welches  von  beiden  man  sieh  zuerst  ver- 
schallt hat;  es  lässt  sich  immer  das  andere  dann  unmittelbar  niederschreiben«  nur  kSmmt  hier  abermals 
zu  bemerken,  dass  die  aufsteigende  Integration  nur  nutzlich  ist,  wenn  sie  nach  Potenzen  der  Factoren 
des  ersten  CoeflTicienten  der  Hilfsgleichung  fortschreitet,  wo,  wie  früher  nachgewiesen  worden  ist,  auch 
zugleich  die  convergentesten  Reihen  und  zwar  mit  einem  bekannten  Grade  der  Convergenz  erzielt  wer- 
den. Es  gäbe  diess  dem  aufsteigenden  Integriren  einen  besonderen  Werth,  wenn  es  nicht  in  den 
meisten  Fällen  bequemer  erschiene,  das  asymptotische  Integral  aufzusuchen,  für  welches  die  flrfiher 
anseinandergesetzfe  allgemeine  graphisch -combinatorische  iMethode  der  CoeSicientenbestimmung  den 
einen  und  den  andern  Zweck  zugleich  erreicht. 


8.  11. 

iDtegratioD  dorch  bestimmte  Integrale. 

(Schlugt.) 

Es  ist  schon  Seite  373  der  Formenlehre  eines  besonders  merkwürdigen  Satzes  Et*wähnung 
geschehen,  der  die  innige  Verbindung  der  aufsteigenden  und  asymptotischen  Integrale  einer  beliebigen 
Differentialgleichung  und  der  ihr  zugehörigen  Hilfsgleichung  so  zu  sagen  vervollständigt.  Der  Satz  ist 
der  folgende:  Die  zweite  Hilfsgleichung,  d.h.  die  Hilfsgleichung  der  Hilf^glei- 
chung,  ist  wieder  die  vorgelegte  Differentialgleichung  selbst.  Bringt  man  hiemit 
die  Ergebnisse  der  im  vorigen  Paragraphe  gepflogenen  Untersuchungen  in  Verbindung,  nach  welchen 
dae  aufsteigende  Integral  der  Hilfsgleiehang  unmittelbar  das  asymptotische  der  vorgelegten  gibt,  so 
sidit  OMUi,  dass  nothwendigerweise  das  aufsteigende  der  vorgelegten  Gleichung  aneh  das  asymptotische 
der  ihr  entsprechenden  ersten  Hilftgleichung  liefern  mdsse. 

Der  Satz,  von  welchem  die  Rede  ist,  wurde  am  bezeichneten  Orte,  nfiodich  Seite  373  dee 
I.  Bandes,  nicht  bewiesen.  Diess  soll  daher  gegenwärtig  geschehen  und  wir  gehen  zu  diesem  Zwetke 
von  der  allgemeinen  Differentialgleiehung  der  n^^  Ordnung  mit  Coefficienten  vom  ni»^  Grade  ans, 
machen  aber  der  leichten  Uebersicht  wegen  von  solchen  Bezeichningen  der  constanten  Parameter  6er 
brauch,  dass  daraus  unmittelbar  ersichtlich  ist,  erstens  zu  welchem  Differentialquotienten  der  abhän- 
gigen Veränderlichen  y  und  zweitens  zu  welcher  Potenz  der  unabhängigen  Variablen  x  dieser  Parameter 
als  CoeflBcient  gehörig  sei;  deiyenigen  nämlich,  der  zu  dem  Produkte  x^y^''^  als  Factor  gehörig  ist, 
bezeichnen  wir  mit:  [r,  «].  :  t    : 

Die  entidckelt  hiqgesehriebene  Differentialgleichnng:  wflrdf  in  dieter  .BezeichniqiggwelBe  hh 
geaderoassen  laoOto:  .^  i   ; 
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j[n,  in]  4P~  +  [n,  m  -  ll  ä?*"*  +  fn,  m  —  2]  irr*-  +  . ... .  +  [n,  0]j  y^»'  + 
(864)  +  j[H-l.m]a?~+[i»-Um-.l]a?*-'  +  [n-Um-2]  a?"^*  +  +  [»-t,0)|  y^"-*^  + 

+  j[0,  m]  ar^  +  [O,  m  —  l]  x«'*  +  [O,  w  —  2]  x""*  + +  [O,  0]j  y  =  0 

In  der  fibUchen  symbolischen  Gestalt  aber  aufgezeichnet,  wflrde  sie  einftieher,  wie  folgt,  aussehen: 

0  -  s  [Dl,  y]  xy^ 

(665)  p  +  X  =  u 

q  +  w  =  m. 

Nun  denken  wir  uns  in  der  Absicht,  das  y  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrales  aufzufinden,  die 
nachstehende  Substitution  durchgeführt: 

(566)  y  =  ß"^  Vdu 

so  ergibt  sich  als  Resultat  zunächst: 

(587)  Q^  ßux  y  j-|^^  a?«  +  ü„_.x"—  +  +  U,  X  +  U,]  du 

mit  den  Werthen: 

IT.     =  [n.  m]  u»  +  [n  —  1 ,  m]  «"-'  +  [»  —  2 ,  w]  u"-'  + +  [0,  m] 

(668)  ü^_,  =  [n,m-l]ti»+[«-l,m-l]  «»-  +  [n-2,fw-l]  u»-  + +  [o,  m  -  1) 

ü,      =  [n,  0]  w"  +  [«  -  1 ,  0]  m"-  +  [«  —  2 ,   0]  u"-*  +  +[0,0]. 

Bas  Verfahr«o  des  Üieilireisea  lotegrirens.  so  wie  im  vorigen  Paragraphe  und  aneh  Srito  384 
dM  L  Bandes,  in  Anweadoog  gesetzt  and  die  naehherige  ZerfSllung  in  mehrere  Bestandgleidmngan 
führt  nun  zu  der  ersten  Hilfsgleicbung  in  V,  die  Seite  385  des  I.  Bandes  anter  (500)  zu  ersehen  ist, 
und  aaesiefat,  wie  folgt: 


+  V"  [(?)  ü2r-»>  -  (";•)  if  r.*) + (V)  t^ST-V^  - +  (- 1)-*  u,] 


Integ^rationsiiiethoden* 

Sie  ist  von  der  m^^  Ordnung;  und  hat  CoeSMentent  die  die  GradiaU  n  nieht  ülierMlireiteo;  man  wird 
de  datier  in  älinlicher  Bezeiclinnngsweise  wie  die  (554)  auch  so  hinzeiehnen  IcSnnen,  dass  (r,  $) 
demjenigen  constanten  Parameter  andeotet,  der  zum  Prodikte  tfV^^  als  Päetor  gehört  Er  ist  ofTenbar 
aas  den  mit  [p,  q]  bezeichneten  Symbolen  in  linearer  Perm  zusammengefügt,  und  man  wird  ihn  er- 
halten, wenn  man  aus  sämmtlichen  Gliedern  deq'enigen  Polynomes,  welches  in  der  eben  gewonnenen 
HHftgleidiung  (560)  mit  V^""^  multiplizirt  erscheint,  d.  h. 

''"  '^ "   (7)  ü^ür-"^  -  cvo  t^äLT*^  +  (V)  i^snr-^  -  ^ +  (-  o"^  i^,.         ^ 

die  mit  d^m  Factor  u*  Terhuademen  Bestandtheilß  heraisheW  und  zu  einer  Summe  rereinigt  Man  el- 
halt  hienut:  *  . 

(r.  a)  =  (7)(m-r  +  «)(m  — r  +  «— l)(m-r  +  «  — 2) (,+  i)[m— r+a,  «•] 

—  (V)  (m-r  +  «  — i)(m-^r-|-a  — 2).....(a+l)[m  — r+*  — *•  ^"0 

+  (V)  (m  — r  +  a  — 2) (a  +  l)[m  — r  +  a  — 2,  m  — 2]     ^***^ 

oder  in  der  kfirzeren  symbolischen  Ausdrucicsweise : 

(r,  ,)  =  S  [(-  1)"--P  C  +'ß)  ii±M  [,  +  ß,r  +  ß]]  (66«) 

ß  +  y  =  m  —  r 

Diese  Formel  dient  zur  Construction  der  ersten  Hilftgleichung  in  der  nachstehenden  ent- 
wickelten Gestalt: 

|(m,  n)  ti»  +  (m,  n  —  1)  ti»-*  +  (m,  n  -  2)  «*-•  + +  (m,  0)1  F^«> 

-^km^Un)  u*  4-  (f»~  i .  »— 1>  ti^'  4^  (m--  i,  »— 2)  ii?^«4r +(«•  —  i,0)(f^*-*^+ 

'  .,.,        (»») 

+  |(m  — 2,  ii)ti»  +  (m  — 2,  n— l)ti^*  -|-  (m  — 2,  n  —  i)  ti^«+ +(iit  — 2,0)JF^*-«^h- 

"^  "■    .       ■     i  " 

+  j(0,  n)ti«-f-(0,  n-  l)ti»-*  -h(0,  n  — 2)ii»-«+ +(0,  0)j  F=0. 

Vm,  jetzt  .¥on  diepep  erst^  .UUftgleichung  zur  «weiten  w  gelai\g^|ii,  p^iMimen  wir,  an,  man  wolle  der-, 
s^lb^  [«beulalls  durcb  m  fiAStatt  F  gesetztes  bestiauotea  Int^al  Genüge  leisten,  namentlich  d^n^h. 
das  folgende:  ^. 
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Das  iMäAst  gewontena  ^SiibsHtntioiMresaltRt  tot: 

mit  den  Werthen: 

r,=(— irc«.  »)r-h(— i)»-'(»i— 1,  n)r-^+(-i)«-*(w-2,  n)/^+ +(o. «) 

r^.=(-0"(»».»-0'"+(-0"-'(»«-i.n-i)r- +(-1)— (m-2,»-l)r-+ +(0.n-0 

r,=»(- ir(«,0)r  +  (-l)-*-*(ii»- 1,0) <—•  +  (- 0*-(m-2,0)r-+ +(0,0). 

Darch  theilweises  lotegriren  and  Zerfällen  in  Bestandgleichungen  gelangt  man  nan  zur  folgenden  zwei- 
ten Hilfsgleiehnng  in  s: 

,  ^ ,.  0  ==  (zrjw  +  (zr^.)(*-J  +  (zr^j(»->  + +  zt,. 

Die  zunächst,  nach  Differentialquotienten  von  Z  geordnet,  in  folgender  Gestalt  erscheint: 

0  =  z^"\r, 
+  z'->  [(?)  n  +  r^.] 

(MD 

+  z")  [(j)  Tir^-J  +  (%')  r^tr ''  +  (";•)  rfcr'^  + +  rj 

+  z   [    n-'    +       ^tr>  +       n*^;"    + +  r.] 

aber  auch  durch  Substitution  der  fSr  die  Polynome  T  geltenden  Ausdrucke  ganz  in  entwickelter  Gestalt 
hingezeie^oet  werden  kann,  ntd  dann,  auf  die  symbolische  Summenform  gebracht,  folgeodennasseB 
'  *'~   aussehen  wird : 

S  j[[p,  g]]  t^Z^^^  =  0 

(568)  p  +  x  =  n 

p  +  00  =  m. 

Sie  ist,  wie  man  sieht,  ebeofäUs  Von'  der  n^^  Ordnung^,  wie  die  vorgfelegte  (555),  sie  hat  ferner 
Coefflcienten  des  m^  Oradee,  wie'Ae«ie.  Liesse  sieh  noo  tiberhaopt  naeh weisen,  dass  ffir  beliebige 
p  and  f 

bestehe,  so  wäre  zwischen  der  vorgelegten  Differentia%leichong  (555)  nnd  ihrer  Hilfisgleichang  in  Z 
nnr  eben  der  Unterschied  in  der  Benennaag  der  niabhingigen  sewdbl,'W(e  aneh  der  abhiiqfigeli  Ver- 
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lipMtorliehen,  die  hier  a?  und  y,  dort  t  nnA  Z  hetosen  wardeD.  Hatte  man  mithin  y  »=  fix)^  so  wäre 
Meh  Jg  =  f(t).  Es  i»t  dalier  nnr  noeh  die  Identität  der  beiden  Symliole  [[pw  q]]  unA[p,  p]  and 
diese  zwar  nur  bis  auf  einen  eunstanten  und  allen  gemeinschaftlichen  Factor  nachzuweisen,  durch 
welchen  man  sich  nachher  die  Differentialgleichung  dividirt  denken  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  ist  zu  bemerken,  dass  der  allgemeine  Werth  von  [[p,  f]]  gewonnen 
werde  aus  demjenigen  Polynome ,  mit  welchem  in  der  zweiten  Hilfsgleicbung  Z^^^  multiplizirt  er- 
seheint, nämlich: 

(P  n"^^  +  (V)  rÄ?r-*^  +  (V)  Ttr'^+ +  i; 

und  zwar  dadurch,  dass  man  auS'Sämmtl\phen  Gliedern  desselben  die  mit  f  als  Factor  verknüpften 
Bestandtheile  heraushebt  und  zu  einem  Aggr^te  vereinigt  Dadurch  ergibt  sich  aber  zunächst: 

+  (-l)"-^^-TpO(^-p  +  y~i) (?  +  l)(n-f>  +  flr-l,n-l) 

+  i-ir^'^W)(n-p  +  q-2) (,+  |)(n_p  +  y_2,ii-?) 

oder  in  SammengestaU : 

a  +  b  =  n  --  p 

In  dieser  Formel  kommen  nodi  die  Coefiicienten  der  ersten  Hilfegleichung  vor,  die  sich  aber  vermit- 
telst der  allgemeinen  Formel  (562)  durch  die  Coefflcienten  der  vorgelegten  Differentialgleichung  aus- 
drfieken  lassen,  und  zwar  hat  man  eben  vermöge  der  Gleichung  (562) 

ß  +  y  =  m-'q  —  a 

was  dann,  in  die  Gleichung  (570)  substituirt,  den  gesuchten  Werth  des  Parameters  gibt  in  Gestalt 
einer  Summe  mit  zwei  angehängten  Beziehungsgleichungen : 

a  +  b  =  n  —  p 
a-{-ß  +  y^m  —  q. 

Sie  ist  noch  einer  bedeutenden  Rednction  fähig.  Um  diese  zu  vollführen,  mag  vor  allem  bemerkt  wer- 
den t^  dass  die  Summe  a  +  yS  beinahe  in  alle  Factoren  ihrer  Glieder  eingehe.  Wir  veranstalten  daher 
dtt  Suflunining  am  zweekmässigsten  so,  dass  wir  dieser  Summe  der  Reihe  nach  alle  ganzen  und  posi- 
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Uvea  Wenhe«  derea  slb  ffUg  ist^  timltadi  Ton  Nttll  ad  bto  n  —  q  erlheilMi  n4  so  deti  m'Om 
flmtil  dieser  Okiehpngp  in  ikre  BittUrndtheile  terlegea.  Wir  nehmen  also  der  Reilia  tiaek  t 

Ä  +  ^=  0.  i,  2,  3 /£ m  —  g 

y^^m-^g^m-—  q  —  1 ,  m  —  q  —  2^  m  —  y  —  3  m  —  q  —  /i  . . . .-  Ö.  ' 

Dadorcii  erlialten  wir: 


STt) 


a  +  ?)  =  n  —  p 
ft  +  /8  =  m  —  q 

Die  erste  dieser  Sanunen  bestellt  nur  aus  einem  einzigen  GUede,  weil  die  Grössen  a  und^,  nach 
^reichen  summirt  werden  soll,  kraft  der  Gleichung  a  +  yS  «=  0,  der  durch  ganze  und  positive 
a  und  ^  Genüge  geleistet  werden  soll,  nur  ein  einziges  System  von  Werthen,  nämlich  a  =^  0  und 
^  =  0  zu  lassen.  Da  nun  bekanntlich  0/=l  ist,  so  reduzirt  sich  die  erste  Summe  auf  (— l)"^[p«9]- 
Die  übrigen  Summen  sind  der  Nulle  gleich.  Um  diess  zu  zeigen,  fassen  whr  die  allgemeine  von  ihnen 
ins  Auge,  fOr  welche  a  +  ß=fi  besteht.  Wir  ziehen  zuvorderst  alle  Factoren  heraus  und  schreiben 
sie  vor  das  Summenzeichen,  die  a  und  /3,  welche  die  Grössen  sind,  nach  welchen  summirt  werden 
soll,  nicht  enthalten.  Diese  eine  Summe  verwandelt  sieh  Uedurch  in: 

a  +  b  =  n  —  p 
a  +  ß  ==  fi 

Nun  besteht  aber  offenbar: 
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JOUiin  yersehwinden  alle  in  Rede  stehenden  Sommen,  für  welche  fi  einen  Werth  bekömmt,  der  grosser 
ist  ab  Nnli  und  n— y»  nicht  überschreitet.  Da  aber  in  allen  Sammen  grossere  jx  als  n— y»  gar  nieht 
vorkenunen ,  and  namentlich  das  der  letzten  Summe  angehSrige  p,  und  sohin  aoeh  alle  übrigen  wegen 
«t-l-o  —  9^n,  mithin  fi=^m  —  q^n — p  aogenscheinlich  n — p  niemals  überschreitet,  so  ver- 
schwinden in  der  Gleichung  (572)  alle  Glieder  bis  auf  das  einzige  erste  und  es  reduzirt  sich  dieselbe 
offenbar  auf: 

[Ip.  9]]  =  (-  0"  [p*  9]' 
Es  sind  also  die  constanten  Parameter  in  den  zwei,  einer  und  derselben  Ordnungszahl  angehSrigen 
Differentialgleichungen  mit  gleich  hohen  Coefficienten  bis  auf  den  constanten  Factor  (—  1)"*  diese  ben, 
in  der  vorgelegten  Differentialgleichung  nämlich  und  in  ihrer  zweiten  Hiifsgleichung  (569),  d.  h.  die 
einen  sind  den  anderen  entweder  identisch  gleich,  oder  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt.  Da  aber 
ein  solcher  Gegensatz  im  Zeichen  der  Coefficienten  keine  Verschiedenheit  der  Differentialgleichungen 
begründet,  so  wird  auch  das  Integral  der  Hilfsgleichung  mit  jenem  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
der  Form  nach  offenbar  zusammenfallen,  und  wenn  man  von  der  (554)  zwischen  y  nni  x^  irgendwie 
integrirend,  einen  Ausdruck  gewonnen  hätte  mit  h  Constanten,  etwa  den  folgenden: 

y  =  C,f,  (X)  +  C/,  (ar)  +  C/,  (x)  +  +  C,/;  (x) 

so  wäre  offenbar  auch: 

z  =  A/,  (0  +  ^/.  (0  +  ^/.  (0  + +Ä„rn(t) 

unter  A^^  A^^  A^^ A^  ebenfalls  n  Integrationsconstante  verstanden,  die  mit  C^.C^^ C„ 

zusammenfallen  oder  auch  davon  verschieden  sein  können.  Substiluirt  man  nun  den  hier  angenommenen 
Werth  anstatt  y  in  die  Gleichung  (556),  sodann  aber  anstatt  V  den  unter  (564)  angenommenen 
Ausdruck,  Z  zugleich  durch  den  vorliegenden  Werth  ersetzend,  so  erhält  man: 

C/t  ix)  +  C/,  (x)  -h  C^.  (a?) +  CX  ix)  =■ 


=/    /"^"-''  j^/.  (0  +  ^/.  (0  +  ^/.  (0  + +  ^/,  (OJ 


dudt 


eine  Gleichung,  in  welcher  nur  noch  die  Werthe  der  Constanten  A^^  A^^  A^  in  Function  von 

Ci,  C,, C^  und  jene  der  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  kämen,  wenn  man  nicht  wüsste, 

dass  sie  niehts  Anderes  sei,  als  die  wohlbekannte  Fourier*sche  Formel,  kraft  welcher  überhaupt: 

+00      f 

-<X>  t 

ntebei  sind  die  Grenzen  f  und  t'  willkürlich,  nur  muss  der  dem  x  ertheilte  Werth  dazwischen  Allen. 
Sierans  folgt,  dass  der  in  seine  n  Bestandtheile  zerlegte  erste  Theil  der  Gleichung  Glied  für  Glied 
^em  eben  so  zerklüfteten  zweiten  Theile  identisch  gleich  angenommen  werden  könne,  wenn  man  nur 
«mnimmt: 

C.  =  2xA,,    C,  =  2jtA,,  C„  =-  2jtAn. 

60 


474  ^'    Abschnitt. 

Ad  diese  Ergebnisse  der  Rechnung  lassen  sich  einige  Folgerangen  knfipfen  in  Bezog  aif  die 
Integration  der  Differentialgleiehnngen  in  geschlossener  Gestalt  Wir  haben  nimlich  gesehen,  das«  das 
asymptotische  Integral  der  vorgelegten  (554>  diese  Beschaffenheit  zeige,  wenn  gewisse  BedingangeA  m 
an  der  Zahl,  von  denen  die  erste  besagt,  dass  eine  gewisse  Fonction  der  constanten  Parameter,  die 
die  Rolle  eines  Exponenten  oder  Differentiationsindex  spielt,  in  eine  ganze  nnd  positive  Zahl  fibergehe. 
Die  übrigen  n  —  1  Bedingungen  sind,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphe  gezeigt  worden  ist,  die 
Bedingungen  einer  im  Integrale  nicht  vorhandenen  logarithmischen  Transcendente.  Wenn  also  dieser 
Logarithmus  im  aufsteigenden,  nach  Potenzen  eines  Factors  des  ersten  Goeificienten  geordneten  Inte- 
grale fehlt,  so  ist  ein  geschlossenes  asymptotisches  Integral  vorhanden.  Da  aber  die  zweite  HUfsglei» 
chung  abermals  die  vorgelegte  Differentialgleichung  selbst  ist,  so  kann  man  aucu  sagen,  dass,  wenn 
im  aufsteigenden  Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichung,  geordnet  nach  Potenzen  eines  Factors 
des  ersten  Coefficienten,  kein  Logarithmus  enthalten  ist,  so  ist  das  Integral  der  Hilfsgleichung  ein  ge- 
schlossenes. Man  kann  also  dann  die  vorgelegte  Differentialgleichung  wieder  in  geschlossener  Form 
integriren,  jedoch  ist  diese  Form  die  eines  bestimmten  Integrales.  Es  bieten  sich  also  denjenigen,  der 
auf  diese  Beschaffenheit  Werth  legt,  mannigfache  Mittel  dar,  seinen  Zweck  zu  erreichen. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Verwandtschaft  zwischen  dem  asymptotischen  Integrale  und 
demjenigen,  welches  aus  Quadraturen  zusammengesetzt  ist,  zur  Genüge  hervorgehoben  worden,  ge- 
langt die  integrationsmethode  in  Form  von  bestimmten  Integralen  in  ihren  wesentlichsten  Momenten 
zum  Abschlüsse.  Da  jedoch  die  hieher  gehörigen  Lehren  zerstreut  in  den  zwei  Bänden  des  vorlie- 
genden Werkes  an  verschiedenen  Orten  vorkommen^  so  dass  ein  Theil  im  ersten  Bande  Seite  38 
bis  119  IL  Abschnitt,  ein  anderer  Theil  in  demselben  Bande  Formenlehre  von  Seite  328  bis  374,  endlich 
ein  dritter  Theil  an  dem  gegenwartigen  Orte  sich  befindet,  wozu  noch  kürzere  hie  und  da  eingestreute 
Bemerkungen  kommen,  so  durfte  es  nicht  unerspriesslich  sein,  wiederholungsweise  das  ohnehin  nir- 
gends zusammengefaaste  Verfahren  hier  noch  kurz  dorchzunehmen,  von  welchem  der  Rechner  Gebrauch 
machen  wird,  wenn  er  in  Form  von  bestimmten  Integralen  zu  integriren  wünscht. 

Eine  jede  der  Integrationsmethoden,  die  wir  bisher  kennen  gelernt  haben,  hat  ihren  beson- 
deren Kreis  vorzugsweiser  Brauchbarkeit  und  man  sieht  es  in  der  Regel  der  Differentialgleichung  allso- 
gleich  durch  Betrachtung  der  Gradzahlen  ihrer  Coefficienten  an,  wie  viele  verschiedene  Gruppen  parti- 
culärer  Integrale,  von  welcher  Gestalt  vorhanden,  ob  sie  mit  oder  ohne  vorgängiger  Transformation  und 
durch  welches  specielle  Integrationsverfahren  aufzufinden  seien.  Ansteigungen  in  denAnfangscoefficienten, 
wenn  sie  mehr  als  eine  Einheit  und  vorzfiglicÜ  eine  ganze  Zahl  auf  das  Coefiicientenpaar  betragen, 
veranlassen  zu  einer  vorgängigen  Transformation,  bezüglich  Abscheidung  des  Factors  zweiter  Classe 
aus  einem  oder  mehreren  particulären  Integralen.  Fernere  Ansteigungen  an  einer  anderen  Seite  des 
normalen  Polygones  mit  gebrochener,  die  Einheit  nicht  erreichender  und  vorzüglich  nahe  an  Nnll  stehen- 
der Repartitionszahl  fahren  die  Foi^m  des  bestimmten  Integrales  als  die  brauchbarste  in  den  VotAesr- 
grund.  Gleich  hohe  und  höchste  Coefficienten,  mithin  eine  Ansteigungszahl  Null,  veranlasst  wieder  »in 
Gebrauche  der  asymptotischen  Methode.  Aufsteigende  Reihen,  aber  nur  solche,  die  nach  Potenzen  eines 
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Factors  des  ersten  CoeflFicienteD  geordnet  sind,  werden  vorzüglich  brauchbar,  wenn  es  in  der  Differen- 
tialglelchang  AbfSlIe  gibt  von  weniger  als  einer  Einheit  auf  das  Coeificientenpaar.  Grössere  Abfälle  von 
einer  Einheit  und  mehr  räumen  abermals  der  asymptotischen  Methode  den  Platz  ein.  Angenommen  nun, 
der  Rechner  finde  sich  veranlasst,  die  Differentialgleichung: 

j[w,  m]  x"^  +  [n,  m  —  l]  x*«"*  + +  [^^  ö]j  y" 

+  j[n-l,m]a?"»  +  [?i— l,m— l]a?~-^+ +[h-  l^Oljy^''-*^  (573) 

+  j[0,  m]  X'»  +  [0,  m  -  I]  X""-'  + +  [O,  0]j  y  =  0 

oder 

p  ^  jt  =  n  (674) 

flr  +  Ca)  =  m 

ZU  erfüllen  durch  die  Form: 

y  =^-  Vdu,  ^sW) 

so  bekSmmt  er  dnrch  Substitation,  theilweises  Integriren,  und  Zerlegen  in  die  folgenden  zwei  Gleichnn- 
gen,  denen  zn  genagen  ist: 


F(ar){=e^[ar"-'ir„r]- 


+  x      [ü-.F-ClT.fO'+lü.D"- =F(l^„F)^— 1 

+      [ü.F-(cr.F)'+(ir.D"- T(cr„_.F)^— >±(ir«Fy-^'>]|=o 

«od 

v,v -iü,vy  +  (U,vy'  -  +  (- 1)-^*  (ü;»..F)(«-'  +  (-  ir  (ö«F)c«>  =  0  (stt) 

ailwo 

ü;,  =  [n,  m]  M"  +  [n  -  1,  m]  u"-'  +  +  [O,  m] 

Cr^.  =  [»,  »»  -  1]  M"  +  [n  -  1,  «  -  1]  «»-'  +  4-  [0,  m  -  1]  ^5^j 

ü,  =  [n,  0]  tt»  +  [n  -  1,  0]  n^*  + +  [0.  0] 

find.  Die  hier  anter  (577)  vorliegende  Differentialgleiehong  ist  die  erste  Hilfsgleiehang  der  za  integri- 
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renden.  Da  sie  wirldich  zur  Integration  gebracht  werden  mass,  wenn  man  seinen  Zweek:  AufBndn^ 
des  y  in  der  Form  (575)  erreichen  will,  so  muss  sie  entwickelt  und  geordnet  hingezeichnet  werden. 
Hiezu  dient  die  symbolische  Formel: 

0  =  S  [(-  ,1)-^  (^  +  ß)  ^±±M  l.  +  ß^r  +  ßjv'  V^r,] 

(899)  ß  +  y  =  m  —  r 

i  +  a  =  n 
r  +  p  =  jii. 

Nimmt  man  nun  an,  die  Veranlassung,  durch  bestimmte  Integrale  Genüge  zu  leiste^,  liege  in  dem 
Umstände«  dass  in  der  Mfferentialgleiehung  (573)  vermSge  des  Versch¥rinden8  gewisser  Anfangsglieder 

der  ersten  Goefficienten'  an  einer  Polygonseite,  die  p  Goeflicientenpaare  umfasst,  eine  Gesammtanstdr 

<r       1 

gung  um  g  Einheiten  wahrgenommen  wird,  und  dass  g  <  p  ist,  mithin  die  Repartitionszahl  -  =  — 

ein  echter  Bruch  wird.  Man  kann  sich,  um  etwas  Bestimmtes  ins  Auge  zu  fassen,  r  denken  als  eine 
ganze  positive  Zahl.  Die  Hilfsgleichung  besitzt  in  einem  solchen  Falle  eine  Seite  des  ihren  Coefficien- 

tenbau  umspannenden  normalen  Polygones,  welches  g  Coefficientenpaare  mit  der  gemeinsamen  Anstei- 

P 
gung  t  begreift.  Diess  gibt  -  =  r  Einheiten  als  Repartitionszahl  far  das  Paar ,  und  weist  hin  auf 

particuläre  Integrale  g  an  der  Zahl  dieser  Hilfsgleichung,  die  sammtlich  in  der  Form: 
(S80)  V  =  e^^^«  8 

vorhanden  sind,  allwo  ij)  eine  algebraische  ganze  Function  vom  Grade  r  und  S  dne  andere  Function 
von  u  bedeutet,  die  vermöge  ihres  Einflusses  auf  die  Gradzahlen  der  Goefficienten  der  ersten  Glasse 
angehörig  ist:  . 

l/)  =  il^  11^  +  il^,  u^''  +  Ar^.  ti^-*  + +  A,u  +  A. 

S  =  Tti*  +  (*)  Tu^'  +  (^J)  T^ti*-  

Die  erste  dieser  beiden  Functionen,  das  geschlossene  xf>  nämlich,  verschafft  man  sich  durch  Trans- 
formation vermittelst  der  Substitution  (500)  nach  S.  9  der  Transformationslehre  Seite  162  dieses  Ban- 
des, deren  Wirkung  im  Allgemeintn  ein  Abfall  um  die  Einheit  in  der  Gradzahl  vom  vorletzten  auf 
den  letzten  Goefficienten  ist ,  welcher  in  der  Transformirten  in  S  erscheint  und  auf  g  verschiedene 
Arten  erzielt  werden  kann,  was  ebenso  viele  verschiedene  Functionen  xf)  gibt  und  auch  ebenso  viele  S. 
Das  S  gewinnt  man  aber  durch  asymptotische  Integration  in  der  vorliegenden  Form  einer  absteigeidei 
unendlichen  Reihe.  Dass  diese  gelegentlich  abbrechen  kann  unter  gewissen  Bedingungen,  wissen  wir 
schon.  Da  nun 

I)  ßdu=-^u^^'  +  ^u'  +  ^^u-''+ ^Aju 

J  r  +  l  r  r—  1  • 

besteht,  so  wird  man,  die  binomische  algebraische  Gleichung: 

A^  M»^*  =  — .  00 
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anflfisend,  zavörderst  eine  Reihe  unendlicher  Wurzeln: 

tl,    CX>,  14,   00,   II,   00,    11,   00    

erhalten,  deren  Jede  fOr  die  obere  Integrationsgrenze  vT  genommen  werden  kann.  Setzt  man  noch 
dberdiess  %i  =^  a  unter  a  eine  Constante  verstanden,  die  man  erst  in  der  Folge  beliebig  zu  wählen 
berechtigt  ist,  so  wird  das  Resultat  der  Substitution: 


y 


=  C  f  e'^^f^^.Sdu  .  (688) 

swar  nidit  Null  sein,  wohl  aber: 

—  CF  (a?,  ä) 

und  statuirt  man  anstatt  y  nicht  ein  einzelnes  bestimmtes  Int^al,  sondern  ein  Aggregat  von  solchen, 
wie  folgt: 

y  =  C^fe^^^^  S*/  +  C,  A«*+>>*»  Srfii  + +  G.f^^-rfdu  g^fc^  + (554) 

80  wird  das  Substitutionsresultat  sein: 

-  [C.  +  C,  + +  C,  + ]  F  (ar,  ö). 

Das  so  angenommene  y  wird  also  einen  Genüge  leistenden  Werth  darstellen,  wenn  zwischen  den  Inte- 
grationaeonstanten  folgende  Beziehung  stattfindet: 

Oi  +  C,  +  +  C,  +  =0 

und  solcher  Gruppen  von  Integralen  wird  man  q  an  der  Zahl  gewinnen.  Hiebei  ist  aber  nicht  noth- 
wendig,  daas  r  eine  ganze  Zahl  sei,  nur  kann  man  in  diesem  Falle  sagen,  dass  eine  jede  der  q  Grup- 
pen aus  r  -h  1  Integralen  zusammengesetzt  sei  und  ein  parüeuläres  Integral  der  DifferentialgleiohuBg 
mit  r  Constanten  vorstelle,  was  aggregirt  einen  Integralausdmck  mit  ^r  =  p  Constanten  gibt  Ffir 
gebrochene  r  kann  aber  eine  andere  Gruppirung  stattfinden,  während  dennoch  alles  Gesagte  zurecht 
besteht  und  auch  keine  Constante  verloren  geht 

Ob  nun  die  so  erhaltenen  particulären  Integrale  auch  alle  den  strengen  Anforderungen  ent- 
sprechen, die  man  jetzt  an  derlei  Formen  macht,  ist  Gegenstand  einer  ferneren  Discussion.  Bei  dieser 

wird  man  sich  oft  genSthigt  sehen,  die  Wurzeln  uf,  ti,,  ti,, u, in  zwei  verschiedene 

Gruppen  zu  zerlegen,  deren  eine  die  positiven  sammt  demjenigen  imaginären  enthält,  deren  reeller 
Bestandtheil  positiv  ist;  die  andern  dagegen  die  negativen  sammt  demjenigen  imaginären,  deren  reeller 
Bestandtheil  negativ  ist  Zu  den  ersteren  nimmt  man  ein  eigenes  positives  a,  zu  den  anderen  wieder 
ein  eigenes  negatives  und  etablirt  anstatt  Einer  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Integrationseonstanten 
deren  iEwet  Esi  versteht  ^ch  von  selbst,  dass  der  dadnroh  entstehende  Verlust  Einer  Integrationseon- 
atante  auf  passende  Weise  ausgeglichen  werden  musa. 


478  ^'    A  b  •  c  h  0  i  t  t. 

Bei  der  Wahl  der  Constante  a,  die  als  untere  Integrationagrenze  ersehelnt,  bat  man  Yor- 
zfiglieh  das  in  absteigender  Reihenform  yorhaodene  S  zu  berfickaiehtigen.  Man  wird  aimlieh  a  stets 
80  gross  zu  wählen  haben,  dass  das  in  einer  bestimmten  Anzahl  von  Anfirngsgliedem  gerechnete  S 
jfOr  u  =  a  und  u  >  a  einen  genfigend  angenäherten  Werth  dieser  ganzen  Function  erster  Claase 
darstellt  Zu  beurtheilen,  ob  diess  geschehen  sei  bei  irgend  einer  Wahl  des  a,  dient  das  nach  S.  8 
dieses  Abschnittes  Seite  414  ermittelte  Ergänzungsglied,  oder  vielmehr  der  Ausdruck  der  Grenzen, 
zwischen  denen  es  enthalten  ist,  aus  welchen  sich  dann  allsogleich  auch  andere  Grenzen  ffir  jedoi 
Bestandtheil  des  y  ableiten  lassen  und  diess  zwar  beiläufig  anf  folgende  Weise:  Angenommen,  man 
habe  erkundet,  dass  es  fOr  u  =  a  sowohl,  wie  auch  fSr  u  >•  a  enthalten  sei  zwischen  den  Greniei 
S^  und  S,,  allwo: 

S,  =  Tm^  +  (J)  T  ti*-*  +  fj)  T"  tt*-  +  +  (J)  TP^  u^e 

(086)  ^^  ^  '  ^^^ 

S,  =  Tu*  +  (*)  T  tt*-*  +  (J)  T"  ti*-  +  +  (*)  [TP)  +  <^P^]  u^? 

ist,  so  ist  auch  jeder  Bestandtheil  von  y  deijenige  z.  B.  der  den  zweiten  Theil  der  Gldchung  (683) 
bildet,  enthalten  zwischen  den  Grenzen  y^,  und  y, ,  unter  y^  und  y^  die  nachstehenden  Ausdrfid[e 
verstanden: 

u,co  u,co 

(568)  Jfi  =  C   /"«««/♦*•  S.ite,  y.  =  C  ft^^f**"  S.A«. 

Die  Differenz  y^  —  y,  ist  nun  das  Brgänzungsglied  und  es  ergibt  sich  dafür  folgender  Ausdrudc: 

«,00 

Die  Beschaffenheit  dieses  Ausdruckes  hat  man  nun  zu  studieren,  was  z.  B.  beiläufig  auf  folgende  Weise 
geschehen  kann:  Gesetzt,  es  wäre  a  positiv  und  reell,  x  aber  ebenfalls  reell  und  negativ,  so  kann 
man  sich  die  Differenz  y^  —  y^  auch  in  der  folgenden  Weise  hingezeichnet  denken: 

(688)  y.  -  y.  =  (J)  «^P^  ^f^  Y-.eT^^,^ 

Trifft  es  sich  nun ,  dass  zwischen  den  Integrationsgrenzen  der  Factor  e*^^^  das  Zeichen  nicht  mehr 
ändert,  was  Jedesmal  für  ein  genfigend  gross  gewähltes  a  geschieht,  wenn  ^  reell  ist,  und  hat  mu 
noch  fiberdiess  erkundet,  dass  auch  dei  andere  Factor  unter  dem  Integralzeichen,  nämlich: 

T 

ffir  alle  Werthe  von  u,  die  grflsser  sind  als  a,  sich  im  Zustande  des  Abnehmens  befindet,  so  zwar, 
dass  sein  grtsster  Werth  zwischen  diesen  Chrouen  eben  tat  u  =  a  vorhanden  ist,  so  kann  man«  die- 
sen grSssten  Werth  mit  &^H  bezeichnend.  Jedesmal  behaupten,  dass: 
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y,  -  y,  <  (J)  ir  Ce^^H  fe^^^  if>du  (MB) 

ist,  oder  wenn  man  den  Wertb«  den  das  unter  (582)  angefahrte  Integral  /ijfdu  annimmt  fOr  ti  =  a 
mit  K  (gezeichnet: 

y.  -  y,  <  -  (*)  t^'  CHe^''  (590) 

imd  dieser  Ausdruck  ist  es,  der  dazu  dienen  kann,  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  beurtheilen,  mit 
welchem  der  Ausdruck  y^  für  y  gesetzt  den  Werth  desselben  wiedergibt,  und  es  kann  offenbar  jetzt 
noch  eine  solche  Wahl  der  Constanten  a  getroffen  werden,  dass  diese  Genauigkeit  eine  entspre- 
chende wird. 

Sollten  t/^  sowohl,  wie  auch  Ug  und  vielleicht  auch  a  sich  imaginär  gestalten,  so  hat  man 
durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  der  Integration  anstatt  u  erst  die  Grenzen  in  reelle  umzuge- 
stalten, dann  den  Differentialausdruck  unter  dem  Integralzeichen  in  seinen  reellen  und  imaginären  Be- 
standtheil  zu  zerlegen,  wodurch  trigonometrische  Functionen  zu  Tage  konmien.  Man  wird  es  dann  nicht 
mehr  zu  thun  haben  mit  Ausdrücken,  wie  y,  —  yt«  sondern  mit  anderen  von  folgender  Gestalt: 

e"'  Cos  ikux  +  x)^  e^*^""  ibdu  (691) 

unter  x  eine  algebraische  Function  von  u  verstanden,  die  so  wie  if>  reell  ist  Da  der  hier  hinzutre- 
tende Factor  Com  {kux  +  x)  den  grössten  numerischen  Wertb  Eins  hat;  so  ist  e^H  abermals  der 
grösste  Werth,  dessen  auch 

e*^  Cos  (kux  +  TS)  u^^e 

fähig  ist.  Mithin  erleidet  der  Ausdruck  (590)  keine  Veränderung. 

Dieses  Verfahren,  um  sich  das  Ergänzungsglied  zu  verschaffen,  ist  mannigfacher  Aenderun- 
gen  fähig;  man  kann  z.  B.  denselbei^  Zweck  erreichen  auch  auf  die  folgende  Weise,  die  nicht  nur 
für  negative,  sondern  auch  für  positive  x  giltig  ist.  Man  schreibt  nämlich  y«  —  y.  auf  die  nachste- 
hende, etwas  veränderte  Weise: 

tt^OO 


/ 


y.  -  y.  =  (p)  <^P'  ^/^^  <^^*'*"'"  (*  +  ^)  **• 

a 

Sind  nun  abermals  der  Stellenzeiger  p  und  der  Werth  von  a  so  gross  gewählt,  dass  der  Factor  . 

für  u  ^  a  sich  im  fortwährenden  Abnehmen  befindet,  mithin  sein  grSsster  Werth  eben  für  ti  =  a 
vorhanden  ist,  so  hat  man,  diesen  grössten  Werth  mit  77-- —  bezeichnend: 

Ijr  +  X 


y.  -  y.  <  (J)  <<P^  cfer^^*->^  {x  +  rb)  du 
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oder  wenn  man  wieder  den  Wertb  von 


fi\>du 


für  ti  =  a  mit  K  bezeichnet: 


Diess  ist  der  Gang  einer  solchen  Integration  durch  Quadrataren  in  seinen  äussersten  Umrissen,  und  es 
braucht  nicht  erst  bemerlct  zu  werden,  dass  er  der  mannigfachsten  Abänderungen  fähig  sei  nach  Mass- 
gabe der  Umstände  und  nach  dem  Gutdfinken  des  Analysten. 

Gibt  es  mehrere  Seiten  des  den  Coefficientenbau  der  Differentialgleichung  umspannenden 
Polygones,  denen  Repartitionszahlen  grösser  als  Null  und  kleiner  als  Eins  angehören,  so  hat  man  bei 
einer  jeden  derselben  dieses  Rechenverfahren  durchzuführen.  An  den  übrigen  Polygonseiten  jedoch  wird 
die  Form  eines  bestimmten  Integrales  als  die  minder  verlässliehe  und  minder  brauchbare  erscheiuen 
und  wiewohl  man  das  Integriren  in  dieser  Form  versuchen  mag,  so  wird  man  doch  selbst  dann,  wenn 
es  gelungen  wäre,  die  Hilfsgleichung  geschlossen  zu  integriren,  von  der  Form  eines  bestimmten  Inte- 
grales, obwohl  man  sie  vielleicht  bereits  hat,  abzugehen  und  zur  asymptotischen  seine  Zuflucht  zu 
nehmen  genöthigt  sein,  weil  man  entweder  der  particulären  Integrale  zu  wenig,  oder  nicht  leicht  er- 
weisbar von  einander  verschieden,  oder  endlich  solche  haben  wird,  die  Analogie  mit  einer  divergiren- 
den  Reibe  gewinnen,  weil  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  zwischen  den  Integrationsgrenzen, 
oder  an  einer  derselben  unendlidi  wird,  ohne  dass  es  möglich  ist,  diesem  Uebelstande  in  geeigneter 
Weise  auszuweichen.  Wiewohl  man  aber  die  Gruppe  asymptotischer  Integrale,  die  dem  absteigenden 
Theile  des  Polynomes  entspricht  und  höchstens  aus  so  vielen  Theilen  zusammengesetzt  ist,  als  die 
Gradzahl  von  U^^  d.  h.  des  ersten  Coefficienten  der  Hilfsgleichung  Einheiten  in  sich  enthält,  nor 
selten  aus  dieser  HilCsgleiehung  ableiten  wird  und  es  stets  vorziehen  durfte,  die  ausgebildete  asympto- 
tische Integrationsmethode  zu  diesem  Zwecke  in  Anwendung  zu  setzen,  so  wirft  doch  die  hier  darge- 
legte Verwandtschaft  des  anfkteigenden  Integrales  der  Hilfsgleichung,  geordnet  nach  Potenzen  des  ersten 
Coefficienten  U^  mit  dem  asymptotischen  Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichung  einiges  Uclit 
auf  das  asymptotische  Integriren  selbst  zurück  und  der  Analyst  erfährt,  von  welchem  Mittel  er  allen- 
falls Gebrauch  machen  könne,  um  seine  absteigenden  Reihen  möglichst  convergent  zu  machen.  Es 
lassen  sich  nämlich  in  dieser  Angelegenheit  folgende  Bemerkungen  machen :  Das  V  der  Hilfsgleichung 
kann,  wie  schon  Seite  448  bemerkt  worden  ist,  gedacht  werden  in  der  folgenden  Gestalt: 

V t 

(m  —  a.)*'+'  (tt  —  a,)»«+'  (u  —  «„)*•+' 

allwo  u  —  a^^  u  —  a, «  —  «»  die  Pactoren  sind  von  U^.  Kraft  eines  Seite  346  beigebrach- 
ten Beweises  non  convergiren  die  aofsteigenden  Reihen,  die  man  für  die  asymptotischen  Functionen 

W.  =  (u  -  aj*'+«  F.  W,  ==  («  -  «,)*•+•  V, W„  =  (u       a„)*-+'  V 


iDtegrationsmethodeo.  ^| 

beziehlich  geordnet  nach  u  —  Ui^  u^a^ u—a^  erhalt,  jedesmal,  ja  man  kann  sogar  den  Grad 

der  Convergenz  angeben,  wenn  auch  nur  durch  eine  logische  Disjunction.  Die  Convergenz  nämlich  ist  die- 
selbe entweder  mit  einer  exponentiellen  Asymptote  der  Hilfsgleichung  in  F,  in  eine  ähnliche  aufeteigende 
Reihe  entwickelt  gedacht,  oder  sie  fällt  zusammen  mit  der  Convergenz  von  irgend  einer  der  Binomialreihen 

für  (u  —  a J""*'~\  (u  —  a,)~*«"*, (u  —  a,J~*»~*.  Die  erste  Art  der  Convergenz  ist  in  der 

Regel  eine  unbegrenzte  und  es  wird  bei  ihrem  Eintreten  auch  das  asymptotische  Integral  vollkommen 
befiriedigen  und  nichts  zu  wfinschen  fibrig  lassen.  Die  zweite  Art  hingegen  ist  nur  die  der  Binomial- 
formel  eigenthumliche  oder  auch  der  geometrischen  Progression  angehorige,  an  gewisse  Grenzen  ge-  ^ 
knüpfte,  die  der  Werth  der  Variablen  nicht  überschreiten  darf,  liier  wird  nun  offenbar  das  asympto- 
tische Integral  in  der  Regel  erscheinen  in  der  Gestalt  einer  halbconvergirenden  Reihe  und  es  liegt  die 
Ursache  hievon  lediglich  in  dem  Nenner  des  Werthes  von  F,  oder  was  dasselbe  ist,  in  den  dieser 
Function  eigenen  algebraischen  Factoren: 

(u  —  a,)-*»-S  (u  —  a,)-*»-S  .....  (w  -  aj"*«-* 

deren  Differentialquotienten  die  Eigenschaft  besitzen,  bei  dem  unendlichen  Wachsen  des  Differentiations- 
index auch  zuzunehmen  ins  Unendliche  und  zwar  im  Verhältnisse  einer  endlichen  Zahl  zu  diesem  ins 
Unendliche  wachsenden  Index,  eine  Eigenschaft,  die  sich  dann  auf  V  und  auch  auf  sämmtliche  W 
überträgt,  weil  bekanntlich  einem  Produkte  dieselbe  Art  des  Waohsthumes  eigen  ist,  wie  denjenigen 
seiner  Factoren,  der  das  rascheste  ausweist.  Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  das  Mittil,  auf  den  Con- 
yergenzzustand  der  asymptotischen  Reihe  einzuwirken.  Es  besteht  nämlich  in  der  Sonderung  dieser 
algebraischen  Factoren,  die  man  übrigens  auch  dann  erst  vornehmen  kann,  wenn  man  sich  bereits  im 
Besitze  des  asymptotischen  y  befindet,  d.  h.  wenn  man  bereits 

y  =  ^[e^  W]\  =  e"^  [Wx^  +  (J)  Wx^'  +  (Jj  War*-*  + 1 

erhalten  hat,  und  wenn  man  aus  den  Werthen  der  Coefficienten  W\  W" auf  die  halbe  Con- 
vergenz und  diejenigen  algebraischen  Factoren,  die  daran  Schuld  sind,  den  Schluss  gemacht  hat  Man 
wird  nämlich  dann: 

P 


W 


(u  —  a.)**+*  (u  —  a,)*»+* 


voraussetzen;  man  wird  ferner  diese  Gleichung  einer  unbeschränkten  Anzahl  von  Differentiation«!  un- 
terwerfen, nachher  u  =  a  snbstituiren  und  W,  W\ mittelst  der  so  erhaltenen  Bestimmungs- 

gleieboDgen  dureh  P,  F,  F',  ausdrficken;  so  wird  sieh  dann  ein  y  ergeben  in  anderer  Ge- 
stalt :  nämlich : 


^  ""  Ai*  L(ti  —  aO*»+*  (m  —  a,/«+* Jj 


6i 
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und  es  wird  die  Mac-Laurio*8Che  Reihe  für  P,  Dämlich: 

P  =  P  +  P'(w  —  a)  +  P'  ^^  "7  ^^'  + 


bei  richtig  geleiteter  Rechoong  unbeschränl^te  Convergenz  besitzen  I^önQen,  während  die  ähnliehe  Reihe 
ffir  W  nnr  die  beschränkte  Convergenz  der  Binomialformel  besass.  Ob  jetzt  der  neugefondene  Ans- 
dmok  ffir  y  ein  'branchbarer  sei ,  bleibt  der  Benrtheilnng  in  jedem  speciellen  Falle  anheimgestellt  und 
es  ist  anch  nebstdem  nicht  ausser  Acht  zn  lassen ,  dass  die  Auffindung  der  neuen  Form  nicht  jederzeit 
ganz  unbedingt  gelingen  wird  und  namentlich  können  diess  unbestimmte  Integralzeichen,  wenn  sie  im 
allgemeinen  Ausdrucke  für  F  vorkommen,  wenn  auch  nicht  verhindern,  so  doch  wenigstens  erschwe- 
ren. Endlich  wird  ein  mit  solchen  Rechnungen  vertrauter  Analyst  sehr  bald  sein  etwa  gehegtes  Vor- 
urtheil  gegen  die  halbconvergirenden  Reihen  aufgeben,  wenn  er  sieht,  dass  sie  ihm  hier  alle  mög- 
lichen Dienste  leisten,  die  man  von  einer  tadellosen  analytischen  Form  verlangt. 


ErmittlaDg  der  algebraischen  Gleichung,  ans  deren  Wurzeln  die  partikulären  Integrale  der 
Differentialgleichung  abgeleitet  werden  können. 

Die  Neigung  zum  Absoluten  und  mit  ihr  zu  Sätzen,  die  ganz  ohne  Ausnahme  gelten,  zu 
geschlossenen  Formen  und  dergleichen,  beherrscht  jeden  Rechner  mehr  oder  weniger.  Er  findet  zwar 
sehr  oft  Gelegenheit,  zu  bemerken,  dass  die  geschlossenen  Formen  iUusoriseh  seien  und  sehr  oft  zur 
Kenntniss  derjenigen  Function,  die  sie  darstellen  sollen,  so  gut  wie  gar  nichts  beitragen;  er  findet 
femer,  dass  selbst  der  Begriff  der  geschlossenen  Form  ein  unbestimmter,  mit  der  Wissenschaft  und 
ihren  Fortschritten  selbst  veränderlicher  sei,  indem  eine  jede  neue  analytische  Gestalt,  in  der  die  Func- 
tionen dargestellt  werden  können,  auch  zu  einer  entsprechenden  Erweiterung  des  Begriffes  der  geschlos- 
senen Form  fuhrt.  Zuerst  sind  es  nnr  die  ganzen  oder  gebrochenen  algebraischen  Functionen,  die  so 
eigentUch  diesen  Namen  zn  fuhren  berechtigt  sind;  dann  gelangt  man  zu  exponentieilen ,  trigonometri- 
schen Functionen  und  Logarithmen  und  nennt  auch  diese  geschlossen,  wenn  unter  dem  Zeichen  Sinui, 
Coiinus  u.  s.  w.  ein  geschlossener  algebraischer  Ausdruck  steht.  Nun  bieten  sich  Differentialquotienten 
mit  allgemeiner  Ordnungszahl  dar,  als  beim  Geschäfte  des  Differenzirens  wichtige  Formen  und  wir  nen- 
nen sie  abermals  geschlossen,  wenn  sie  darstellbar  sind  als  Produkt  aus  einer  EqN>nentia1gr6s8e  mit 
geschlossenem  Exponenten  in  einen  geschlossenen  algebraischen  Ausdruck.  Gleiche  Bewandtniss  hat  es 
mit  den  bestimmten  Integralen,  denn  ungeachtet  die  Berechnung  ihres  numerischen  Werthes  off  ideht 
unbedeutenden,  ja  oft  unfibersteiglichen  Hindernissen  unterworfen  ist,  halten  wir  sie  doch  ffir  gesehlos* 
sen,  wenn  unter  dem  Integralzeichen  eine  geschlossene  Function  im  Sinne  der  eben  gegebenen  Andeu- 
tungen vorhanden  ist;  mit  einem  Worte,  wir  halten  zuletzt  alles  für  geschlossen,  was  sich  durch  be- 
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Uebige  ReehniingsoperationeD  in  letzter  Instanz  aof  einen  geschlossenen  algebraischen  Aosdruck  znrfick- 
fShren  lasst«  gleichviel,  ob  diese  Rechiiungsoperationen  selbst  in  geschlossener  Form,  d.  h.  durch  eine 
Reihe  von  Schritten  in  endlicher  Zahl  dnrchznfuhren  sind,  oder  nicht.  Es  ist  also  anch  kein  Wunder 
und  die  fibergrosse  Ausdehnung  des  Begriffes  der  Geschlossenen  bringt  es  wesentlich  mit  sich,  dass 
die  geschlossene  Form  nicht  immer,  ja  meistentheils  das  nicht  leistet,  was  der  minder  erfahrene  Rech- 
ner von  ihr  hofit  Sie  dient  dagegen  zu  etwas  ganz  Anderem.  So  haben  wir  z.  B.  bei  der  asymptotischen 
Integration  gesehen,  dass  die  geschlossenen  Formen,  was  die  Darstellung  der  Functionen  betrifft,  vor 
den  unendlichen  Reihen  nur  sehr  geringe  Vorzuge  besitzen,  ja  ihnen  sogar  in  gewisser  Beziehung 
nachzustehen  scheinen,  wenn  man  die  Anfschlfisse  in  Rechnung  ziehte  die  eine  gehörig  durchgeführte 
Discussion  des  Ergänzungsgliedes  der  unendlichen  Reihe  bieten  kann.  Dagegen  erweisen  sie  sich  sehr 
geschickt  zu  einem  ganz  anderen  Zwecke;  sie  dienen  nämlich  so  zu  sagen  als  Leitfaden  zur  Discus- 
sion der  Differentialgleichung  und  erleichtem  die  Eintheilung  und  Classification  der  verschiedenen  analy- 
tischen Formen,  unter  welchen  das  allgemeine  Integral  erscheinen  kann. 

Dass  die  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  auch  irrationale  particuläre  Inte- 
grale haben  können,  haben  wir  gleich  im  Anfange  der  Formenlehre  erfahren  und  daraus  Veranlassung 
genommen,  über  die  Art  ihres  möglichen  Vorkommens  gewisse  Untersuchungen  anzustellen.  Sie  fuhrtea 
zu  dem  allgemeinen  Ergebnisse,  dass  eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  eine  oder 
mehrere  Gruppen  irrationaler  particulärer  Integrale  in  der  Form  e^^^  besitzen  können,  wenn  die  zu 
einer  und  derselben  Gruppe  gehörigen  9  sämmtlich  Wurzeln  sind  einer  höheren  algebraischen  Glei- 
chung mit  gleichfalls  rationalen  Coefficienten.  Hiemit  tritt  uns  nun  eine  Sorte  von  geschlossener  Form 
entgegen,  wenn  auch  in  etwas  entfernterem  Sinne.  Wir  nehmen  nämlich  an,  das  Integriren  in  ge- 
schlossener Form  sei  gelungen,  wenn  wir  die  algebraische  Gleichung  aufgefunden  haben  mit  geschlos- 
senen Coefficienten,  welche  sämmtliche  Functionen  9  der  Bestandtheile  e^*^^  des  allgemeinen  Integra- 
les zu  Wurzeln  hat. 

Wenn  der  Analyst  bei  einer  vorliegenden  Differentialgleichung  zu  einer  bestimmten  Integra- 
tionsmethode greift,  so  hat  er  auch  meistentheils  dazu  eine  gewisse  Veranlassung  in  den  Formen,  die 
entweder  die  unmittelbare  Ansicht  dieser  seiner  Gleichung,  oder  die  darauf  gegründeten  Rechnungs- 
entwicklungen gebolhen  haben.  So  reizen  z.  B.  sehr  geringe  Ansteigungen  in  den  An&ngscoefficienten 
zur  Form  des  bestimmten  Integrales,  Fortschreitungen  im  Niveau  in  denselben  zur  asymptotischen 
Form  n.  s.  w.  Auch  das  Aufsuchen  der  algebraischen  Gleichung,  die  der  differentialen  auf  die  eben 
angedeutete  Weise  zu  Grunde  liegt,  fordert  seine  Berechtigung  in  den  gewissen  Eigenschaften  deijeni- 
gen  Differentialgleichungen,  die  aus  geschlossenen  algebraischen  gebildet  werden  und  die  wir  In  der 
Formenlehre  kennen  gelernt  haben.  Sie  sind  theils  negativer,  theils  positiver  Natur  und  wir  wollen 
sie  hier  kurz  aufzählen.  Zuvörderst  kann  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  das  allgemeine  Integral 
einer  so  aus  einer  algebraischen  entstandenen  Differentialgleichung  aufsteigend  nach  Potenzen  einer  be- 
liebigen Differenz  x  —  a  in  Reihen  entwickelt  denkt,  diese  der  Natur  der  Sache  nach  nirgends  einen 
Logarithmus  beherbergen  können.   Diese  Bemerkung  bildet  ein  negatives  Kriterium  der  Existenz  einer 
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solchen  algebraischen  Gleichung;  denn  hätte  man  auch  bei  der  aufsteigenden  Reihenentwicklnng  des 
Integrales  keinen  Logarithmus  entdeckt,  so  folgt  daraus  noch  keineswegs«  dass  eine  «Igebraisehe  Glei- 
chung wirklich  vorhanden  sei ,  die  der  differentialen  zu  Grunde  li^,  und  nmgekehrt,  hätte  man  wirk- 
lich einen  Logarithmus  gefunden,  so  folgt  daraus  wieder  nicht,  dass  die  DifferentialgleidiQBg  mit  einer 
algebraischen  gar  Nichts  gemein  habe,  weil  der  Logarithmus  entstanden  sein  kann  dadurch,  dnas  num 
sämmtliche  particnläre  Integrale  der  aus  einer  algebraischen  wirklich  abgeleiteten  Differeatialgleiehniig 
in  eben  derselben  der  Rechnungsoperation  des  Integrirens  unterwirft  und  vielleicht  noch  za  gleicher 
Zeit  mehrere  neue  particuläre  Integrale  einfuhrt.  t)em  erfahrenen  Analysten  wird  es  aber  immer  mög- 
lich sein,  die  Spuren  solcher  Transformationen  zu  entdecken.  Eine  zweite,  sehr  hervorragende«  be- 
sondere Eigenschaft,  solcher  Gleichungen  ist  das  Vorkommen  gebrochener  Werthe  des  mit  k  bezeich- 
neten Exponenten,  der  zu  irgend  welchen  Factoren  x  —  a  der  Anfangscoefficienten  gehörig  ist,   in 

Gruppen,  deren  einzelne  Glieder  im  Verhältnisse  der  naturlichen  Zahlen:  i,  2,  3, zn  einanter 

stehen.  Zweigliedrige  Gruppen  von  Dritteln ,  wie  —  und  - ;  dreigliedrige  Gruppen  von  Vierteln ,  wie 

3  «J 

5     10     15 

-,  — ,  —  u.  s.  w.   Sie  begründen  jedoch  auch  nur  ein  Kennzeichen  der  möglichen  oder  wahrschein- 

4     4      4 

liehen  Existenz  der  geschlossenen  algebraischen  Gleichungen.  Eigentliche  Sicherheit  geben  sie  nicht,  denn 

Gruppen  solcher  gebrochener  Werthe  von  k  können  auch  dasErgebniss  der  Einführung  einer  neuen  unab- 
hängigen Veränderlichen  in  derDiiferenlialgleichung  sein.  Umgekehrt  können  die  so  beschaffenen  Werthe 
von  k  auch  fehlen  und  es  kann  dem  ungeachtet  die  Differentialgleichung  aus  einer  algebraischen  ihren 

Ursprung  ziehen.  Diess  wird  z.  B.  dann  stattfinden,  wenn  man  alle  particulären  Integrale  derselben  noch 

.  5    10    15 

nachträglich  durch  (x^-ar  wegdividirt.  Wären  dann  die  k  ursprünglich  etwa  t»  t»  "T  gewesen,  so 

4     4      4. 

5  10  15 

verwandeln  sie  sich  jetzt  in—  +  A,  ---  +  A,  -7-  +  A  nnd  das  Verhalten,  wie  die  naturliehen  Zahlen« 

4  4  4    *  ' 

1,  2,  3  ist  verschwunden.  Der  gefibte  Rechner  jedoch  wird  es  ohne  Mähe  zu  finden  wissen.  Man  sieht, 
das  Aufsuchen  einer  geschlossenen  Form  bleibt  auch  hier,  so  gut  wie  bei  der  asymptotischen  Form  im 
Allgemeinen  ein  analytisches  Experiment,  welches  sehr  selten  gelingt,  nur  waltet  hier  ein  wesentlicher 
Unterschied  ob:  Die  durch  das  asymptotische  Integriren  gewonnenen  Formen  sind  nämlich  aach  dann 
noch  brauchbar,  wenn  sie  nicht  geschlossen  sind.  Was  macht  man  aber  mit  einer  algebraischen  Glei- 
chung,  deren  CoeSicienten  absteigend  geordnete  unendliche  Reihen  sind?  Sie  wird  vor  der  Differential- 
gleichung schwerlich  Vortheile  bieten. 

Gesetzt  nun,  der  Rechner  hätte  sich  dennoch  zu  einem  solchen  Experimente  entschlossen, 
bewogen  vielleicht  durch  die  Uebereinstimmung  mehrerer  der  eben  erwähnten,  wenn  auch  je  fBr  rieb 
keinen  sicheren  Schluss  gestattenden  Erscheinungen,  so  bietet  sich  ihm  zunächst  die  Frage:  was  weiss 
ich  von  der  algebraischen  Gleichung  rein  aus  der  Kenntniss  der  Differentialgleichung  und  gewisser- 
massen  ohne  Rechnung?  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  wichtig,  weil  man  darnach  das  Integra- 
tionsverfahren selber  einzuleiten  haben  wird.  Diese  Frage  zerfällt  in  mehrere,  nämlich  erstens:  Was 
ist  die  Gradzahl  der  algebraischen  Gleichung,  wenn  die  Ordnungszahl  der  differentialen.it  ist?  Hienuf 
dient  zur  Antwort:  Die  Algebraische  ist  höchstens  vom  n^»  Grade,  höher  nicht,  kann  jedoch  niedriger 
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Miii.  Sie  erhebt  sich  wahraeheinlieh  bis  zu  der  Gradzahl  n,  wenn  die  charaeterisUsehen  gebrochenen 

Wertiie  vcn  k  die  folgenden  sind:  *  =  — ,  — ~        ;  dagegen  werden  Gruppen  von 

iauiüchen  gebrochenen  Werthen  mit  einem  anderen,  kleineren  Nenner«  etwa  «•  eher  auf  eine  algebraische 
GMehung  des  ««<»»  Grades  hinweisen.  Man  begeht  indess  bei  dem  letzteren  Vorkommen  keineswegs  einen 
Mder,  wenn  man  die  algebraische  Gleichung  vom  n^  Grade  voraussetzt,  nur  wird  sie  dann,  wenn 
iNirhanden,  wahrscheinlicherweise  rational  inFactoren  zu  zerlegen  sein,  von  denen  einer  dem  «^^  Grade 
angehört.  Beispielsweise  wollen  wir  annehmen,  die  algebraische  Gleichung  werde  wirklich  vom  n^ 
Grade  vorausgesetzt.  Nun  fragt  sich  zweitens:  Welche  sind  die  Gradzahlen  ihrer  Coefficienten?  Hier- 
aaf  dient  wieder  zur  Antwort:  Die  Gradzahlen  der  Wurzeln  9^,  9,,  q>n  ^n^i*  algebraischen  Glei- 
chung in  9  lassen  sich  vollständig  aus  den  Gradzahlen  der  Coefficienten  erschliessen  mit  Hilfe  des 
ihren  Bau  umspannenden  Polygones.  Die  Gradzahlen  der  Functionen  9  der  unter  der  Form  e^^^^  ge- 
dachten particulären  Integrale  ebenfalls  und  zwar  vermittelst  desselben,  den  Coefiicientenbau  umspan^ 
nenden  Polygones,  welches  so  lange  in  der  algebraischen,  wie  in  der  Differentialgleichung  dasselbe 
ist,  als  keine  der  in  Rede  stehenden  Gradzahlen  unter  der  negativen  Einheit  liegt,  so  dass  also  die 
Uebereinstimmung  im  Baue  der  zwei  Gleichungen  nur  zu  mangeln  anfangen  kann  bei  den  letzten 
Oeeffidenten,  die  einen  Abfall  um  mehr  als  die  Einheit  darbieten  und  die  die  Form  der  Rechnung  nur 
ganz  unbedeutend  findern  können.  Es  ist  jedoch  wohl  zu  merken,  dass  die  Uebereinstimmung  nur  statt- 
findet zwischen  den  Differenzen  der  Gradzahlen  der  Coefficienten  und  nicht  zwischen  den  Gradzah- 
len  selbst.  Diese  können  nämlich  begreiflicherweise  andere  sein  in  der  einen  und  in  der  anderen 
Gleichung. 

Endlich  kann  man  noch  fragen,  ob  sich  nicht  aus  dem  Factorenban  der  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  auf  jene  in  der  algebraischen  ein  Schluss  gründen  lasse?  Wir  sehen  uns  genöthigt, 
um  eine  Antwort  auf  diese  Frage  zu  finden,  unsere  analytischen  Erfahrungen  zu  consultiren.  Wir  haben 
in  der  Formenlehre  gesehen,  dass  die  aus  der  algebraischen  abgeleitete  Differentialgleichung  weit  com- 
plizirter  sei,  als  diese.  Es  gehen  nfimlich  die  Factoren  a:  —  a  des  ereten  Coefficienten  zum  grössten 
Thdle  auch  auf  den  ersten  Coefficienten  der  Differentialgleichung  fiber.  Ausgenommen  hieven  können 
nur  diejenigen  sein,  denen  ein  ganzes,  negatives  k  angehört,  welches  seinem  Zahlenwerthe  nach 
kleiner  ist  als  n.  Solche  Factoren  x  —  a^  denen  k  entsprechen,  die  keine  reinen  Zahlen,  sondern 
Functionen  constanter  Parameter  sind,  kann  man  mit  Bestimmtheit  als  beiden  Gleichungen  gemein- 
schaftlich betrachten.  Aber  ferner  erscheinen  im  ersten  Coefficienten  der  Diffierentialgleichung  noch  an- 
dere Factoren  ar  —  a,  die  man  in  der  algebraischen  nicht  sieht,  bei  deren  Verschwinden  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit,  ein  Hindurchgehen  mehrerer  Wurzeln  durch  den  Zustand  der  Gleichheit  ver- 
anlasst wird.  Sie  sind  es  in  der  Regel,  denen  die  characteristischen  Werthe  von  k  zukommen.  Man 
hat  das  Recht,  sie  im  ersten  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  nicht  zu  vormuthen.  Endlich 
kommen  im  ereten  Coefficienten  der  Differentialgleichung  noch  andere  Factoren  x  —  a  vor,  deren  k 
negative  ganze  Zahlen  stad,  nnd  mit  deren  Verschwinden  gar  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  irgend- 
\rie  verbunden  isL  Ihr  Vorhandensein  vermag  nur  auf  folgende  Weise  erklart  zu  werden:  Man  denke 
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sich  n  verschiedene  Punctionon  von  x  als  particulire  Integprale  einer  DUTerentialgleichang, 

in  Reihen  entwickelt  nach  Potenzen  von  x  —  a  mit  ganz  unbestimmtem  a;  so  kann  man  Ae  it 

gestellten  particnlären  integrale  durch  Mnltiplication  mit  bestimmten  Cionstanten  und  Addition  -m-| 

piren,  dass  aus  ihnen  n  nene  Ausdrucke  hervorgehen,  die  bezfiglich  der  0^",  i^  2^^ (n  — 

Potenz  von  ar  —  et  proportional  sind.  Pur  specielle  a  kann  diese  mögliche  Gruppimng  dne  u 
werden.  Ist  diess  der  Fall,  dann  föllt  der  Factor  x  —  a  unfehlbar  in  die  Anfangseoelficieiiteo 
DilTerentialgleichung,  aber  nicht  nothwendigerweise  in  die  der  algebraischen.  Man  kann  daher  M 
Diejenigen  Factoren  der  Anfangscoefficienten  der  Differentialgleichung,  denen  ganze  und  negative  k 
geboren,  numerisch  kleiner  als  n,  deuten  im  Wesentlichen  nur  auf  eine  andere,  als  die  normale  C 
pimngsweise  der  in  Reihenform  gedachten  particulären  Integrale.  Schliesslich  hat  man  noch  Fael 
0?  —  a,  die  in  den  Nennern  der  Functionen  9  erscheinen,  aber  alldort  mit  einem  von  der  El 
verschiedenen  Exponenten.  Ihnen  entspricht  kein  k  und  sie  sind  auf  gleiche  Weise  in  den  Anfi 
coefficienten  der  algebraischen  und  der  Differentialgleichung  vorhanden.  Die  gehörige  Benfitzung 
desjenigen,  was  man  von  dem  Baue,  insbesondere  des  ersten  Coefficienten  zu  sagen  weiss,  ist  s 
rathen,  weil  es  mindestens  die  Rechnung  abzukürzen  geeignet  ist.  Dass  übrigens  die  algebra 
Gleichung  auch  Factoren  ar  —  a  des  ersten  Coefficienten  aufweisen  kann,  von  denen  man  in 
differentialen  nirgends  etwas  sieht ,^  fallt  in  die  Augen,  wenn  man  bedenkt,  dass  jeder  Factor  a?  - 
des  Nenners  einer  Function  9  im  ersten  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  nothwendiger 
vorhanden  ist,  während  er  in  der  differentialen  fehlen  kann,  wenn  er  nur  zu  einem  Factor  (ap  — 
des  entsprechenden  in  der  Form  e^^  gedachten  particulären  Integrales  gehört,  und  wenn  A  U 
als  H  ist. 

Bevor  wir  uns  nun  die  algebraische  Gleichung,  welche  der  differentialen  zu  Gnmde  1 
verschaffen,  muss  bemerkt  werden,  dass  man  von  einer  Methode,  die  diess  leistet,  zweieriei  verii 
könne,  nämlich  erstens:  die  gesuchte  algebraische  Gleichung  und  ihre  sämmtlichen  Wurzeln  9  ii 
steigender  Reihenform  zu  gleicher  Zeit;  —  diess  hätte  den  Vortheil,  dass,  wenn  man  auch  keine 
schlossene  Gleichung  bekäme,  man  doch  wenigstens  brauchbare  Werthe  von  9  erhielte,  und  zwei 
die  algebraische  Gleichung  allein  ohne  ihre  Wurzeln.  Wir  wollen  zuvörderst  die  zum  ersten 
doppelten  Zwecke  dienende  Methode  auseinandersetzen  und  diess  zwar  der  Klarheit  wegen  zuvdr 
in  dem  speciellen  Beispiele  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  mit  gleich  hohen,  dem 
Grade  angehörigen  Coefficienten. 

Sie  sei : 

Besteht  nun  eine  algebraische  Gleichung,  aus  der  sie  entstanden  ist,  in  9,  so  trägt  diese  dem. 
zuvor  Gesagten  nach  die  folgende  ähnliche  Gestalt  mit  Coefficienten  von  einer  und  derselben  Gradzal 

(693)  [^.a?^+Ä,a:'^'H-C,a?'^'-h. .  .]9«+[ii,ap^H-Ä,ap^'C,ap^V. .  .]9+^.ap^H-Ä,x'^'-4-Coa:^"'4-. . 
Substituiren  wir  nun  in  die  erstere  anstatt  y  die  Exponentielle  e^^,  wodurch  sie  übergeht  in: 
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[«.•^4-6,«*-'-»-c,sp*^+.  .](9*+9')+[«.a:*+6,«»-*+c,ar"-»+.  .]9+pk,«»+6,«»-'+c,a?*-*+.  .]=0.  (594) 

bfdie  (592)  wirklich  aas  der  (593)  entstanden,  so  müssen  genaa  dieselben  Wertlie  von  9  der  einen 
and  der  anderen  Genfige  leisten.  Diese  Fnnetion  9  ist  TennSge  der  gemaditen  Voraussetzung  gleich 
liolwr,  dem  mf^  Grade  angehSrIger  Coefficienten  von  der  GradzaU  Null  d.  h.  in  alisteigender  Reihen- 
foim  gedacht,  fSngt  sie  an  mit  einem  Gliede  mit  x*.  Man  kann  also  annehmen: 

9  =  a  +  ßx-'  +  yxr*  +  bxr*  + (596) 

Snhstitniren  wir  diese  absteigende  Reihe  in  die  obige  Differentialgleiehung  (592)  sowohl,  wie  auch  in 
die  algebraische  (593)  und  bilden  zu  diesem  Zwecke: 

9'  =  —  ßx-*  —  2yxr*  —  3&af-*  —  

9*  =  a*  +  2aßx-'  -\-  2ay\x-*  +  2a&l  x-*  -{-  (**®^ 

+  ^'   J       +  2ßy\ 

80  ergibt  sieh: 

[iM'+Ä.a^'  +  C.XP-+ ]  [a»  +  2a^ar'+(2ay+y8>-+(2aJ)+2^y)a?-+ ]  +  ^^^^ 

+[il.af'+B.«^*+C.«^»+ ][a+)8af-'  +  yx-+bar*+ ]  + 

+  Ajxf  +  Bjif-'  +  0,05^*  + =0 

[a^4-*.a;"'-'+c.a?-^*+ ][a»+2a/8ar'-H2oy+)8'-/8)a;-*-K2a?>+2y8a'-2y>r-»+. .  .]+ 

+[«.«"+6jX*-'+c.a?"-*+. . . .  .'][a+^ar'+yar*  +  &ar»+ ]+  (598) 

+  «,a?*+6ia?"-'  4-c,x*-»+ =0. 

Durch  absteigende  Entwicklung  dieser  beiden  Gleichungspolynome  erhalten  wir  femer: 

0  =  «^     \a*A,  +  aA^  +  yij  +  (899) 

+  x^'  [a*B,  +  «Ä.  +  Ä,  4-  2aßA,  +  ßA,-\ 

+  ar»-«  [a*C,  +  «C.  +  C.  +  2«;8fi.  +  ßB,  +  (2aa'  +  ß*)  A,  +  y^.] 
+  a*-  [a'l>.  +  aö.  +  Z>,  +  2«/8C.  +  /SC.  +  (2ay  +  /8*)  B.  +  yÄ,  + 

+  {2ai  +  2^y)  il.  +  t>A,] 

0  =  «*     [a*«,  +  aa^  +  a J  '  (600) 

-h  «*-•  [a»A,  +  a6.  +  6»  +  2ay8a,  +  /8a.] 

+  «"^'[a^c,  +  ac,  +  c,  +  2a/8A.  +  y86.  +  (2ay  +  /8»  ~  y8)  «,  +  y«.] 
+  a?"«-  [a»d.  +  ad.  +  d.  +  2aße,  +  ßc,  +  (2ay  +  ß*  -  ßi)  6.  -|-  j^6.  + 

+  (2ab  +  2ßy  -  2y)  a.  +  &«.] 

Es  mflssen  beide  identisdi  erfdlt  sein  durch  äas^lbe  9,  mithin  durch  dieselben  a,  ß,  y,... 
vm  iim  ffir  heQiebige  ä'.  Blithin  wird  inan  in  der  einen  sowohl,  wie  in  der  änderen  £ie  Coefficienten 
der  Terschiedenen  Potenzen  dieser  Verinderiichen  je  ffir  sieh  der  Nulle  gleich  zn  setzen  Iiaben  und 
wird  80  zwei  Syttone  tim  Aestimmtageglächqvgen  «rhaltevT  die  Ov  gtei^er  2eit  di»  Werthe  von     ^  ' 


iSS  ?.    Akstknitt 

a^  ß,  y^ und  die  der tSoeflcienteB  A^  B^  €^ ie  d«  tlgebraiecheir  C 

üon  der  constanten  Parameter  in  der  Differenäalgleiehnig  zu  liefton  haben.  Die  i 
Bestimmangsgleiehnngen,  gewonnen'  dnrdi  NaIIsetzen  der  Coeffieienten  der  hSchaten 
nimlicb  von  af  in  der  (599)  nnd  x^  in  der  (600)  sind: 

1)  a,-4,  +  aA^  +  il^  =«  0  ,    a*a^  +  a«,  +  a^  =  0. 

Da  sie  einerlei  a  liefern  sollen,  so  muss 

^t    ^1    '^9 

«•     ""    «•      ~    «• 

sein.  Den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  drei  Bruche  kann  man  gleich  Eins  am 
mit  demselben: 
(60t)  ^,  =  a,  ,    A,  =  a^  ,    A^  =  «o 

und 

(608)  «  =  ^  (-  «i  ±  V«!  -  4a,a,). 

Hiemit  sind  dae  erste  Glied  von  9  und  die  erste  CoeflReientenschicfate  ^,,  A^,  A^ 
Gleichung  bestimmt 

Um  ß  und  die  zweite  Coeflicientensehichte  zn  erhalten,  legen  wir  uns  das 
Bestimmungsgleichungen  vor,  den  Coeffieienten  von  a^^  in  (599)  und  jenen  von  q 
Nulle  gleich  setzend.  Sie  sind: 

a«Ä,  +  ccB,  +  B.  +  ß(2ctA^  +  ^,)  =  0 
(*°*^  a»6,   +  ab,   +  io   +  /8(2aa,  +  aj  =  0 

und  liefern,  von  einander  abgezogen,  mit  Ruc&sieht  auf  die  Werthe  (602): 
(606)  (Ä.  -  *.)  a*  +  (B,  -  6,)  a  +  (B,  -  6,)  =  0. 

Diese  Gleichung  soll  eine  identische  sein  und  zwar  für  die  beiden  Werthe 
Formel  (603)  enthalten  sind.  Sie  kann  also  von  der  zweiten  der  beiden  (601^ 
weil  ihr  genan  dieselben  a  6enn|;e  leisten  mfissen.  Bliminiren  wir  nun  ans 
gen  a*,  wodurch  sieh  ergibt: 

(606)  [«•  (B.  -  6,)  -  a,  (B,  -  6.)]  a  +  a,  (B,  -  6.)  -  a.  ( 

so  sollte  auch  diese  letztere  Gleichung  durch  zwei  verschiedene  a  identisch 
nicht  sein,  weil  sie  nur  vom  ersten  Grade  ist,  es  sei  denn,  dass  sie 
jedes  a,  indem: 

(e07)  a.  (Ä.  -  *.)  -  «.  (Ä.  ~  6.)  —  0  ,    «.  (Ä,  -  6.)  - 
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aasfiUt.  Hiemit  ist  die  Sabstitation  irrationaler  Ausdrucke  für  a  vermieden  und  fSr  B^  and  i?^  sind 
die  folgenden  Werthe  gewonnen: 

ßo  =  A.  +  ^  (B,  -  6,)  ,    B.  =  6,  +  J  (B.  -  6,).  (606) 

Der  dritte  Coeffieient  dieser  zweiten  Schichte,  nämlich  B,  bleibt  unbestimmt  und  kann  als  solcher 
hineingezogen  werden  in  die  fernere  Rechnung  mit  der  Absicht,  zu  irgend  einem  beliebigen  Zwecke, 
etwa  zur  Darstellung  der  GoeSicienten  der  algebraischen  Gleichung  in  geschlossener  Form  verwendet 
zu  werden,  und  man  könnte  zwar  B,  =  6,  wählen,  wodurch  B^  =  6^  und  B«  =  b^  ausfiele,  wurde 
sich  aber  dadurch  der  Gefahr  aussetzen,  die  geschlossene  Form  der  Coefficienten ,  selbst  wenn  sie 
vorhanden  ist,  zu  verfehlen.  Den  Werth  von  ß  und  hiemit  das  zweite  Glied  von  cp  gewinnt  man  aus 
der  zweiten  der  Bestimmungsgleichungen  (604)  zunächst  in  folgender  Bruehform: 

r.  a*6,  +  ab.  +  6« 

Sie  liefert  für  jedes  der  beiden  a  ein  eigenes  /3,  kann  aber  zur  wirklichen  Berechnung  tauglicher 
eingerichtet  werden  dadurch ,  dass  man  aus  dem  Nenner  jede  Spur  von  a  eliminirt  und  den  Zahler 
gleichfalls  durch  Elimination  der  höheren  Potenzen  von  a  vermittelst  der  zweiten  der  (601)  auf  eine 
möglichst  geringe  Anzahl  von  Dimensionen  herabsetzt.  Zu  diesem  Zwecke  dient  die  Multiplication  von 
Zähler  und  Nenner  mit  einem  Ausdrucke ,  wie  pa  +  q  und  eme  darnach  getroffene  solche  Wahl  der 
Coefiieienten  p  und  7,  dass  die  Glieder  mit  a*  und  a  im  Nenner  verschwinden,  derselbe  sich  daher 
auf  eine  Constante  nach  a  znrfickzieht  Da  nun  diese  Multiplication  des  Nenners  zu  dem  Produkte  fuhrt: 

aus  welchem  durch  Elimination  von  a*  vermittelst  der  (601) 

P  =  (2a^g  —  pa,)  a  +  a,q  ^  2pa^ 
gewonnen  wird,  so  hat  man: 

2ö,9  —  P«i  =  0  ♦     -7  =  — - 
q         a, 

zu  setzen  und  ist  zur  Vermeidung  der  Bräche  berechtigt: 

P  =  2a,  ,    q  =  a, 

anzunehmen,  was  dem  in  Rede  stehenden  Produkte  den  Werth: 

p  =  a\  —  4«^a,  =  —  A  (610) 

verleiht,  während  der  verwendete  Multiplicator,  mit  dem  nun  auch  der  Zähler  von  ß  zu  multipliziren  ist, 

2a«,  +  «4 
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«M  Ite  irhilliif  Produkt  ist  zuvörderst  vom  dritten  Grade ,  nämlich : 


vini  aker  ans  demselben  zuvörderst  a*  vermittelst  der  mit  a  multiplizirten  (601),  dann  aber 
Mcb  a*  eUamiren  können,  wornach  dann  der  Werth  von  ß  die  folgende  einfache  Gestalt  annimmt: 

V«»t>         O  =  —  ^  .  ,_^^^x  [(«!*,  —  «.«1*1  —  200«.*»  +  2a;6o)  et  +  a,a.b,  -  2a,a,6,  +  «.«t*»] 
-      i^lB.a  +  B.]. 

alhro: 

B^  =  aJ6,  —  «,«16»  —  2a,a,6,  +  2aJ6. 
^tlt)  B^  =  a,a^6,  —  2a,a«6,  +  a,«,*. 

il   =  —  aj  +  400«. 
ist. 

Nachdem  so  die  zwei  ersten  Anfangsglieder  von  9  und  zugleich  die  zwei  ersten  Coeffieien- 
tenschichten  der  algebraischen  (593)  bestimmt  sind,  setzen  wir  in  (599)  den  Coeflflcienten  von  oir^* 
und  in  (600)  den  von  ar*"'*  der  Nulle  gleich  und  erhalten  die  folgenden  zwei  Bestimmungsgleichungen, 
denen  der  dritte  Coefficient  von  9  und  die  dritte  Coefiicientenschichte  der  (593)  zu  entnehmen  sind, 
nämlich : 

a'C,  +  aC,  +  C.  +  ß'A,  +  /8(2aÄ,  +  BJ  +  y(2aA,  +  ^  J  =  0 
^•"^  a^c^  +  ac,  +  Co  +  ß'a,  +  /8(2a6,  +  6,  -  a.)  +  3^(2aa,  +  aj  =  0. 

Die  zweite  von  der  ersten  abziehend,  erhält  man : 

(614)         ol\C,  -  c.)  +  aiC  ^ed  +  C,-  c,)  +  /8(2a(Ä,  -  6,)  +  (Ä,  -  6,)  +  a.)  =  0. 

Hier  ist  nun  anstatt  ß  der  so  eben  gewonnene  Werth  zu  substituiren ,  sodann  eliminirt  man  a*  ver- 
mittelst der  (601),  gelangt  so  zu  einer  Gleichung,  die  nach  a  offenbar  nur  dem  ersten  Grade  ange- 
hörig ist  und  doch  für  zwei  Werthe  dieser  Grösse  identisch  werden  muss,  was  nicht  anders  angeht, 
als  indem  sie  für  jedes  a  identisch  wird  durch  Zerfallen  in  die  folgenden  zwei  Gleichungen : 

a,a,Ä  (C.  -  c.)  -  a\A  (C,  -  cj  +  (2a,B,  -  2a,Bo)  (B,  -  6,)  ~  a,B,  (B,  -  6,  +  a.)  =  0 
^•"^         a,aA  (C,  -  c.)  -  a\A  {C,  -  c,)  +  2aoB,  (B.  -  6.)  -  aji,  (B,  -  6,  +  a,)  =  0. 

Aus  ihnen  ziehen  wir  nach  gehörig  durchgeführter  Substitution  der  für  B.  und  B,  unter  (608)  ge- 
fundenen Ausdrucke  die  Werthe  der  Coefficienten  C^  und  C«  in  Function  von  C,,  welcher  letztere 
wieder  unbestimmt  bleibt,  so  dass  auch  der  erste  Coefficient  der  dritten  Schichte  als  unbestimmte  und 
beliebig  zu  wahlende  Grösse  in  der  ferneren  Rechnung  zur  Verfugung  steht.  Sie  sind: 
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C.  =  c.  +  J  (C.  -  c.)  +-^  (a.B.  -  2«.B.)  (B.  -  *.)  -  T 

1  B  (•"> 

e.  =  c,  +  ^(C.  -  c,)  +  —  i2a^,  -  aß.)  (B,  -  6,)  --^. 

Der  dritte  Coeflfieient  in  der  ReihenentwieUaog  des  9,  ^  nämlich,  wird  erhalten  ans  der 
zweiten  der  Gleichungen  (613),  indem  man  auch  hier  anstatt  ß  den  eben  gewonnenen  Ausdmdc  siriH 
stitnirt,  sodann  die  höheren  Potenzen  von  a  vermittelst  der  (601)  eliminirt,  dann  zunächst  y  in  Bruch- 
form gewinnt  und  zwar  gebrochen  durch  dasselbe  Binom  2a,a  +  a«y  wie  bei  der  Bestimmung  von  ß^ 
von  welchem  dann  die  Befreiung  auch  genau  auf  dieselbe  Weise  erfolgt  durch  Multiplication  des  Zahlers 
und  Nenners  mit  dem  Binome  2a^a  +  a^  und  nachheriges  Eliminiren  der  höheren  Potenzen  von  o. 
Auf  diese  Weise  gewinnt  man : 


__J_j     ra^a\c^A*  +  a\B]  +  2a;6,.4B,  —  2a.a\e^Ä^  —  2a.aja\  —  ia.a^b.ÄB^  —1 
alA*\     I  _  ala^c.Ä^  —  2a,a^JB,  —  a^a^b^AB^  +  a^alAB^  —  2a,a^b^ÄB.  +        1 
1+  ^alc.A'  +  2a;B;  +  2a;6.^iB.  t-  2a\AB.  J 

+  a.a^a^c.A*  +-  a.aß]  +  2a.afi^AB^  —  2a.a\c^A*  —  ia.afifi^  —  2a.a^b^AB^  +] 
+  2a.a\ABx  —  ^a.aJ^^AB.  +  a^a\c.A*  +  ^x^^fil  +  Oi««fti^4B©  —  a^a\AB. 


(617) 


wenn: 


Ti  =  a^a\c^A^  +  aJBJ  +  2aJ6,^B,  —  2a.a\c^A^  —  2a.aji\  -  ka.aJb^AB,   —   a\a,e^A^  — 

—  2a,a,B^,  —  a,aJb,AB,  +  a,a\AB,  —  2a,a,6,^lB.  +  2a;Ce^«  +  2a;B;  +  2a\b,AB.  —  (618) 
~  2aJ^lB. 

To  ==  a.a^a^c^A^  +  a^a.B;  +  20^0,6,^6,  —  2a.a\c^A^  —  ia^a^B^B,  —  2a.aJb^AB^  + 
+  2a»a;.^,  —  ka.afi^AB.  +  a,«;Co-4"  +  «»««BJ  +  a^aJb^AB.  —  a^a\AB. . 

vorausgesetzt  wird. 

Genau  auf  dieselbe  Weise  erhalt  man  nun,  von  jedem  bereits  verwendeten  Paare  von  Be- 
stimmungsgleichungen zum  nächstfolgenden  fortschreitend  und  dasselbe  auf  ahnliche  Weise  benutzend, 
den  vierten,  fünften,  sechsten  Coefficienten  u.  s.  w.  der  absteigenden  Entwicidung  von  9  und  zugleich 
die  vierte,  fünfte,  sechste  Coefficientenschichte  u.  s.  w.  der  gesuchten  algebraischen  Gleichung.  Die 
Rechnungen  jedoch  und  die  daraus  sich  ergebenden  Formeln  compliziren  sich  stets  mehr  und  mehr, 
und  gewinnen  endlich  einen  Umfang,  der  den  entschlossensten  Rechner  zurfickschrecken  kann,  so  lange 
wenigstens,  als  man  mit  allgemeinen  Ausdrucken  rechnet  für  die  Parameter  in  der  Differentialgleichung. 
In  spedellen  Fallen  indess,  wo  solcher  Parameter  nur  eine  geringe  Anzahl  vorliegt,  ergeben  sich  ge- 
wöhnlich auch  sehr  namhafte  Abkürzungen  und  es  gestaltet  sich  mitunter  die  Rechnung  zu  einer 
ganz  leichten. 
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Um  ZQ  zeigen,  in  welchem  Masse  die  späteren  Reehnungsresoltafe  verwickelter  zu  werdi 
vermögen ,  wird  es  gut  sein ,  hier  noch  den  vierten  CoeSicienten  der  Reihenentwicklung  von  9  lu 
zugleich  die  vierte  Coefficientenschiehte  in  der  algebraisdien  Gleichung  au&iisueben.  Es  dient  hie: 
das  folgende  Paar  von  Bestimmungsgleichungen: 
(619)  «'^•  +  «^*  +/>•  +  /8«B.  +/8(2aC,  +  C,)  +  y(?aÄ,  +  Ä,  +  2ßA^+biZaA,  +  Ä,)  =  0 

Sie  geben,  von  einander  abgezogen: 

0  =  a\D.  -  rf.)  +  a(D,  -  dj  +  D.  -  d,  ^  ß^(B.  -  6.)  + 
^  ß[2a(C,  -  c.)  +C,-c,  +  6,]  +  yf2a(B,  -  6.)  +  B,-b,  +  2a.]. 

Nun  folgt  die  Substitution  der  für  ^  und  ^  in  (611)*  (617)  gewonnenen  Ausdrucke  und  Elia 
nation  der  höheren  Potenzen  von  a,  bis  die  Gleichung  nach  diesem  a  sich  nur  vom  ersten  Grade  e 
weist  und  ffir  den  Doppelwerth  dieser  Grösse  nicht  anders  identisch  werden  kann,  als  wenn  sie  fibei 
haupt  ffir  jedes  a  identisch  ist.  Sie  zerfällt  dmnach  in  zwei  verschiedene  GMehungen,  denen  man  d 
Werthe  D^  und  D^  entnimmt,  während  />,  abermals  vdllkfirlich  bleibt.  Sie  sind: 

•  » 

ö.  =  «.  +  —  W  —  «t)  H -r-Ji; (".  —  *J  Hl 

flu  fl(    Ji. 

Die  zweite  der  BestimmungsgleictiaDgen  (619)  aber  gibt  auf  dem  betretenen  Wege  d 
Substitution  und  naciiiieriger  Elimination  des  a  aus  dem  Nenner  überltaupt  und  der  höheren  Potenz 
desselben  von  der  zweiten  an  ans  dem  Zähler,  den  folgenden  Werth  des  vierten  ReihencoeSieie 
ten  von  q>: 

&  =  ^  j  a  [a;aJM*  +  «?M*B:  +  2ala,e,Ä*B,  +  2a\b,Är,  +  ZaJB.r.  -  2a,ald^' 

—  2a,aXA*Bl  —  ia„a\c,A*B,  —  4a,a,6,^r.  —  4a,a,B.r.  --  «.«IM* 

—  2a,«t.6.^*B,B.  —  2a.aJc,^*B,  ~  a^ale,Ä'B,  +  a,a\b^*B^  —  2a^a,b,Ar, 

-  a,a,b,Ar^  +  2a,alAr,  -  2a.a.B.r,  -  2a.«,B,r.  +  2«MX  +  2alb,A*Bl 
^^^                           +  2alc,A'B,  -  2alb^*B,  +  2a\b,Ar,  -  l^lAfo  +  4a«B,r.]  + 

+  a,a,a\d^A'^  +  a.a.6,4'BI  +  2a.a.a,c,^*B.  +  2a,a.6,iir.  +  2a,«.B,r. 

—  2a,a\d,A*  —  4a.a.6,^*B.B,  -  ia,a\e,A*B,  —  2a.a:c.^*B,  +  2a,a;fr^*B, 

-  4o.«.6,4r.  -  2a.a,6.4r.  +  4a,«;Ar.  -  4a.a.B.r„  -  4«.a.B,r. 
+  «.«Jd.il*  +  «.«,6,il*B;    +  «.«Jc.^%  -  «.«:6.^*B.    +   «.«.ft.^r. 

-  2«.aMro  +  2«.«.Bj; 


I  ntegratioBsmethoden.  4M 

bereits  eis  zierolicb  eomplizirter  Aasdnick  ist   UeeadHehe  Werthe  Yon  ß,  y,  b kSBoen, 

ans  den  daf9r  erhalteeeii  Formeln  erhellt,  nnr  dann  die  R^nnng  nnterbrechen ,  wenn  die  Glei- 
in  a  glefelie  Wurzeln  bat«  weil  in  diesem  Falle  das  allenthalben  im  Nenner  yerhandene  A  in 
fibergeht. 

In  eine  Disenssion  der  damit  verbondenen  analytisdien  Erseheinnngen  sich  einzulassen,  ist 
nicht  nothwendl^.  Sie  sind  im  S.  2  der  Transformationslehre  erschöpfend  aaseinanderg^esetzt  Hier 
«adit  nnr  bemerkt  zn  werden,  dass  in  dem  Falle  gleicher  Wurzeln  a  durch  die  Transformation: 

y  =  e^^.z 

tj  DiiTerentialgleichung  alsogleicb  eine  andere  Gestalt  ertheUt  wird,  insofeme,  als  die  gleich  hohen 
in  andere  von  gegm  den  letzten  abnebmoider  Gradzahl  verwandelt  werden,  und  dass  dann 
ganze  Rechnung  mit  der  erhaltenen  Transformirten  in  «  auf  entsprechende  Weise  von  vorne  za 
BBcn  habe. 

Je  weiter  die  Berechnnng  der  aufeinander  folgenden  Coeflficientenschichten  und  der  Glieder 

d.c»c  9  fortgesetzt  wird,  desto  mehr  Constanten  mit  dem  Stellenzeiger  2,  namentlich  JB,,  C,,  />,,..., 

iKBiBgesammt  gehSrig  zum  ersten  Goefficienten  der  gesuchten  algebraischen  Gleichung,  fiber  deren  Werthe 

■■Bflin  nadi  Belieben  verfflgen  kann,  treten  in  der  Redinung  auf.  Der  ganze  erste  CoelDcient  dieser  Alge- 

l^iraischen,  erscheint  sohin  willkürlich  und  man  kSnnte  allenfiills,  wenn  man  wollte,  0.«C,=s|9.. .  .»O 

^iw^hien,  nur  durfte  man  dann  nicht  vergessen,  dass  eine  solche  Annahme  keüidn  anderen  Smn  haben 

■cönne,  als,  man  sucht  die  algebraische  Gleichung  in  einer  Form,  die  sie  durch  Division  aller  ihrer 

Glieder  durch  den  ersten  CoeflBcienten  gewinnt,  eine  Operation,  durch  welche  die  fibrigen  Goefficienten 

in   die  Gestalt  reeurrirender  Reihen  gezwingt,  selbst  dann  nicht  mehr  in  geschlossener  Form  vorhanden 

sein  können,  wenn  es  fiberhaupt  eine  algebraische  Gleichung  gibt  mit  geschlossenen  Coeffidenten ,  die 

der  Differentialen  angebort.  Aus  diesem  Grunde  wird  der  Analyst,  der  oft  nach  geschlossenen  Formen 

strebt,  selbst  dann,  wenn  er  kein  besonderer  Verehrer  derselben  ist«  nnr  um  einen  Bintheilungsgrund 

4er   versdiiedenen  Formen  zu  gewinnen,  in  denen  das  Integral  aufzutreten  vermag ,  die  willkfirlichen 

'••     C,,  Da,  lieber  so  zu  wählen  trachten,  dass  geschlossene  Goefficienten  der  algebraischen 

Gleicliung  zu  Tage  kommen.  Je  weiter  nun  die  Rechnungen  fortgesetzt  worden  sind,  desto  grosser  tot 
tie  ^Anzahl  dieser  disponiblen  Parameter,  desto  mehr  Hoffnung  hat  man  mithin,  wirklichen  geschlosse- 
nen Pormen  zn  begegnen.  Ihr  Vorhandensein  wird  darauf  beruhen,  dass  von  irgend  einer  der  Coeffiden- 
^^■^^ohichten  angefangen,  sämmtliche  darauffolgenden  der  Nulle  gleich  werden.  Ob  und  für  welche 

'•*     Ct,  19,, diess  stattfindet,  wird  man  in  der  Regel  dann  am  besten  zu  untersuchen  anfan- 

f^  •  wenn  sämmtliche  Schichten  der  Parameter  der  vorgelegten  Differenttolgleichung  bereits  erschöpft, 
^  b*  schon  in  die  Rechnung  eingegangen  sind.  Z.  B.:  Wenn  alle  Goefficienten  der  Differentialgleichung 
(59 2^^  auf  welche  sich  die  gegenwärtigen  Untersuchungen  beziehen,  vom  zweiten  Grade  sind,  so  dnd 
^^^  die  mit  a,  6,  c  bezdchneten  Parameter  in  derselben  von  Null  verschieden;  die  folgenden:  li,  e,. . . 
^^"Behwinden  bereits.  Man  wird  daher,  in  der  Regel  wenigstens,  in  einem  soldien  Falle  die  Unter- 
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saehung  nach  geschlossenen  Formen  bei  den  Gleichungen  (621)  anheben  können,  die  D^  nnd  D.  he- 
sUmmen«  indem  man  diese  als  Nnll  Toranssetzt«  zu  diesem  Endo  eine  seUcklidie  Wahl  der  Werthe 
von  i?««  C»  und  D,  s  0  treffend.  Es  ist  diess  offenbar  immer  möglich,  aber  zum  Bestehen  geschlos- 
sener Formen  überhaupt  noch  keineswegs  zureichend;  es  kommt  vielmehr  noch  darauf  an,  nachzuwei- 
sen, dass  für  dieselben  JB,  und  C,,  />,  =  0,  welche  D^  und  />,  verschwinden  machen,  auch  die 

übrigen  Coefficientenschichten  und  namentlich  E^^  E^^ in  die  Nulle  übergehen  unter  gldcb- 

zeitigem  E^  »»  o.  Diess  kann  dann,  wenn  es  wirklich  geschieht,  entweder  allgemein,  oder  nur  ffir 
gewisse  Werthe  der  in  der  Differentialgleichung  vorhandenen  Parameter  geschehen  und  es  nimmt  im 
letzteren  Falle  die  Rechnung  auch  wieder  den  Charakter  einer  Discussion  an  der  verschiedenen  Formen 
des  Integrales  nach  Massgabe  der  Beschaffenheit  der  Parameter. 

In  dem  hier  auseinandergesetzten  Verlaufe  der  Rechnung  wird  einstweilen  noch  keine  Rück- 
sicht darauf  genommen,  dass  wir  über  einige  Kenntniss  des  ersten  CoeflQcienten  der  algebraischen 
Gleichung  und  mitunter  auch  der  folgenden  verfugen,  wenn  diess  auch  keine  erschöpfende  ist;  nehmen 
wir  aber  gehörige  Rucksicht  auf  dasjenige,  was  wir  von  der  Zusammensetzung  dieses  ersten  CoelDcien- 
ten  der  algebraischen  Gleichung  aus  jenem  der  Differentialgleichung  wissen,  so  kann  diess  zur  Br- 
leichterung  und  Abkiirzung  der  Untersuchungen  dienlieh  sein.  Man  bitte  sich  da  speciell  bei  der  vor- 
liegenden Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  zu  benehmen,  wie  folgt:  Der  erste  Coefficient  der 
Differentialgleichung  werde  zerlegt  in  einfache  Factoren  von  der  Form  x  —  a.  Ist  irgend  einer  der- 
selben wiederholt  vorhanden,  während  er  im  zweiten  Coefficienten  gar  nicht  vorkommt,  so  hat  man 
ihn  ebenso  oft  auch  dem  ersten  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung  zuzuschreiben  und,  als  dem- 
selben angehSrig,  aufisuzeichnen.  Diess  findet  überhaupt  Statt,  wenn  das  den  Coefficientenbau  in  Be- 
zug auf  einfache  Factoren,  wie  x  —  a,  umspannende  Polygon  repartirte  Abfälle  bietet,  die  grosser 
sind  als  Eins. 

Ist  die  Repartitionszahl  die  Einheit  selber,  so  hat  man  nach  dem  zu  x  =  a  gehörenden 
Exponenten,  der  immer  h  genannt  worden  ist,  zu  forschen.  Ist  dieser  eine  positive  oder  allgemeine, 
eines  positiven  Werthes  fähige  Zahl,  so  hat  man  ebenfalls  den  Factor  x  —  a  unter  diejenigen  des 
ersten  CoelDcienten  der  algebraischen  Gleichung  zu  reihen  und  zwar  zweimal  bei  der  Differentialglei- 
chung der  zweiten  Ordnung,  weil,  wie  wir  schon  im  S.  10  der  Formenlehre  gesehen  haben,  beide 
Functionen  9  den  Divisor  x  —  a  tragen  und  demungeachtet  nur  ein  einziges  particuläres  Integral 
mit  dem  Divisor  (x  —  a)*  vorhanden  sein  kann. 

Diejenigen  Factoren  x  —  a,  denen  ganze  und  negative  k  entsprechen,  numerisch  kleiner 
als  die  Ordnungszahl  der  Gleichung ,  hier  kleiner  als  zwei ,  mithin  /k  =  ^  i ,  könnte  man  allenCalls 
weglassen;  in  Anbetracht  jedoch  des  Umstandes,  dass  man  die  geschlossene  Form  der  CoeflSeienten 
durch  uberflfissiges  Multipliziren  mit  einem  ganzen  Polpome  nicht  verfehlt,  wohl  aber  verfehlen  kann 
dadurch,  dass  man  einen  wirklich  vorhandenen  Factor  weglässt,  könnten  auch  diese  x  —  cc  ohne 
Schaden  unter  die  Factoren  des  ersten  Coefficienten  aufgenommen  werden,  wiewohl  auch  hinwiederum 
das  Hinweglassen  derselben  bei  gehörig  durchgeführter  Rechnung  von  keinem  erheblichen  Nadidiäle 
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bittet  Min  wird.  Es  kOnDeii  tito,  wie  gesagt,  diese  Flietorai  x  —  o,  denen  ein  ik  =»  —  1  tnge- 
Mrt,  gins  weggetassen  worden. 

Ist  oidlieh  16r  irg«id  einen  Fneter  x  —  a  das  entspreehende  Jfc  =  —  -,  so  deutet  diess 
in  der  Begel  nnr  anf  einen  Werth  x  =  a,  bei  welchea  in  der  algdiraisdien  Gleieliung  die  zwei 
Wnrieln  Undnreligehen  dnreii  den  Zustand  der  Gieicliheit,  womit  ein  Uebergang  Von  Redl  in  Imaginir 
?arlmi|tft  ist.  Alle  solchen  Faetören  x  —  et  wird  man  daher  ebenflills  wegzulassen  berechtigt  sein. 
Nimmt  man  also  wirltlich  nnr  die  unter  i  und  2  angeführten  Pactoren  x  —  a  und  Tereinigt  sie  in 
WL  Produkt  0,  so  wird  sich  der  erste  Coefficient  der  algebraischen  Gleichung  wiedergeben  lassen  als 
ein  Produkt  aus  zwei  ganzen  algebraischen  Functionen  0  und  A,  von  welchen  nur  die  letztere  unbe- 
kannt ist  Es  sei  nun: 

0  =  af  +  \>,x^-'  +  c.a:'^  + (6») 

allwo  b,»  c,,  bekannte  Coefficienten  bedeuten;  es  sei  femer: 

Ä  =  a,x»-^  +  »,a^-*  +  C,a?^- +  (6t4) 

wo  9,,  8t«  ttf « annoeh  zu  bestimmende  Coefficienten  sind,  so  hat  man  ^ixk  durch  diese  Dar- 
stellung des  ersten  Coefficienten  in  Gestalt  eines  Produktes  die  Rechnung  insofeme  erleichtert,  als 
man  anstatt  der  Coefficienten  B,,  C,,  D«,  ...  die  p  an  der  Zahl  sind,  nur  mehr  die:  8„  Ca,  3), . . . 
zu  bestimmen  hat,  die  p  —  r  an  der  Zahl  sind.  Es  ist  nämlich  dieser  erste  Coefficient: 

QR  =  A.7f  +  B.ix*''  +  Ca:^  +  D,t^  + = 

=  {pf  +  h^x^"  +  c^a^--^  + )  («.ac^  +  »,ar»^*  +  C,ar^-  + ) 

oder  nach  Entwicklung  des  im  letzten  Theile  der  Gleichung  vorhandenen  Produktes: 

A^Q^  +  B^oif-"^  +  C,a!^  +  D^af^  + = 

=  a.x'  +  (».  +  b.a.)  flP^*  +  («,  +  b.».  +  c.«.)  af^  +  (M6) 

+  (D.  +  b.c.  +  ^.«.  +  *.«.)  xf^  +  

Hieraus  folgt  durch  Gleichstellung  der  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x: 

-4,  =  «,  =  a, 
«.  =  «.  +  b.a.  (6f7) 

e.  ==  c.  +  b,«,  +  c.a, 

i>.  =  3>.  +  *.«•  +  c.»,  +  b,«. 


Diese  Werthe  nun  lassen  sich  anstatt  der  disponiblen  Constanten  A,,  C,,  19,,  in  die  Formeln 

(608),  (616)  und  (621)  einfahren,  wodurch  dieselben  durch  andere  ersetzt  werden,  nämlich:  8,,  S„ 
3), , die  jedesmal  in  geringerer  Anzahl  vorhanden  sein  mfissen ,  wenn  überhaupt  eine  geschlos- 
sene Form  der  Coefficienten  besteht,  und  fiber  deren  Bedeutungen  man  eboiso  gut  zur  Erzeugung  der 
geschlossenen  Form  zu  verfugen  berechtigt  ist.  Man  lauft,  auf  die  hier  auseinandergesetzte  Weise  ver- 
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folurend«  zwar  manehmal  oodi  immer  Getilur,  der  algebraiseheo  Gleichang  rinen  Mer  ein  Piwr  Faeto« 
reo  wie  o:  —  a  zu  viel  zu  ertheilen,  dareh  welchen  oder  durch  welche  dann  sieh  tie  fileiehug  dhri» 
diren  lasat;  allein,  man  wird  aioh  doeh  die  Rechnung  weseatitch  erldefalert  haben,  und  die  geschlossene 
Form,  wenn  sie  vorhanden  ist,  nie  verfehlen.  Ein  Paar  speeielle  Beispiele  mögen  den  Gebraneii  der 
Methode  erläutern.  . 

Erkiesen  wir  als  erstes  Beispiel  eine  einfache  Differentialgleiehung,  die  schon  zu  wieder- 
holten Malen  Gegenstand  unserer  Betrachtungen  war,  nämlich  die: 

(618)  ry"  +  ay'  —  b^xy  =  0. 

Wir  wissen  von  ihr,  dass  sie  geschlossene  particnläre  Integrale  zulasse,  so  oft  -  eine  ganze  positive 
oder  negative  Zahl  ist.  Offenbar  wird  bei  einer  solchen  Beschaffenheit  der  partikulären  Integrale  auch 
eine  geschlossene  algebraische  Gleichung  vorhanden  sein  und  es  ist  wohl  liicht  ohne  Interesse,  zu  un- 
tersuchen, ob  die  geschlossene  Eigenschaft  ihrer  CoeiTicienten  wirklich  geknüpft  sei  an  die  Bedingung, 

a 
dass  -  ganz  ist,  weil  es  auch  sehr  gut  möglich  ist,  dass  die  algebraische  Gleichung  in  einem  jeden 

a 

Falle  geschlossen  erscheint,  und  nur  für  den  Fall,  dass  -  in  eine  ganze  Zahl  fibergeht,  eine  rationale 

Zerlegung  in  zwei  Factoren  gestattet.  Es  sei  also  die  der  vorgelegten  (628)  entsprechende  algebraische : 

((09)  +  [^i^  -S-  ^i^'  +  C^i^'  +  ^ta?*"*  +  E,x^  +  F,x^»  + ]  o    + 

+  [A,x^  -h  B,xP-'  +  C,xP-'  -:-  D^xP-*  +  E,x^'  +  F,x^'  -|- =  0 

so  ergeben  sich  für  dieses  speeielle  Beispiel  die  nachstehenden  Bestimmungsgleichungen,  schon  zu  zwei 
und  zwei  zusammengestellt,  wie  sie  zur  Berechnung  der  aufeinander  folgenden  Glieder  von  9  und 
der  ihnen  entsprechenden  Goefficientenschicbten  dienen: 

aM,  H-  ctA,  -I-  ^,  =  0 

a*Bt  +  aB,  -[-  B,  +  ZaßA^  -|-  /8^.  =  0 
aa  ■\-  2aß  =  0 

(68«)  "*^*  "'"  "^*    '"  ^'  '''  ''*^^''*  "•■  ^^'  ^  ^^*  "^  ^"^^  "*•  "'"  ^^'  ^  ^ 
ßa  -I-  ß*  —  ß  -h2ay  =  0 

a'D,  +  aD,  +  D^ -h 2a/8C. -1- ßC,  -y  (fi*  +  2ay)  Ä,  +  yB,  +  i2ßy  +  2ah)  A,-\-hA,  =  0 
^^^^  ya  H-  2ßy  -\-  2o?>  —  2^^  =  0 

a'Ä,+a£.+jB,+2a,€/>,+/8l>,+(/8V2rty)C,+3€',+(2a5+2^y)Ä.+&fi.+C2oe+2/8&+yV.-+-«-4.=0 
^^^  ha  -h  2ae  -|-  2ßh  -{-  y*  -  3b  =  0 
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Mia$f^2ßt'¥^2yh)A^'^TfA^z=0  (685) 

M-f-2ai;+2y8c+2y&^C=0 

a*C,+aG,+G,+2a/J/*'.-fy8F,4<^«+2ay)£,+>'i5,4<2ab+ 

(2ai;-^2/8«-f.2yS)Ä,-M;B,-h(2a2+2/8?;+2yc+&0^t+2-4,=0  (630) 

i;a-f2a<2+2/8i;-h2yfi-ffc»— 5i;=0 

Den  ersten  Paare  dieser  Bestüiimungsgleiehungen  entnimmt  man: 

^.  =  1  ,    il,  =  0  ,    il,  ==  -  6*  (687) 

a  =  +  6 
das  zweite  liefert  sofort: 

Bj  =  «  ,    B^  =  —  ft'B«  (638) 

Hiemit  sind  aber  die  sammtlichen  Coe&icientenschiehten  unserer  sehr  einfachen  Differentialgieichnng 
erschöpft,  und  man  kann  die  Frage  nach  geschlossener  Form  der  algebraischen  Gleichung  stellen  und 
sieht  auch  gleich,  dass  alle  drei  CocSicienten  der  zweiten  Schichte:  A.,  B^^  B^  verschwinden,  wenn 
a  =  0  ist.  Der  fernere  Verlauf  der  Rechnung  wird  die  Ueberzeugung  bringen ,  dass  in  diesem  Falle 
wirklich  der  Diflferentialgleichung 

xy^  —  b'xy  =  0  (689) 

die  geschlossene  algebraische: 

9'  —  *•  =  0  (640) 

angehöre,  was  sich  übrigens  auch  von  selbst  versteht.  Nun  gibt  das  dritte  Paar  von  Bestinunung»- 
gMehuDgen: 

C,  =  «Ä.  ,    Co  =  -  6'C.  -4-  I 

a(«  -  2)  (64«) 

Die  dritte  Coefiicientenschichte,  nämlich  C,,  C^,  C«,  geht  in  Null  über,  wenn  die  zweite  ver- 
schwindet und  C,  =  0  willkärlich  angenommen  wird.  Hiemit  bestätigt  sich  das  Zusanunengehören  der 
beiden  Gleichungen  (639)  und  (640);  allein  es  zeigt  sich  auch,  dass  es  keine  algebraische  Gleichung 
mit  nur  zwei  Coefficientenschichten  gebe,  welche  der  differentialen  (628)  angehören  könnte,  was  auch 
die  Bedeutung  von  a  sein  mag.  Dem  vierten  Paare  von  Bestimmungsgieichungen  entnehmen  wir: 

a(a  -  2) 
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Die  vierte  Schichte  der  Coeflficienten  D^,  0, ,  D^  kann  man  nnn  zum  Verschwinden  bringen,  erstens 
ffir  a  =  0,  was  abermals  eine  Bestätigung  der  beiden  Gleichungen  (639)  und  (640)  ist«  zweitens 
dadurch,  dass  man  annimmt: 

(6*8)  C.  =  ^4ä^'  *•  =  0,  C,  =  0.  C.  =  ^^-j^.  B,  =  a,  B,  =  0 

mithin  vermögen  auch  die  folgenden  zwei  Gleichungen,  die  eine  eine  Differentialgleichung,  die  andere 
eine  algebraische,  zusammenzugehören: 

xy"  +  aj/  —  b^xy  =  0 

^***^  f  .        «  —  2  i     .  ,.  .       a  +  2 

[x^  +  -^^j  9«  +  0x9  -  6'x-  +  —^  =  0. 

Ob  diess  allgemein  für  jedes  a  oder  nur  für  einen  speciellen  Wcrth  dieses  Parameters  stattfinde,  muss 
erst  die  Folge  lehren ,  weil  zum  geschlossenen  Vorhandensein  nebst  den  (643)  auch  das  Verschwinden 
der  nächsten  Coefficientenschichten  erforderlich  ist,  wozu  vielleicht  die  Annahme  eines  speciellen  Wer- 
thes  von  a  unerlässlieh  wird.  In  der  That  gibt  das  folgende  Gleichungspaar,  (634)  nämlich 

(645)  **  ^  ®* 

_       q(q  -  2)  (g  +  4)  (g  -  6) 

128.6» 

und  es  besteht  £,  =  £,  =  £,  =  0  nicht  nur,  wenn  g  =  0  ist,  sondern  auch,  wenn  die  (643)  and 
mithin  die:  I>,=D,  =  0o  =  O  erfüllt  sind  und  man  zugleich  g  =  +  2  hat.  Also  nicht  für  jedes  a, 
sondern  nur  für  g  =  +  2  sind  die  beiden  (644)  zusammengehörig. 

Gehen  wir  jetzt  über  zu  dem  folgenden  Paare  von  Bestimmungsgleichungen,  (635)  nämlich. 
so  erhalten  wir: 

„        „j.        «(«  -  2)  f,    ,    «(g  -  2)  («*  -  2g  -  12) 

(646).  F.  =  -6»F,+fA-"^--;H"  +  ^>B. 

_  _  g(g  —  2)  (g'  —  2g  —  12) 
^  ~  32T6» 

und  gewinnen  in  drei  verschiedenen  Fällen  jP,  =  jF'^  =  jF'^  =  0,  nämlich  für  a  =  0,  dann  beim  Beste- 
hen von  (643)  für  a  =  ±2.  Um  nun  weiter  entscheiden  zu  können,  ob  es  nicht  eine  algebraische 
Gleichung  gebe,  bei  wjlcher  vier  Coefficientenschichten,  nämlich  die  mit^,  0,  C,  J9  bezeichneten 
von  Null  verschieden  ausfallen  und  nur  die  folgenden  verschwinden ,  wird  es  nothwendig  sein,  das  fol- 
gende Paar  von  Bestimmungsgleichungen,  nämlich  die  (636)  hinzuzufügen.  Sie  geben: 
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r  -aF       ^^^-=-!)d        aja  -  2)  [a*  -  2a  -  12] 

(647) 
/.  *./-  _L  «  ip        a(«  -  2)  (g  +  3)  a(a  -  2)  (a*  +  4a'  -  24a  -  60) 

6.  =  -  6  6r.  +  -£.  ^^i  C,  +  ^^^j  - 

Nan  betrachte  man  in  den  sechs  Gleichungen  (64{i|),  (646)  und  (647)  die  C^oeflicienten  E^,  Ei,  £,, 
F^,  Fl,  Ft,  Cr, ,  Gl,  Gt  als  verschwindende  Grössen ,  ohne  dass  desshalb  auch  die  I>, ,  Di,  i>, 
in  NoU  übergehen ,  so  gibt  die  zweite  der  (645) : 

(a  -  2)  (a  +  3) 

in  Folge  dessen  die  erste  der  (646): 

a  «=  —  2 

gibt.  Hingegen  liefert  die  erste  der  (645): 

«        o  —  2  „ 

luid  in  Folge  dessen  die  zweite  der  (646): 

(a  +  2)  B,  =  0 
was  entweder  abermals  a^  —  2  oder  A,  =  0  gibt.  Versnobt  man  nnn  diesen  Werth  von  a  in  die 
beiden  Gleiehnngen  (€47)  zu  substituiren,  so  werden  beide  identisch.  Es  existirt  also,  wie  es  scheint, 
ffir  a  =  —  2  eine  algebraische  Gleichung  mit  vier  von  der  Nnlle  verschiedenen  Coeffieientensehichten, 
mithin  mit  Cocfficienten  des  dritten  Grades  nach  x^  welche  der  Diferentialgleic!inng  (628)  entspricht. 
Allein  bei  näherer  Untersuchung  ergibt  sich,  dass  für  a  =  —  2  die  vierte  der  Coefilcientenschichten  D 
nicht  von  der  Nulle  yerschieden  ausfalle.  Man  hat  also  eigentlich  eine  der  Mher  gewonnenen  algebrai- 
schen Gleichungen  zum  zweiten  Male  und  sieht,  ddss  die  mit  vier  von  Null  verschiedenen  Coeffieien- 
tensehichten nicht  vorhanden  sei. 

Lassen  wir  jetzt,  in  der  Untersuchung  fortfahrend,  die  fünf  mit  ii,  B,  C,  Z^,  £  benann- 
ten Coeffieientensehichten  von  der  Nulle  verschieden  sein  und  die  übrigen,  namentlich  F,  6r  ver- 
schwinden. Wir  ziehen  unter  diesen  Voraussetzungen  aus  der  zweiten  der  (646)  und  aus  der  ersten 
der  (647)  Werthe  von  Z>,,  die,  einander  gleichgesetzt,  zur: 

(a  +  2)  Ä,  =  0 
fuhren.  a  +  2  =  0  liefert  nichts  Neues,  sondern  fuhrt  zu  einer  der  früheren  Gleichungen  zurück.  Wir 
sind  daher  genothigt:  B,  =  0  anzunehmen.  Eben  so  gibt  jetzt  die  erste  der  (646)  Tert)unden  mit  der 
zweiten  der  (647)  eine  zur  Bestimmung  von  C,  dienende  Gleichung,  der  wir: 

entnehmen.  Mit  diesen  Werthen  nun  von  A,  und  C,  gestalten  sieh  die  vorangehenden  CoeffieienteiH 
schichten  der  gesuchten  algel>raischen  Gleichung,  wie  folgt: 

63  • 
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^,  =  1  ,     A^  =  0  ,    A,  =  —  b* 

B,  =  0  ,    B,  =  a,    Ä,  =  0 

C.  =-^  (a*  +  «  -  24)  ,    C,  =  0  ,    C.  =  -  ^  (fl*  -  «  -  24. 
U.  =  0  ,    ö.  =  ^  («•  -  22a)  ,    />,  =  0 
^.=!(^^^^_(^^1±),    ^.==0,    ^.=  _J^(a«  +  i2«  +  24) 

und  es  ist  jetzt  nur  noch  die  Frage,  ob  für  jedes  a,  oder  nur  für  besondere  Werthe  dieser  Constanten  auf 
das  Verschwinden  der  folgenden  Coefficientenschichten  zu  rechnen  sei.  Die  weiter  fortgeführte  Untersuchung 
besagt  aber,  dass  diess  nur  stattfinde  für  a  =  +  4  und,  wie  schon  bekannt,  fSr  a=+2  ^nd  a  =  0. 
Es  ist  jedoch  nicht  nothwendig,  die  Rechnung  weiter  fortzusetzen,  um  sich  hievon  zu  überzeugen,  dass 
nämlich  geschlossene  Integrale  auftreten  für  die  genannten  Bedeutungen  des  a.  Diess  ist  uns  bereitB 
bekannt,  weil  wir  wissen,  dass  dann  die  particulären  Integrale  selbst  geschlossen  sind,  dass  mithin  die 
ihnen  zugehörigen  q>  von  keiner  anderen  als  einer  geschlossenen  Gleichung  abhängig  sein  können.  Wir 
hätten  also  durch  unsere  Rechnung  die  folgenden  fünf  Paare  zusammengehöriger  Gleiebongen  gewönnest 
von  welchen  das  erste  der  Annahme  a=0  entspricht,  die  zwei  folgenden  aus  den  (644)  für  a  =  +  2 
abgeleitet  werden,  endlich  die  zwei  letzten  den  Voraussetzungen  a  =  ±4  angehören: 
ay  —  b*xy  =  0,  9"  —  6'  =  0 
jjy"  +.  2y  —  b^xy  =  0,  x^q>*  +  2x^  —  ftV  +  l  ==  0 

xif'  —  2tf  —  b^xy  =  0 ,  (^*  —  Tv)  9'  —  2a?9  —  6'x«  =  0 

[ap'i  r  6afl  11 

SP»  -  jtJ  9'  +  [4a?*  -  ^J  9  -  ****  +  3x»  -  —  =  0 

[3ir*         9 1  r  63?  1  1 

ar^  -  —  +  j^J  9«  +  [-  4a:»  -  ^r J  9  ^  *'^*  +  3ar«  +  —  =  0. 

Einem  Liebhaber  geschlossener  Formen  wird  es  hier  sowohl,  wie  auch  in  vielen  anderen  Beispielen 
unangenehm  auffallen,  dass  die  Frage,  ob  eine  geschlossene  algebraische  Gleichung  vorhanden  sei  fOr 
beliebige  Werlhe  des  Parameters  a  eigentlich  nicht  beantwortet  wird ,  weil  man  nicht  weiss ,  ob  ein 
Abbrechen  der  Gleiehungscoefficienten  nicht  erst  in  den  spätesten  Schichten  derselben  stattfindet  Ent- 
schieden ist  nur  das,  dass  es  eine  algebraische  Gleichung  mit  Coefficienten  von  massiger  Ausdehnung 
nicht  gebe,  die  für  beliebige  a  zur  differentialen  (628)  gehörig  wäre.  Für  den  practischen  Gebrauch 
indessen  sind  sehr  complizirte  und  unendliche  Coefficienten  offenbar  von  einerlei  Werth. 

Erwählen  wir  als  ein  zweites  Beispiel  die  folgende  Differentialgleichung  mit  viel  verwickelter 
aussehenden  Coefficienten : 
(648)  ar  (ar«  +  c«)  y"  +  [2ax^  +  (2a  +  0  c*]  yf  —  [ft'ar=  +  («'  +  a)  ar]  y  =  0. 

Hier  kann  es  bereits  frommen,  die  Pactoren  des  ersten  Coefficienten  in  zwei  Gruppen  zu  sondern,  die- 
jenigen nämlich,  die  der  algebraischen  Gleichung  angehören  mfissen,  und  die  anderen,  die  in  derselben 


IntegratioDsmethoden.  591 

fekten  kennen.  Wir  suchen  zn  diesem  Zweeice  die  diesen  Paetoren,  welche  drei  »n  der  Zahl  sind, 
nSmIich : 

X  ,    X  —  cV  —  1  »    X  +  c\J  —  1 

zugehörigen  Werthe  des  Exponenten  k  nach  der  Formel  (8)  Seite  7  des  ü.  Bandes. 
Sie  sind  beziehlich: 

Vm  dem  ersten  dieser  drei  Factoren  wissen  wir  mithin  gewiss,  dass  er  anch  der  algebraischen  Glei- 
chung angehöre ,  wenn  eine  solche  überhaupt  exisUrt  mit  geschlossenen  Geefficienten,  Die  den  beiden 

3 
fibrigen  zugehörigen  & «» begrfinden  die  Wahrscheinlichkeit  der  Existenz  und  erregen  zugleich  die 

Vermuthung,  dass  in  den  zwei  irrationalen  Werthen  der  Function  9  der  Factor  x"  +  c'  unter  dem 
Wurzelzeichen  vorhanden,  oder  dass  x=:±c\J — l  ein  Werth  sei,  bei  welchem  die  beiden  9  von 
Reell  in  Imaginär  übergehen.  Diess  nimmt  zwar  gegenwärtig  auf  den  Gang  der  Rechnung  keinen  Ein- 
fluss,  als  insoferne,  dass  man  sich  berechtigt  sieht,  nach  geschlossenen  Formen  zu  forschen  gleich 
nach  den  ersten  zwei  Coefficientenschichten ,  die  aus  begreiflichen  Gründen  bei  jeder  Differentialglei- 
chung mit  im  Niveau  stehenden  CoeSicienten  und  bei  der  ihr  zugehörigen  Algebraischen  identisch  die- 
selben sind.  Man  hat  also,  die  unter  (593)  aufgestellte  Algebraische  mit  den  vorgelegten  Differentialen 
in  Bezug  setzend: 

il,  =  1   ,     il,  =r^  0  ,     A^  =  —  b^ 

B,  =  0  ,    B,  =  2a,    Bo  =  0  (649) 

a  =  ±6,/8  =  —  « 

Fflr  die  dritte  Coefficientenschichte  und  für  y  ergeben  sich  nun  ans  den  folgendeu  zwei  Bestimmungs- 
gldchungen  die  Werthe: 

C,  =  0  ,    C.  =  -  6«  (C,  —  c«)  -  a« 

2a^  -  6V  («») 


y  =  ± 
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und  man  hat  augenscheinlich :  C,  =  C,  =  C^  =  0,  wenn  b*  c*  =  ö"  besteht. 

Geht  man  jetzt  über  zu  der  folgenden  Coefficientenschichte ,  so  eriiält  man  leicht  aus  den 
derselben  angehörigen  Bestimmungsgleichungen : 

D^  =  —  b'D,  ,    b,  =  2aC.  —  2c«  +  2  1^  (851) 

und  es  ist  nebst :  C,  =  C^  =  C^  =  0  auch  />,  =  U^ = U,  ==*  0,  unter  derselben  Bedingung :  6*  c*  =  a*. 
Diese  Wiederholung  macht  es  wahrscheinliöh,  dass  unter  gleichen  Umständen  auch  die  folgenden  Coef- 
flcientenschiehten  verschwinden  werden,  man  also  der  vorgelegten  Differentialgleichung  entsprechend 
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fir  €*  b*  ■^=^  a*  die  folgeade  sehr  einfaehe  Algebrateche  gewonnen  habe ,  mit  Coefficienten  des  erste 
Grades : 
(6M)  a:.9*  +  2a(j>  —  b*x  =  0. 

Dass  dem  wirklieh  so  sei,  davon  überzeugt  man  sich,  diejenige  Differentialgleichung  bildend,  weld 
dieser  Algebraischen  angehört,  was  vermöge  der  Formel  (68)  Seite  194  des  L  Bandes  ohne  Schwierif 
keit  bewerkstelligt  wird. 

Die  Integration  der  complizirteren  Gleichung  ist  daher  mit  weit  weniger  Muhe  gelange] 
als  die  der  vorangehenden  einfacheren. 

Nehmen  wir,  nm  das  Verfahren  in  allen  Fällen  za  erlantem,  noeh  das  folgende  Beispiel  dM 
Differentialglächnng  mit  Goeflicienten  des  sechsten  Grades  vor: 

(eM)(x*~a«)(a?*— a*c«)i^'+[26ar»+2a»x»— 2a»c*(6+l)xV+[ar*+(c»-^ 

Der  hohen  Gradzahl  der  Coefficienten  wegen  wird  es  jetzt  wieder  erspriesslich  sein,  nach  denjenigen  ein 
fachen  Factoren  des  ersten  derselben  zn  forschen,  die  nothwendig  der  Algebraischen  und  der  Differea 
tialgleichung  gemeinschaftlich  sein  müssen.  Die  Zerlegung  fahrt  zu  den  folgenden  sechs  an  der  Zahl: 

x  —  a,  a?  +  a,  X  +  ^ae^  x  —  ^acl  a?  +  V —  ^^*  ^  —  ^  —  ae. 

Ihnen  entsprechen  bezfiglich  die  folgenden  Werthe  von  As: 

.        .  3  3  3  3 

2  2  '  2  •  2 

Die  ersten  zwei  haben  beide  den  allgemeinen  Zahlenwerth  fr;  mithin  sind  auch  die  ersten  beiden  Fac 
toren,  oder  was  dasselbe  ist,  das  Produkt  x^  —  a*  beiden  Gleichungen  nothwendig  gemeinschaftlich 
die  letzteren  vier  hingegen  berechtigen  durch  ihre  gebrochene  Beschaffenheit  zu  der  Voraussetzung 
dass  eine  geschlossene  algebraische  Gleichung,  die  der  gegebenen  differentialen  angehört,  vorhande 
sein  könne,  und  dass  namentlich  x^  —  a*  c*  in  den  beiden  Werthen  von  ^  vorkomme  unter  dei 
Wurzelzeichen.  Wir  statuiren  also  die  allgemeine  algebraische  Gleichung  (593)  als  der  differentiale 
entsprechend,  denken  uns  jedoch  den  nothwendigerweise  im  ersten  Coefficienten  vorhandenen  Faet« 
X*  —  a*  geschieden ,  so  dass : 

(654)  A.xf'  +  B.x^'  +  C,x^*+ =  (x«  -  a')  [«.a?^«  +  ».x'^  +  g,»^  + ] 

besteht.  Durch  Entwicklung  des  im  zweiten  Theile  dieser  Gleichung  vorhandenen  Produktes  und  GlelaU 
Stellung  der  Coefficienten  gleichnamiger  Potenzen  von  x  erhalt  man  nun  zunächst: 

A,  =  a. 
Ä.  =  ». 

(666)  C.  =  6,  ~  «•«, 

/>,  =  2),  —  «•», 
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Nun  wissen  wir  ferner,  dass  die  ersten  zwei  CoeSlcientenschiehten  den  beiden  Gleichongen  gemein- 
schaftUeh  vorausgesetzt  werden  können,  daher  man: 

A^=  i  ,    Ä,  =  0  ,    A,  =  \ 

B,  =  0  ,    Ä,  =  26,    Bo  =  0  (856) 


gewinnt.  Nun  oehmen  wir  das  Paar  von  Bedinguugsgleichungen  vor,  dem  die  dritte  Coeffieienten- 
sehietale,  mit  C  benannt,  und  das  entsprechende  y  entspriesst.  Es  ist  unter  (613)  enthalten  und  man 
belcommt  mit  Rucicsicbt  auf  die  ^655) : 

Co  =  S.  +  c%  C.  =  0.  y  =  ±  i  (a«  +  c«  -  6«)  V^:~l  («5'^ 

Jetzt  kann  man  gleich  die  Frage  stellen,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  der  erste  Coefficient  der 
algebraischen  Gleichung,  dargestellt  in  der  Formel  (654)  lediglich  in  x*—a}  übergeht,  während  sieh 
der  andere  in  die  Einheit  verwandelt,  was  der  Fall  ist,  wenn 

93,  =  g,  =  2),  =  =0 

werden,  und  man  sieht  allsogleich ,  dass  zu  diesem  Zwecke  nur  C^  =  c*  angenommen  werden  muss. 
Und  nun  fragt  es  sich  weiter,  ob  unter  diesen  Umstanden  die  folgenden  Coefficientenschichten  zum 
Verschwinden  zu  bringen  seien.  Wir  schreiten  daher  zu  dem  unter  (619)  vorfindigen  ferneren  Paare 
von  Bestimmungsgleichungen  für  die  vierte  Coefficientensthichte,  benannt  mit  D  und  für  ^.  Sie  geben: 

D,  =  D,,  D,  =  26S,  +  a«  +  6«  —  c* 

1  (658) 

&  =  -  -.  (a«  +  6«  -^  c*  +  2a«6) 

und  man  hat :  3),  =  6,  =  />o  =  ^i  =  1>,  =  0  nur  dann,  wenn  c'  =  a*  +  6*  ist,  wodurch  &  in  —  a^b 
übergeht.  Wenn  nun  unter  Voraussetzung  derselben  Relation  auch  die  folgenden  Coefficientenschichten, 
welche  die  Benennung  E,  F.  G tragen,  alle  in  Null  übergehen  würden,  so  wäre  die  der  vor- 
gelegten Differentialgleichung  entsprechende  Algebraische: 

(x*  —  «•)  9*  +  26x9  -^^  x^  +  («•  +  6«)  =  0.  (659) 

Anstatt  nun  durch  Berechnung  der  successiven  Coefficientenschichten  dieses  Verschwinden  Schichte  um 
Schichte  zu  constatiren,  ein  Verfahren,  bei  welchem  es  doch  zweifelhaft  bleibt,  ob  nicht  eine  der  fol- 
genden von  Null  verschieden  ausfallen  könnte,  erproben  wir  lieber  die  Zusammengehörigkeit  der  beiden 
Gleichungen  (653)  und  (659)  für  c*  =  a*  +  6*  vermittelst  der  allgemeinen  Differentialgleichung  der 
2^n  Ordnung,  die  unter  (68)  Seite  194  des  I.  Bandes  vorkömmt  und  zur  algebraischen  (59)  Seite  193 
ebendaselbst  gehörig  ist,  indem  wir: 

L  =  X*  —  a\  M  =  26a?,  N  =  x'  +  a'  +  b' 
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sQbstituiren.  Der  Erfolg  bestätigt  die  Annahme,  dass  die  genannten  beiden  Oleichnngen  ffir  c*»««*  -h^ 
zusammengehörig  seien.  Ueberhaopt  wird  diese  allgemeine  (68)  bei  Jeder  Dffliereiitialgleiehing  der 
zweiten  Ordnung  nicht  nur  dazu  dienen  kOnnen ,  die  Frage  nach  der  Existenz  der  algebraischen  Glei- 
chung in  entscheidender  Weise  bejahend  oder  verneinend  beantwerten  zu  können,  sondern  sie  wird 
auch  die  Bedingungen,  welche  zu  diesem  Zwecke  unter  den  constanten  Parametern  erfflllt  sein  musseo, 
kund  zu  geben  geeignet  sein.  In  gleicher  Weise  wird  sich  dann  auch  die  Differentialgleichung  (135) 
mit  den  nachfolgenden  Coefficientenwertben  (136)  bis  (139),  die  der  algebraischen  (144)  Seite  t09 
und  210  des  ersten  Bandes  angehört,  bei  Differentialgleichungen  der  dritten  Ordnung  als  nutzbriagend 
bewähren.  Denselben  Nutzen  wird  die  (251),  die  der  biquadratiscben: 

9*  +  Äq>*  +  B  -=  0 

entspricht,  mit  den  Coefficientenwertben:  (253)  bis  (257)  Seite  240  des  ersten  Bandes  gewähren.  End- 
lich gehören  noch  die  (305)  (306)  (307)  (335)  (336)  (337)  zu  demselben  Zwecke  und  lassen  nur 
unter  Umständen,  die  ihrem  jedesmaligen  Ursprünge  angemessen  sind,  eine  yortheilhafte  Verwendnng 
zu.  Mit  diesen  analytischen  Hilfsmitteln  ausgerüstet,  wird  der  Rechner,  dem  eine  noch  so  yerwickelte 
Differentialgleichung  vorgelegt  wird,  mit  den  auffallenden  Spuren  von  Irrationalgrössen  in  den  particu- 
lären  Integralen,  die  wirklich  aus  einer  geschlossenen  Algebraischen  abgeleitet  ist,  selten  in  Verlegen- 
heit gerathen.  Er  wird  vielmehr  nach  gepflogener  mehr  oder  minder  langwieriger  Untersuchung  die 
Algebraische  selbst  mit  oder  ohne  Beziehungsgleichnngen  zwischen  den  Parametern  auffinden. 

Der  aufmerksame  Analyst,  der  die  Untersuchungen  S.  9,  10,  U,  12,  13,  14  der  Formen- 
lehre, die  von  den  Irrationalgrossen  im  Integrale  handeln,  mit  der  sich  anschliessenden  hier  auseinan- 
dergesetzten Integrationsmethode  vergleicht,  könnte  leicht  zu  folgenden  Bedenken  Veranlassung  finden : 
Es  ist  an  dieser  Stelle  der  Formenlehre  zwar  erwiesen,  dass  die  Differentialgleichung,  deren  Integral: 

(660)  y  =  cy^^  +  C,^'-^ 

ist,  unter  9^  und  9,  die  irrationalen  Wurzeln  verstanden  der  algebraischen  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

(661)  Lq^*  +  M^  +  N  =  0, 

unter  L,  3i,  N  rationale  und  geschlossene  Functionen  von  x  verstanden,  ebenfalls  geschlossene  nnd 
rationale  Coefficienten  besitzen  mfisse.  Es  fehlt  jedoch  der  Gegenbeweis,  nämlich  dass,  wenn  über- 
haupt eine  geschlossene  algebraische  Gleichung,  wie  die  (661),  existiren  soll,  das  Integral  nothwen- 
digerweise  die  Form  (660)  trage.  Unsere  gewonnenen  analytischen  Erfahrungen  haben  nämlich  gelehrt, 
dass  die  Integralformel  nicht  stets  in  der  Form  (660)  erscheine ,  dass  vielmehr ,  wenn  sich  auch  ein 
particuläres  Integral  in  geschlossener  Form  auffinden  lässt,  wie  e^^^,  wo  9  geschlossen  ist,  das  an- 
dere nicht  nothwendiger  Weise,  ja  in  der  Regel  sogar  selten  diesen  Charakter  trage,  mit  einem  Worte, 
dass  gewöhnlich  und  nur  mit  seltenen  Ausnahmen  die  Integralformel  die  Gestalt: 

(66«)  y  =  Ce^'^''  ^^''^rfar 
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biete,  eine  Form,  die  sich  nur  dann  .in  die  (660)  verwandelt,  wenn  anter  dem  Integralzeichen,  wel- 
ches die  Fynction  e^"^"^  beherrscht,  das  vollständige  Differential  einer  Function  vorhanden  ist.  Nnn 
konnte  man  zweifelnd  fragen :  können  denn  nicht  hier  9  und  i^  IrrationalgrSssen  in  sich  schliessen, 
die  wirklich  von  einer  geschlossenen  algebraischen  Gleichung,  wie  die  (661)  abhängig  sind,  während 
doch y^^'^^'^i/x  kein  vollständiges  Differential  ist  einer  geschlossenen  Function,  und  ist  diess  der  Fall, 
so  verfehlt  ja  offenbar  unsere  eben  vorgetragene  Integrationsmetliode  diese  dann  vorhandene  algebrai- 
sche Gleichung,  weil  sie  nur  diejenige  sucht,  die  der  Form  (660)  des  Integrales  angehört,  welche  als 
specieller  Fall  in  der  anderen  allgemeinen  enthalten  ist.  Es  kann  also  wirklich  die  Frage  aufgeworfen 
werden,  ob  man  nicht  etwa  mit  der  eben  auseinandergesetzten  Integrationsmethode  nur  eine  speciellere 
algebraische  Gleichung  gewinne,  die  dann  besteht,  wenn  e^'^'^dx  ein  vollständiges  Differential  ist,  und 
eine  ebenfalls  vorhandene  viel  allgemeinere  verfehle,  welche  die  volle  Integrabilität  dieser  Differential- 
function  gar  nicht  verlangt.  Diese  Zweifel  zu  zerstreuen,  wird  es  nicht  unwichtig  sein,  zu  zeigen« 
dass  eine  geschlossene  algebraische  Gleichung  für  die  allgemeinere  Integralform  (662)  gar  nicht  ein- 
mal bestehen  könne,  wofeme  nicht  e^'^'^dx  in  geschlossener  Form  integrabel  aasfallt,  mithin  die  speciel- 
lere Form  (660)  des  Integrales  massgebend  auftritt. 

Gehen  wir  in  der  That^  um  diess  darzuthun,  von  der  allgemeinen  Form  (662)  aus  unter  der 
Voraussetzung  irrationaler  9  und  1^,  so  dass  die  in  denselben  vorkommenden  Irrationalgrossen  ans 
der  Auflösung  einer  Gleichung  des  zweiten  Grades  hervorgehen.  Jedermann  wird  sich  hier,  wenn  auch 
verschiedene  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  9  und  ^,  doch  einerlei  Warzelgrdsse  in  beiden  Func- 
tionen vorstellen.  Nun  bilde  man  zuvörderst  die  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung,  deren  Integral 

u  =  e^'^^  (668) 

ist.  Sie  heisst: 

11'  —  1^  =  0.  (664) 

Nun  führe  man  zunächst  eine  neue  abhängige  Veränderliche  ein  vermittelst  der  Substitution: 

u  =  v'     mithin     v  =  judx  =  jer^'^^^dx  '  (665) 

und 

t?"  —  i/)?/  =  0.  (666) 

Bndlich  tausche  man  die  v  gegen  eine  andere  Veränderliche  y  um,  substituirend: 

V  =  e-^^'^.y.  (667) 

Diess  fuhrt  zur  Differentialgleichung: 

y"  +  y'  [-  29  —  i/^]  +  y  [9»  —  9'  +  1^9]  =  0  (668) 

deren  Integral  wirklich  die  allgemeine  Form  (662)  ist  Ist  nun  1^  die  geschlossene  Irrationale  Wurzel 
irgend  einer  gesthlossenen  Gleichung  des  zweiten  Grades,  so  besteht  es  stets  in  der  Gestalt: 
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(«89)  ^  =  S  +  Vü" 

und  es  koonen  die  beiden  Coeflicienteu  der  Differentialgieiehung  offenbar  nur  dann  rational  aasfallen, 
wenn  auch  9  in  entsprechender  Weise  irrational  gewählt  wird.  Namentlich  erfordert  die  rationale  Be- 
schaffenheit des  ersten  dieser  beiden  Coefficienten ,  dass: 

(WO)  29  =  Ä  —  V  ü^ 

sei.  Hier  sind  anter  R  sowohl,  wie  aneh  anter  8  und  I^  geschlossene  und  rationale  algebraisdie  Func- 
tionen zu  verstehen,  die  ganz  sein  können  oder  gebrochen,  denn  es  wird  verlangt,  dass  ^  sowobU 
wie  auch  9  gegeben  sei  durch  eine  algebraische  Gleichung  mit  geschlossenen  algebraischen  Coefficien- 
ten, was  nur  dann  der  Fall  sein  kann,  wenn  auch  A,  £r,  CT  diese  Beschaffenheit  haben. 

Fuhren  wir  jetzt  die  Werthe  von  9  und  tj?  auch  ein  in  den  zweiten  Coefficienten ,  so  gebt 
derselbe  über  in: 


i  [ä«  _  ir  _  aW  +  2R8]  +  l\fU[^-  28] 


und  fällt  offenbar  dann  rational  aus,  wenn  entweder 

U 

S  =  —     oder    CT  =  0 

ist.  Die  rationale  Differentialgleichung  heisst  nun: 

oder: 

y"  -  y  (m-  S)  +  I  jr    (Ä*  -  2JI'  +  2ÄS)  -  0. 

4 

Die  ihr  entsprechende,  zur  Bestimmung  von  if>  dienende  Algebraische  aber  ist: 

(jI^  —  8y  -  U  =  0 

dagegen  9  aus  der  folgenden  hervorgeht: 

(29  —  Ry  -  U  =  0. 

Endlich  besteht  die  aus  der  (662)  durch  Substitution  der  Werthe  für  9  und  ^  hervorge- 
hende Integralformel: 

y   =  Ce^iiti-^äx  J}Jljf^U)dx  ^ 
LP  d 

oder  da  —  =  —  [log  ^/m]  ist: 
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was  nicht  mehr  die  allgemeine  Formel  (662),  sondern  vielmehr  die  speciellere  (660)  ist.   Unter  den 
alldort  vorhandenen  9^  und  9,  die  beiden  Wurzeln  der  einzigen  algebraischen  Gleichung: 


{9-^h)-U  =  o 


verstanden.  Hieraus  lassen  sich  nun  einige  Folgerungen  ziehen,  die  für  den  nach  geschlossenen  Formen 
Strebenden  von  Wichtigkeit  sind,  nämlich: 

Erstens,  wenn  eine  algebraische  GleichuLg  rational  nicht  zerlegbar  existirt,  die  der  Dif- 
ferentialen zu  Grunde  liegt,  so  ist  die  Form  des  Integrales  niemals  die  allgemeinere  (662),  sondern 
immer  die  speciellere  (660),  aus  welcher  wir  die  (68)  Seite  194  der  Formenlehre  abgeleitet  haben, 
weil  dann  der  Differentialausdruck  e^^^dx  mit  irrationalem  aber  geschlossenem  9  jederzeit  geschlos- 
sen integrabel  ausfällt.  Nur  wenn  1^  gleich  einer  rationalen  Function  S,  mithin  auch  o  gleich  einer 

1 
ähnlichen  Function ,  gleich  -  R   auftritt ,    brancht    der   eben  erwähnte  Differentialausdruck    nicht  in 

geschlossener  Form  integrabel  zu  sein,  wodurch  die  allgemeinere  Form  (662)  wieder  in  ihre  Rechte  tritt. 

Zweitens,  wenn  man  in  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  aus  den  gebro- 
chenen Repartitionszahlen ,  sei  es  im  Polygone ,  das  den  Coefficienbau  in  Bezug  auf  die  Gradzahl  der- 
selben umspannt ,  oder  auch  in  Bozug  auf  die  Zusammensetzung  aus  einfachen  Factoren,  auf  Irrational- 
grössen  im  Integrale  mit  Sicherheit  schliessen  muss ;  so  existirt  keine  geschlossene  Integralformel,  selbst 
nicht  in  der  allgemeinen  Gestalt  (662),  woferne  nicht  eine  geschossene  algebraische  Gleichung  aufge- 
funden werden  kann,  und  hätte  man  sich  äberzeugt,  dass  keine  solche  existirt,  so  besteht  auch  kein 
geschlossenes  irrationales  Integral,  denn  gäbe  es  ein  solches,  so  könnte  man  offenbar  die  Gleichung 
davon  befreien,  wurde  dadurch  zu  einer  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  gelangen,  die  immer 
geschlossen  integrabel  ist,  wurde  somit  ein  geschlossenes  Integral  in  der  Form  (662)  gewinnen  mit 
irrationalem  (p  und  1^,  was  nicht  sein  kann,  da  der  Voraussetzung  nach  die  geschlossene  algebraische 
Gleichung  nicht  besteht ,  die  zu  diesem  Zwecke  vorhanden  sein  sollte.  Es  ist  mithin  in  jedem  Falle 
entweder  eine  geschlossene  algebraische  Gleichung  vorhanden,  oder  gar  kein  geschlossenes  Integral. 
Gestaltet  sich  die  Integralformel  rational,  so  ist  die  algebraische  Gleichung  rational  in  Factoren  zer- 
legbar, und  es  existiren  zwei  geschlossene  particuläre  Integrale,  beide  rational;  ist  hingegen  nur 
eines  von  ihnen  geschlossen,  das  andere  aber  nicht,  es  sei  denn  in  der  Form  (662),  so  gibt  es  keine 
geschlossene  algebraische  Gleichung,  mit  einem  Worte ,  irrationale  particuläre  Integrale  treten  entweder 
beide  geschlossen  auf,  oder  keines;  rationale  hingegen  können  entweder  beide,  oder  auch  nur  eines 
von  ihnen,  oder  endlich  gar  keines  in  geschlossener  Form  auftreten. 

Diese  Bemerkungen  vermögen  in  passender  Weise  auch  auf  Differentialgleichungen  von  höhe- 
ren Ordnungen  ausgedehnt  zu  werden.  Man  kann  nämlich  sagen:  Eine  bestehende  algebraische  Glei- 
chung, die  mehrere  oder  alle  Functionen  9,  welche  irrational  in  den  particulären  Integralen  vorkom- 
men, zu  Wurzeln  hat,  schliesst  in  der  allgemeinen  Integralformel  ebenso  viele  unbestimmte  Integralzei- 
chen aus,  als  solcher  irrationaler  Wurzeln  vorhanden  sind,  und  man  sieht  hieraus  klar,  dass,  in  wel- 

64  • 
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eher  Pomi  man  sich  auch  immer  das  allgemeine  Integral  gegeben  denken  mag.  doch  g 
algebraische  Ansdrucke  in  denselben  zu  den  Seltenheiten  gehören,  and  dass  die  in  der  Beg 
vorkommenden  Formen  zwar  Functionen  der  ersten  Clnsse  seien,  jedoch  solche,  die  abstelg 
Form  von  einer  unendlichen  Reihe  wiedergegeben  werden  können.  Von  dieser  Beschaffenheit 
hin  auch  in  der  Regel  die  mit  A,  8,  U  bezeichneten  Functionen  von  x^  während  dem 
die  aus  ihnen  zusammengesetzten  Coefficienten  der  Differentialgleichung  rationale  und  geschloi 
drücke  sein  können,  was  sich  auch  ohne  Mühe  in  einer  Fälle  specieller  Beispiele  nachweisei 


%.  13. 

ErmittluDg  der  algebraischen  Gleichung  TQr  noch  einige  Fälle  der  Differentialgleic 

zweiten  Ordnung. 

Unter  allen  Differentialgleichungen  sind  die  der  zweiten  Ordnung  fOr  den  Ana 
wichtigsten,  theils   wegen  ihres  sehr  häufigen  Vorkommens,  theils  auch  darum,  weil  sich 
andere,  z.  B.  alle  mit  quadratischen  Coefficienten   versehenen,   was  auch  ihre  Ordnungszahl 
darauf  zurückfuhren  lassen,  indem  stets  eine   Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  die 
chung  einer  anderen  mit  quadratischen  Coefficienten  ist.   Die  Integration  der  Hilfsgleichung  i 
mit  oder  ohne  vorgängiger  Transformation  am  liebsten  in  dem  Falle  vor,  wenn  in  ihr  betr 
Ansteigungen  in  den  zwei  Coefficientenpaaren  zu  ersehen  sind.  Sehr  oft.  ja  meistentheils  e 
schon  aus  der  Beschaffenheit  der  Repartitionszahlen  das  nothwendige  Vorhandensein  von  Irr 
sen  im  Integrale  dieser  Hilfsgleichung  und  findet  sich  dadurch  zu  der  Frage  veranlasst,   r 
geschlossene  algebraische  Gleichung  bestehe,  die  der  Differentialen  zu  Grunde  liegt,  vielle 
die  andere  Frage  nach  der  geschlossenen  Beschaffenheit  eines  der  particulären  Integrale 
unmittelbar  durch  die  unzweifelhaften  Spuren  der  Irrationalgrossen  oder  nach  versuchter 
Integration  verneinend  entschieden  hat.  Es  wird  mithin  von  Nutzen  sein,  das  Aufsuchen 
sehen  Gleichung  wenigstens  bei  solchen  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  m 
men,  welche  Ansteigungen  in  ihren  Coefficienten  bieten.  Wir  wenden  uns  zuvörderst  i 
mit  der  Ansteigungszahl  Eins: 

^®'*^  +  [a,x^^'  +  b,x^^'  +  c,x^  +  d,x^^''  + ]y  =  0. 

Wir  setzen  nun  beide  Integrale  in  der  Form:  e^^*^'  voraus  und  nehmen  an.  dass 
zeln  seien  der  folgenden  algebraischen  Gleichung  mit  derselben  Ansteigungszahl  Ei 

(678)  [^•^+*«^'  +  ^«^"'+^.^''"'+ ](p'+[A,xP-^+B,x^+C,x^-'  +  l 

+  [A,x^*  +  B,x^^'  +  C,xP  +  D,x^''-\- ]-=0. 
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Die  Subslitation  des  oben  erwähnten  Werthes  von  ip  in  die  Miferentialgleiehnng  liefert  nan  eine  zweite 
Bestimmnngsgleiehung  für  die  Fonetion  9«  namüch  die  folgende: 

ind  es  nrns^  Jetzt  diesen  beiden  durch  jeden  der  zwei  Werthe  von  9,  gegeben  in  absteigender  Rei- 
henform« Genüge  geleistet  werden«  Sie  müssen  daher  auch  und  zwar  alle  beide  dieselben  zwei  ihnen 
abverlangten  Reihenentwicklungen  von  9  liefern.  Wir  wissen  nun,  dass  in  Folge  der  vorausgesetzten 
Beschaffenheit  der  CoeSicienten  jedem  9  die  Gradzahl  Eins  zukomme,  d.  h.  die  absteigende  Reihen- 
entwicfkung  des  9  fangt  mit  der  ersten  Potenz  von  x  an.  Es  ist  mithin: 

9    =  aa:  +  y8  +  yx'^  +  bx"*  +  ex-*  +    

9«  =  a^x*  +  2aß  +  (2ay  +  )8*)  x"'  +  (2a&  +  2ßy)  ar*  + (676) 

0'  =  a  —  yx"*  —  2&ar"'*  —  3tJt"*  — 

Da  sich  die  beiden  Gleichungen  in  9  nur  durch  den  Zusatz  eines  einzigen  Gliedes,  des  mit  dem  Fac- 
tor 9'  verbundenen  nämlich,  in  der  Form  von  einander  unterscheiden;  da  femer  9'  um  volle  zwei 
Einheiten  in  der  Gradzahl  niedriger  ist,  als  9',  mithin  in  der  Reihenentwicklung  des  Gleichungspoly- 
nomes  erst  auf  das  dritte  Glied  Einfluss  nehmen  kann,  so  unterscheiden  sich  die  beiden  absteigend 
entwickelten  Gleiehungspolynome  in  den  ersten  zwei  Gliedern  nur  dadurch,  dass  hier  kleine,  dort  aber 
die  gleichbenannten  grossen  Buchstaben  in  den  Coefficienten  vorkommen.  Diese  zwei  Anfangsglieder 
der  Entwicklung  werden  daher  völlig  identisch,  wenn  man  willkürlich: 

-^t  =  <*t  *     -4j  =  «1  ,     A^  =  a^ 

annimmt.  Mithin  geben  sie,  der  Nulle  gleich  gesetzt,  auch  einerlei  Glieder  des  9.  Wir  hätten  also  hier 
gerade  so,  wie  in  dem  Falle  gleich  hoher  Coefficienten,  den  der  vorhergehende  Paragraph  behandelt 
hat,  zwei  Coefficientenschichten,  die  der  Differential-  und  der  algebraischen  Gleichung  gemeinschaftlich 
vorausgesetzt  werden  können,  aber  nicht  müssen.  Stellen  wir  nun,  die  Coefficienten  der  einzelnen  Poten- 
zen der  absteigenden  Reihenentwicklung  je  der  Nulle  gleichsetzend,  die  so  erhaltenen  Bestimmungs- 
gleichungen paarweise  zusammen.  Sie  sind: 

0  =  aM.  +  aA,  +  Ä, 

(677) 
0  =  a*a^  +  oa,  +  a^ 

0  =  a«Ä,  +  aB,  +  Äo  +  ^OLßÄ,  +  ßÄ, 

(678) 
0  =  a»6,   +  ab,   +  6«   +  2a^a,   +  ßa, 

0  =  a'C,  +  aC,  +  C,  +  2aßB.  +  ßB,  +  {2ay  +  ß^)  A^  ^  yA, 

0  «r  aV,    +  ac,   +c.  ,+  2aßb.  +  ßb,   +  (2ay  +  ß')  a,  +  ya  +  oua^  ^^^^ 


%  =  aV,  +  ad,  +  d.  +  2a)8c,+/8c,+(2ay+^*)6,  +  y6,  +  (2ab+2)8y)^ 

0  =  a*E,  +  aE,+E.  +  2aßD,  +  ßD,  +  (2ay  +  )8')  C,  +  yC,  +  (2a?)  +  2ßy)  B,  +  DA, 
+  (2ac  +  2/8&  +  y  •)  Ä,  +  Cil, 
^*®*^  0  =  aV.  +  oe,  +  «0  +  2«^rf.  +  ßä,  +  (2ay  +  /3«)  c,  +  y<?,  +  (2a&  +  2ßy)  6,  +  66, 
+  (2ac  +  2^&  +  y*)  a,  +  ca»  +  oc,  —  ya^ 


Dem  ersten  Paare  entnehmen  wir  denselben  Doppeiwerth  für  a,  wenn: 
(est)     -  -4,  =  a,  ,    il,  =  «t  ^    ile  =  0 

ist.  Ist  nun  dieser  Doppelwertli  ein  sehr  einfacher,  etwa  monomischer«  was  z.  B.  dann  stattfindet«  wenn 
die  Gleichung  in  a  wie: 

a«  —  &•  =  0 

aussieht,  oder  wie: 

a"  —  Äa  =  0 

dann  ist  es  gerathen,  auf  folgende  Weise  vorzugehen:  Man  subtrahirt  das  zweite  Paar  von  Bestim-  — .^ 
mungsgleichungen  von  einander  und  erhält: 

(688)  «•  (Ä.  -  6.)  +  a  (Ä.  -  6  J  +  B,  -  b,  =^  0. 

Hier  setzt  man  anstatt  a  erst  den  ersten,  dann  den  zweiten  seiner  Werthe  und  erhält  dadurch  zweif  •^ 
Gleichungen,  welche  B^  und  B„  in  Function  des  unbestimmt  bleibenden  B^  liefern  werden.  Ueberdiess^.^ 

wird  noch  die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen,  aufgelSst  nach  ß^  den  zwei  verschiedenen^  a  ent :M 

sprechend,  auch  zwei  ß  liefern,  die  in  der  Regel  ebenfalls  als  einfache  Ausdrficke  dastehen  werden^^^^rr 

wenn  die  beiden  a  solche  erlangen.  Mit  den  gefundenen  zwei  Paaren   von  Werthen  fQr  a  und 

und  den  ermittelten  zwei  Coefficientenschichten  sammt  dem  zur  Verwendung  stehenden  JB, 

wir  uns  dann  zu  dem  dritten  Paare  von  Bestimmungsgleichungen ,  die  wir  genau  auf  dieselbe  Weise^»^ee 

behandeln,  um  daraus  zuvörderst  C^  und  C«  in  Function  der  einstweilen  noch  unbestimmt  bleibendeiriK^^B 

B^  und  C,  abzuleiten,  dann  aber  noch  einen  Doppeiwerth  für  y  zu  gewinnen  u.  s.  w.  Die  so  allmäh — .tfi- 

lig  in  die  Gleichungen  fallenden  unbestimmten  Constanten  B, ,  C, ,  D, , konnm  dann  dazu  ver — ""^^ 

wendet  werden,  die  späteren  Coefficientenschichten  der  allmählig  sich  zusammenstellenden  algebraiseheicK'^ii 
Gleichung  zum  Verschwinden  zu  bringen. 

Sind  jedoch  die  Werthe  von  a  und  in  Folge  dessen  auch  die  von  /j,  ^, irrational,  ^^^ 

so  kann  die  Substitution  solcher  Irrationalgrössen  eine  lästige  werden  und  man  konnte  es  vorziehen,  «^^ 
den  folgenden  Weg  der  Rechnung  einzuschlagen,  der  die  irrationalen  Substitutionen  gänzlich  vermeidet :  ^  ' 
Man  eliminirt  aus  der  durch  Subtraction  gewonnenen  (683)  vermittelst  der  a,a*  +  a^a  +  o«  ==  0  das       ^ 
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a\  Sie  verwandelt  eieh  dadureh  in  eine  Gleiciinng  des  ersten  Grades  nach  a  nnd  soll  doch  durch 
einen  Doppeiwerth  dieser  Grösse  identisch  werden.  Diess  lainn  offenbar  nicht  anders  sein,  als  wenn  sie 
überhaupt  ffir  jedes  a  identisch  wird.  Man  ist  mithin  berechtigt,  den  Coeffiicienten  von  a  in  derselben 
fSr  sich  nnd  die  übrigen  Glieder  gleichfalls  für  sich  der  Nulle  gleichzusetzen.  Das  Ergebniss  hievon 
sind  zwei  Gleichungen,  denen  man: 

Äi  --  6.  +  J  (fi.  -  6.) 

C884) 

entringt. 

Hiezu  gibt  nun  die  zweite  der  Bestimmungsgleichungen  (678)  einen  Werth  von  ß  zunächst 
in  folgender  Gestalt: 

Um  auch  hier  die  beiden  irrationalen  Substitutionen  für  a  bei  der  Berechnung  des  Doppel- 
werthes  von  ß  zu  vermeiden,  oder  mindestens  zu  erleichtem,  suchen  wir  erst  den  Nenner  von  allen  a, 
dann  aber  den  Zähler  von  allen  höheren  Potenzen  dieser  Irrationalgrosse,  bis  auf  die  erste  zu  befreien. 
Hiezu  dient  wieder,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphe  die  Multiplication  von  Zähler  und  Nenner  mit 
dem  Binome  2aa^  +  a^  und  nachherige  Elimination,  durch  welche 

/8  =  ^  [B.a  +  B.]  (688) 

erzielt  wird,  allwo: 

Ä   =  4a,a,  —  a\  • 

B,  =  a;ft,  —  a,a,b,  -  2a,a.b,  +  2alb,  (687) 

JB.  =  a.a,b^  —  2a^a^b^  +  a^a^ 

ist. 

Jetzt  kommt  das  dritte  Paar  von  Bestimmnngsgleichungen  zur  Bestimmung  der  dritten  CoelTi- 
eientenschichte  und  des  y  an  die  Reihe.  Sie  liefern  von  einander  subtrahirt: 

0  -  a»  (C.  -e,)  +  a  (C,  -  c  J  +  C.  -  c,  +  2aß  (Ä,  -  b.)  +  ß  (B.  -  6.)  -  oä,       (688) 

und  hieraus  gebt  durch  Substitution  des  gewonnenen  Werthes  von  ß,  B^^  Elimination  von  a*  und 
Zerfällen  in  zwei  identischf)  ^Gleichungen : 

C,  =  c,  +  ^  (C.  -  «.)  +  "•"'  ZJ^'  («'  -  *-5  +  «• 

"•^  (689) 

C.^c.  +  ^  (fi  ^  O  +  ^"'^' -  ^■^'  iB.  ^  bO 
a,  alA 
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hervor.  Der  aus  der  zweiten  dieser  Bestimmungsgleichoagen  auf  aholiche  Weise,  wie  Mß  | 
nene  Wertli  von  y  aber  ist: 

(690)  y^a^*  t^'^  +  ^J 

allwo : 

r,  =  aXc^A*+  a\B\ + 2a\b^AB,  —  2a;alc^A*—  2a^aß]  —ia^a.b^AB,  —  a\a,c,A*  —  2a^€ 

—  a,a^b,AB,  —  2a,a^b^AB^  +  2alc^A*  +  2a\Bl  +  2alb,AB^  —  a,a\A* 
(691) 

^0  =  «o«i«t<?i^"+«o«iB!+2ttoöiMBi— 2fl„a;c,^*— 4a«a,B^Bj—  2aett,6,^B,  —  4a.a,6^ 

+  a,ä\c^A*  +  a,a,Bl  +  a,a^b,AB^  —  2a^alA* 

ist. 

Genau  auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  nun  auch  zur  folgenden  vierten  CoeSicientensehichte.  Sie 

p.  =  d.  +  ^  (D.  -  rf.)  +  ^^;^  (c.  -  o  + 

a,  a^A 

H -rn (*.  —  *.)  +  *.-  -r 

(61»)  "•"*  "* 

1>.  »  rf.  +  ^  (/>.  -  rf.)  +  ^"»^>  -  ^*'°'  (C.  -  c.)  4- 

+ ^rj;; (fi.  -  *J  - 

Die  Rechnung  kann  nach  Belieben  fortgesetzt  werden.  Da  indess  die  Ausdrficlce  immer  eompl 
werden  und  da  auch  eine  algebraische  Gleichung  mit  sehr  vielen  Coefficientenschichten  kaum 
Vortheil  bieten  därfte  bei  der  Erorternng  der  Eigenschaften  des  particulären  Integrales,  so  wir 
sich  in  der  Regel  mit  den  gethanenen  Schritten  begnügen  nnd  die  Rechnung  beendigen  mit  der  I 
suchung,  ob  und  unter  welchen  Umstanden,  d.  h.  bei  welchen  Werthen  der  bisher  willkürlich 
senen  A, ,  C»,  D^  und  der  Parameter  der  Differentialgleichung  die  geschlossene  Form  der  Alg 
sehen  eintrete.  Hiezu  dient  nun  wieder  die  (68)  Seite  194  der  Formenlehre,  die  der  Algebraiseh 

entspricht.  Man  kann  zwar  dasselbe  auch  auf  eine  andere  Weise  leisten,  wie  in  der  Folge  zur  S] 
kommen  soll,  allein  in  den  meisten  Fällen  durfte  doch  die  erwähnte  Algebraische,  wenn  man  sh 
liegen  hat,  einigen  Vortheil  bieten,  weil  oft  schon  der  berechnete  erste  Coefficient  die  Frage, 
auch  nur  in  negativer  Weise  beantwortet. 

Gehen  wir  jetzt  über  zu  einer  Differentialgleichung  mit  der  Ansteigungszahl  2  der  i 
cienten.  Sie  sei: 

[a,x"'  +  ft.x«-'  +  c,ar"*-  +  d.a?"»-»  + >"  +  [a,x  *+•  +  6,x'"^*  +  c,x"*  +  ....:] 

+  [a,a:^+*  +  b^x"^""*  +  CoX«+«  +  d,a:''^»  + ]  y  =  0. 
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Die  ihr  eitsprecheDde  AlgeiNraieche  und  diqeaige « "welche  4arcb  die  Sobalitiition  y  =  e^"^^  aus  ihr 
gewonnen  wird,  sind:  t 

[A^x^  +  B^x^'+C,x^*  +  D,2f*+ ]o^  +  [A,af'^  +  B,x^'  +  C,x^+D,x^'+ J9  + 

+  [Ä,x^^'+B.x^'+  C.x^'  +  D,af^'+ ]  =  0  .  (694) 

[a,flp"+6,ar"-*+c,ar"'-*+d.x~-«+ ](9*+90+[a.x"+»+6ta?'"^*+c^x*+d^T'«-*+ ]9+ 

endlich  hat  man  ein  der  Gradzahl  t  angehSriges  9«  also: 

9  =aa?'+/^«+y  +  J)ar*  +  ea?-" +..... 

9«  =±: a»«*  +  2a/Ja:»  +  (2ay  +/8»)  x^  +  (2ab  +  2j8y)  x  +  (2ae  +  2^&  +  j^*)  +  .    .    .  (695) 

9*  =  2aar  +  /i  — &a?-*  — 2£x-»  — 3j7a:-*-- 

Besorgt  man  nun  die  absteigende  Entwicklung  der  Gleichnngspolynome«  so  kann  effenbar  9%  weil  es 
um  drei  Einheiten  niedriger  ist,  als  9%  nnr  anf  das  vierte  Glied  dieser  Entwicklung  Einfluss  nehmen« 
daher  man,  da  sich  die  Gleicbungspolynome  nor  durch  den  Zusatz  9'  von  etnander  unterscheiden,  drei 
Coefficientenschichten  der  Differentialgleichung  und  der  Algebraischen  gemeinschaftlich  annehmen  kann, 
aber  nicht  muss.  Das  Nnllsetzen  der  Coefficienten  der  beiden  absteigenden  Entwicklungen  liefert  nun 

folgende  Paare  von  Bestimmungsgleichungen: 

*»  ■         ■        '  •  •  • 

(696) 

a*B,  +  aB,  +  B,  ^  2aßA,  +  ßÄ,  >=>  0 

a%  +  ab,  +b,  +  2aßa,  +  ßa,  ~  0  ^^^ 

a*C^  +  aC,  +  C,  +  2a/3l»,  +  ßB,  +  {iay  +  ß*).  A^  +  y4.  =r  0 

aV.  +00,  +C.  +  2nßb,  +  ßb, ,+  C^ay  -h  ß*)  a,  +  y»,  =0 

(696) 
a*D,  +  aßi+D,  +  2aßC,+ßC,  +  (2ay+ß*)B,  +  yB,  +  (2f(t  +  2ßy)A,  +  hA,=^0 

a*d,  +  od, + d. + 2a/8c,,+ /Sc.  +  (2ay  +  /g«)  ft^  +  j*.  4.  (iah  +  2ßy)  o,  +  ba.  +  2a^  «»=  0. 

Am'  ihneH  lassen  sich  idie  folgenden  Wertbe  der  snccessiven  Coefficientenschichten  und  znglelelT  der 

Constanten:  ß,  y,  h,  in  Function  des  zweiwerUdgen  a  genau  dareta  denselben  Bliminations- 

{ncwess,  wie  in  den  firfiber  der  Betnichtni^  anterworfenen  Differentialgleichnngen  der  zweiten  Ordnung 
ableiten.  Sie  sind  der  Reihe  nadi: 

il,  =  «,  ,    il,  =  a,  ,    -4,  =  «« 
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A  =  -a*  +  ia^at ,  B, «  ajA,  ~  2a,«,6,  —  a,«,6.  +  2aJ6, ,  B,  =  «,o.6,  -  2a„a,A.  +  a,a,6.- 

c.  =  c.  +  ^  ce,  -  c)  +  "'^'  -;'-»'  (n.  --  6,) 

C.  -  c.  +  ^  (C.  -  cj  +  '°''- -  "■»•  («.  -  >.) 

r.  =  ala.c,.4*  4-  aJBJ  +  2a:6,.<lB,  —  2a,a;c,i4*  —  2».«,B;  —  4a.a>,ilB.  —  a.ajc.i«*  - 
—  2<f,a.B.B.  —  a,a,6,iiB.  —  2a.a,6.ilB.  +  2a;c»4'  +  2aJB;  +  2a\b,AB, 

r«  =  a,a,a,c,i4»+a,a,BJ+2«,«,A,JB,— 2a,a;c,^*— 4<?,o,B,B,— 2a.«,6.^ß.-  4a.<iA-^0.H 
4-  a,aJc,^»  +  «,a,BJ  +  a,a,6,^B, 

1».  =  ■<;  +  '-^  iD.  -  <)  +  "■•»■-  «■''  (C.  -  ■^)  + 

Es  ist  nicht  immer  notliwendifc,  von  diesen  Formeln  Gebraach  za  machen,  die  auf  einem  Wege  erkal 
ten  worden  sind,  am  die  irrationalen  Snbstitationen  zu  vermeiden.  Oft  sind  nämiieh  die  beiden  WertI 
von  a  rational ,  und  in  einem  solchen  Falle  ist  die  directe  Substitution  dieser  rationalen  Wertbe  dei 
Eliminationsprozesse  vorzuziehen.  Diess  geschieht  unter  anderen  in  dem  folgenden  Beispiele: 

Die  Berechtigung,  nach  einer  alg^braiseheü  Olelehung  zo  forschen,  ist  hier  im  CoeSIcientenbaae  walu 

zunehmen,  dem  Factor  nämlich  x  des  ersten  Coeffldenten  entspricht  ein  Exponent  fc  =  — i ,  den  be 

—  —  3 

den  übrigen,  nanlieh  »=s  +  a^B  und  x^  —  as/z  entsjnicht  ein  As»-^-.  Es  iM  daher  nicht  ai 

wahrscheinlich,  dass  dieser  Difhrenttalgleiehnng  eine  algebraische  entspridit»  sondern  es  steht  auch  i 

yermuthen,  dass  der  erste  Coefficient  dieser  letzteren  weder  den  Factor  ar,  noch  den  Factor  x* — 31 

besitzen  werde,  d.  h.  er  wird  eine  reine  Constante  sein.  Ist  mithin  die  algdiraische  Gleicbuif  i 

geschlossener  Form  vorhanden,  so  ist  der  zweite  und  dritte  CoeflSeient  padratisdi;  man  hat  nrithi 

schon  nach  drei  berechneten  Coeflncientenschichten  bei  der  Berechnung  der  vierten  die  gerechte  Vei 

anlassang,  nach  dem  etwaigen  Abbrechen  zu  fragen,  wenn  man  nämlich,  die  höchste  Polygoneeite  z 

Grunde  legend,  die  Gleichung  betrachtet  als  eine  mit  im  Niveau  stehenden  CoeSIdenten.  Sieht  man  si 

hingegen  als  eine  mit  der  Ansteigungszahl  2  versehene  an)  so  wird  man  volle  füinf  Coeflidentensduel 

ten  zu  berechnen  haben,  und  das  Abbrechen  erst  bei  der  sechsten  erwarten.  Drei  dieser  Scliicfate 

lassen  sich  den  beiden  Gleichungen  gemeinschaftlich  voraussetzen.  Man  zieht  also  aus  den  ersten  dn 

Paaren  von  Bestimmungsgleichungen  die  folgenden  Wertbe: 

^,  =  1  ,    il,  =  2  ,    A^  ^  0 


I  Btegrttiona  m;«  t  h  o  d  e  n.  5]|5 

.entweder  a»r-2  eder  a^O 

/8  =  o  '■    '-' 

C,  —  20,  -  2Ä*  ;    Co  =  ä' 
entweder 

ter  kann  man  gleich  die  Bemerkong  machen,  dass  wenn,  wie  vermnthet,  der  erste  Coefficient  der 
3lsel)rai8chen  eine  reine  Constante  ist,  B,=  C,=II,=0  ansfailen  müssen.  Dem  widersprechen  die 
^e^inronnenen  Werthe  nicht,  nnr  muss  dann  C|  =  — 2a*  sein.  Nun  liefert  das  vierte  Paar  von  Bestim- 
muiiigsgleichungen : 

D,  =  2/>,  —  2a*B,  ,    D^  =  a^B^ 
uEnd 

^  =  0. 

Amms   dem  (Bnften  Paare  endlich  ziehen  wir: 

E,  =  2£,  —  2a*C,    E.  =  a^C^  +  a* 


und    entweder 


.    9a*        ^  9a* 

«  =  H oder      e  = . 

8  8 


Bs   kann  also  nicht  nnr  Z>,==0  sondern  auch  £,»0  angenommen  werden,  olme  dass  daraus  entwe- 
der   ein  Widerspruch  oder  irgend  ein  specieller  Werth  des  Parameters  a  hervorginge.  Ist  mithin  die 
algebraische  Gleichung  geschlossen,  so  hatten  wir  bereits  alle  Coeffidentensehiehten  derselben.  Sie    ; 
^^rtnd   nämlich  so  aussehen: 

^«  +  2  (a?«  —  «»)  9  +  a»  (a?-  +  a«)  =  0  (joi) 

BiK]  ifi  der  That,  wenn  man  Jetzt  die  Differentialgleichung  constniirt,  welche  dieser  algebraischen  ange- 
^■^<»  zu  diesem  Zwecke  abermals  die  (68)  Seite  194  des  ersten  Bandes  in  Anwendung  bringend,  so 
K)^l«an^  man  zu  der  gegebenen  (700)  zurück. 

«.  14. 

tnft^gratioB  einer  DfirerentlalglelclKnng  der  n"^"  Ordanng  Termittelst  einer  algebraisehen. 

•  '     •  .  .  ' 

Nachdem  wir  in  mehreren  allgemeineren  und  speeleyeren  Beispielen  die  Methode  der  Atf» 

™^^^^g  der  algebraischen  Gleichung,  die  zu  einer  gegebenen  differentialen  gehSrig  ist,  dvchgcmaekt 

^'^^v^,  mit  es  nicht  schwer,  dieselbe  auch  allgemein  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Differentialgleiehnng 

^    Ernten  Ordnung  mit  wie  immer  gestalteten  Coeffidenten  auszudehnen.  Freilich  ist  hier  zu  bemerken, 
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dass  die  Rechnungen,  in  die  man  sich  verwickelt  sieht,  der  Natnr  der  Sache  nach  mit' deqfc^igt 
übereinstimmen  mfissen,  die  sich  in  der  Formallehre  1.  iO  bisvS.  14  vorfinden  und  die  Auffindong  ih 
Differentialgleichung,  die  einer  algebraischen  angehört,  zum  Zwecke  haben,  und  ihrer  AasdehBU 
halber  sehr  bald  undurchführbar  werden.  Da  es  aber  demnngeachtat  Fälle  gibt,  in  welchen  ein  solche 
Calcul  nicht  nur  durchffihrbar,  sondern  sogar  leicht  und  schnell  durchfuhrbar  ist,  so  wird  es  firoaunei 
die  allgemeine  Methode  mindestens  in  ihren  Grnndzugen  hier  auseinander  zu  setzen.  Wir  machen  hieb 
der  Kurze  wegen  Gebrauch  von  der  oft  in  Anwendung  gebrachten  symbolischen  Schreibweise  d( 
Polynome  in  Summengestait  und  nehmen  an,  in  der  vorgelegten  Differentialgleichung  seien  durcbwq 
Ansteigungen  vorhanden  von  r  Einheiten  auf  d^s  Coefiicient^npaar,  anter  r  eine  ganze  positive  Za 
verstanden,  da  wir  wissen,  dass  sich  gebrochene  Ansteigungszahlen  durch  eine  passende  Transfo 
mation  in  ganze  verwandeln  lassen,  und  dass  man  von  der  Voraussetzung  einer  gemeinsamen  Ai 
Steigungszahl  r  zu  jener  verschiedener  solcher  Repartitionszahlen  durch  Nullsetzen  gewisser  Anfang 
glieder  der  Coefficienten  sehr  leicht  den  Weg  findet.  Es  ist  in  der  Regel  von  einigem  Vortheile,  i 
grSsste  Ansteigungszahl,  die  der  ersten  Polygonseite  entspricht,  besonders  wenn  sie  eine  ganze  I 
für  r  zu  erkiesen.  Die  Gleichung  sei: 

(70«)  ^  ^ 

a  -^   (so  tma  n 

mit  den  Coefficientenwerthen : 

X„  =  [w,m]a?"'  +  [n,m~l]a?~-*+..., +[n.Ö]        =8[[n,0]x^] 

(703)9&„.,=[n— 2,fit+2r]a?*-^«'[n— 2,m+2r— l]a?"+»'-*4- 4-[n— 2,0]==S[[h  — 2,9]« 

d  +  r=ifi  + 

ö-+.r=»«i+(«  — a; 
.Xo  =  [0,iii  +  nr]ar"»+'"  +[0.m  +  nr-  l]a?«+*'^-»+ +[0,0]        =S[[0,e]xfi] 

Da  die  dieser  Differentialgleichung  entsprechende  Algebr^ischf^.^nselbes  Coefficientenbau  mit  aUeiai||| 
Ausnahme  jener  Stellen  des  Polygones ,  die  AbfSIle  bieten  von  Einer  Einheit  oder  mehr  als  Einer  Ei 
beit  in  der  Gradzahl  auf  das  Paar,  besitzen  muss«  so  kSnnen  wir  annehmen,  dass  diese  Älgebraisc 
der  Perm  nach 

(TO4)  '     ^         . 

a  -f-  Ca)  ==^  n 


(W5) 
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sei,  allwo 

X„    =(n,p)x'+(n, ;»-!)«»'- +  ...". +(n.O)        =S[(».e)xö] 

X^,  =  in-Up  +  r)!xf*''  +  in-l,p  +  r-i)x>^^'  + +(n  -  l,0)=S[(n- I,9)aj6] 

'  9  +  r  =  p  +  r 

X^.  =  (»-2»P  +  2r)x^"-+(n  — 2,p  +  2r— 0«^*'"'+  ••   •  +(n-2,0)  =  S[(tt— 2,Ö)a?*J 

B  +  T=p  +  2r 

X,    =(a^+(n-a)r)«^"-^>'"+(a,f»+(n-ft)r-Oa:^^"-"'^'+ +(«,  0)      =  S  [(a,  5)  ar»] 

6-\-T=p^in  —  a)r 

X.    =(0,p  +  »ir)x»^  +  (0,p  +  nr— 1)^^+»^'+ +(0,0)         =S[(D,9)x»] 

B  +  T=p-{-nr 

Man  bewerkstellige  jetzt  die  Substitution : 

y  =  e'f^  coe) 

in  (liie,.pUrerentiB]gleiebnog.  Ihr.  Resultat  ia  Summengestalt  ist  unter  (323)  Seite  168  c|es  U.  Bandes 
bereits  gegeben.  Es  ist  nämlich  das  dort  ausgedrüekte  3L  Man  hat  mithin : 

^  =  Mj^7b:©' ©'■•$?]  =  » 

.  .  ß  +  2y+ =n 

unter  Q  isl  hier  das  Pel]rnoBi  yerstanden,  welches  niaD  aos  demjenigen  der  Differentialgleiehang  erhfilt, 
tie  Differentialquetienteii  von  y  dorch  die  gleiehnamigen  Potenzen  Ton  9  ersetzend,  d.  h.  es  ist: 

(^  ta  S  [56,9"]  (708) 

a  +  ot>  «»  n 

Die  erste  Frage,  die  hier  entstehen  Icann,  ist:  Welche  Anfangsglieder  der  Coeflficienten  können  als 
den  beiden  Gleichungen,  äer  algebraischen  nämlich  und  der  Differentialgleichung  gemeinschalllich  ange- 
nommen werden.  Um  sie  mit  Leichtigiceit  zu  beantworten,  wird  es  frommen,  das  Snbstitutionsresultat 
(7Ö7)  in  entwickelter  Gestalt  mindestens  in  ein  Paar  Anfangsgliedem  hinzuzeichnen.  Es  ist: 

(PQ  Q'       d^Q  o" 

«  +  5^S  +  #l7+ W 

Da  nun  die  Function  o  wegen  dcir  vorausgesetzten  Ansteigung  von  r  Einheiten  nothwendig  vom  Grade 

r  ist,  so  ist  p'  vom  Grade  r—  1;  fiberdem  ist  offenbar  m  +  nr  die  Gradzahl  des  Qx  ebenso 

m  +  nr  —  2r  die  Gradzahl  voo  ^-^ ,  mithin  m  +  nr  —  r  —  i  die  Gradzahl  des  zweiten  Gliedes 

ao"" 

dieses  Substitationsresultates.  Es  genoren  also  volle  r  +  1  Glieder  in  der  absteigenden  Entwicklung 
des  Pö^rnMoes  (707)  ledigUch  dem  Q  an  and  nur  auf  das  (r  ^'%y^  nehmen  die  Glieder  von  -j-^  -^  . 
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Einflass.  Man  kann  also  eben  so  viele  CloeiScientenschichten,  d.  h.  deren  r  +  1,  der  Differenlialglei- 

ehong  entnebmep  und  unmittelbar  auf  die  Algebraische  übertragen.  Man  mnss  diess  aber  nicht,  denn 

es  ist  offenbar  erlaubt,  alle  Coefficienten  der  Differentialgleichung  mit  einem  beliebigen  Polynome  zu 

mnitipliziren  und  sodann  anstatt  der  r  +  i   ersten  Coefficientenschichten  der  Differentialgleichung  die 

r+i  ersten  Schichten  des  Produktes  zu  nehmen.  Diese  Regel  ist  nicht  nur  richtig,  wenn  r  eine  ganze 

positive  Zahl  ist,  mit  Ausnahme  von  r  =  0,  in  welchem  einzigen  Falle  nicht  r  -f-  1  =  i,  sondern 

vielm^  zwei  Coefficientenschichten  gemeinschaftlich  angenommen  werden  können,  weil  nämlich  in 

diesem  einzigen  HMle  9'  um  zwei  Einheiten  niedriger  ist,  als  9;  ja  sie  ist  in  gewisser  Weise  auch 

richtig,  wenn  r  eine  gebrochene  positive  Zahl  bedeutet,  nur  muss  dann  die  Regel  auf  folgende  Weise 

formulirt  werden:  Der  gemeinschaftlichen  Coefficientenschichten  sind  so  viele,  als  die  nächste  unt^ 

3 
r  4-  1  liegende  ganze  Zahl  Einheiten  in  sich  enthält.  Werni  z.  B.  r  =  -  wäre ,  so   hätte  man  der 

gemeinschaftlichen  Coefficientenschichten  zweL  Ist  r  zwischen  0  und  1  gelegen,  so  besteht  immer  nur 
eine  einzige  gemeinschaftliche  Coefficientenschichte.  Endlich  für  r  unter  der  negativen  Einheit  ist  gar 
keine  mehr  vorhanden. 

Man  kann  sich  die  in  den  beiden  Gleichungen  gemeinschaftlichen  Anfangsglieder  der  Coef- 
ficienten auch  auf  eine  graphische  Weise  ermittelt  denk^  und  zwar  denkt  man  sich  zu  diesem  Behufe 
eine  Zeichnuüg,  aus  m  +  nr  horizontalen  Linien,  die  im  gemeinsamen  Abstände  Eins  von  leinander 
geführt  werden  und  aus  n  +  t  verticalen,  in  demselben  Abstände  Hns,  bestehend.  Die  unterste  Hori- 
^  zontale  kann  für  Abscissen,  die  letzte  Verticale  zur  Rechten  f&r  die  Ordinatenaxe  gelten.  Zu  jedem 
Durchschnittspunkte  zweier  solcher  Linien  gehSrt  nur  Bin  Glied  der  Differentialgleichung  insoferne,  als 
die  diesem  Durchschnittspunkte  entsprechende  Abscisse  die  Ordnungszahl  des  Differentialquotienten  er- 
reicht, zu  welchem  dieses  Glied  gehörig  ist,  wahrend  die  Ordinate  dem  Exponenten  der  Potenz  von  x 
gleichUmmt,  mit  welcher  dieses  Glied  multiplizirt  erseheint.  Man  denke  sieh  also  zu  einem  jedoi 
Durchschnittspunkte  das  entsprechende  Glied  der  DifferenHalglelchnng  liinzugeschrieben  und  gewisser 
Massen  mit  diesem  Punkte  identlAzirt.  Nun  construire  man  ferner  auf  die  bekannte  Weise  das  den 
Coefficientenbau  umspannende  Polygon  und  schneide  die  einspringenden  Winkel  ab.  Zu  einer  jeden  Seite 
des  so  erhaltenen  Polygons  wird  dann  eine  gewisse  ganze  oder  gebrochene  Repartitionszahl  r  geboren. 
Man  ziehe  nun  zu  einer  jeden  solchen  Polygonseite  in  der  Entfernung  r  -f-  1 ,  gemessen  in  der  Rich- 
tung der  Ordinatenaxe  eine  Parallele«  so  ergibt  sich  ein  zweites  Polygon  mit  zu  jenen  des  ersten 
parallelen  Seiten  und  es  können  alle  Glieder,  die  über  diesem  zweiten  Polygone  liegen,  als  den  beiden 
Gleichungen,  der  algebraischen  nämlich  und  der  differentialen  gemeiischaftlich  angesehen  werden. 
Diese  in  geometrischer  Sprache  gegebene  Regel  gilt  allgemein  für  jedes  r  mit  der  alleinigen  Ausnahme: 
r  =3  0,  wo  die  Parallele  zur  höchsten  Polygo/iseite  mit  im  Niveau  stehenden  Coefficienten  nicht  im 
AbStande  Eins,  sondern  im  Abstände  zwei  gezogen  werden  muss«. 

Der  dem  H«»  Grade  angehörige  Werth  von  9  sei  nun  der  folgende: 

(710)  9  —  [r]  x^  +  [r  —  l]  a:»"*  +  [r  -  2]  a?^*  +  ...■...:..;«**  S  [[r  —  p]  «^] 
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M  nuiB  denke  sidi,  iha  in  Iwlde  «leiehiingM  dogefBhit,  die  Sabstititionacesnltate  abate^d  geordnet 
mi  die  CoeflieienteB  der  ^Meinen'  Potenzen  von  a>  je  (6r  siek  der  Nnlle  gleiehgesetit;  u  eigebei 
sieh  BestimmnngBgleirhnngen,  die,  zn  zweien  und  zweien  zneamMngesteUttXar  Enaittlnng  der  eiuelnek 
Coeffidentpnsoliicliten  sowolü,  wie  aneh  der  Bestandtheile  von  9  dienlieli  «ind.  Um  ihnen  eine  mog- 
Uclist  einfliche  Gestalt  zn  verleihen,  maehen  wir  Gebranch  von  den  folgenden  Bezeiehnnngen: 

[n,m][r]»+       [n-l,m+r][r]"-*+       [n— 2,m+2r][r]"-+. . . .+       [o,m+nr]=A^ 
[n,m-l][r]"+[n-l.«+r— l][r]"-'+[M-2,m+2r— l][r]»-'+. . .  .+[0,m+nr— 1]=^„_. 
[n,m-2][r]»+[h-l.i«+r— 2][r]*-'+[»i-2,«i+2r-2][r]»-'+. . .  .+[0,«i+nr— 2]=^,„_i  C'O 

[n,e][r]"+         [n-l,9+r][r]-»+         [«_2,fi+.2r}[r]— +. . . .+         [0,e+«r]=i4fl 


(n,p)[r]"+        («-i,;,  +  r)[r]"-+       («_2,;»  +  2r)[r]"-+  •    +      (e.;»  +  »w)=«p 
C«.p-OH"+(«~i,p+r^  0[r]-'+(n-2,/>+2r-  l)[r]"-+ . .  -|-(q,p+nr-l)=V. 
(ji.p-^2)[r]»-h(j»-l,;>  +  r-2)[r]»-*+(»-2,;»+2r- 2)[r]»-'+. . . -|-(0,;»+nr-2)=V«  ^'*^ 

...>....,...,....  .,•.. .  . .  f .*  •  •  : 1  •  •  •  ..». 

:    («•e)[r]''+       (n-l,e  +  r)[r]''-+         (n-2,e+2r)[r]--*+,. .  +       (0.e+nr)^aQ 

Mit  ihrer  Hilfe  gewinnen  wir  zuvörderst  das  erste  der  beiden  Substitutionsresoltate,  das  nämlicli  aus 
der  Differentialgleieliung  hervorgehende  in  der  bereits  unter  (369)  Seite  187  des  zweiten  Bandes  hin- 
gestellten Form,  nämlich: 

|^*'«J«    **•     "%*"%*  * O  t*  ,¥%* C/|*C/g« Gl«  Cg* 


X  y.'yi+«i+*i+ —  (r»—  i)'yt+*t+*«+*i+«*+ (r 2Y/«'*"****«^*i'*^*»'''*«'*' X 

X  [r]^*'*'**"^**^'  •  [r  —  i]f*«-»7»+*t+«f+ [r  ~  %^%^y%^u^^t^ x 

(ö  =  ^,  +  /8,  +y8»+  .....) 

/3  +  2y  +  3&  +  4e  + ==  n 

ßt  +  2^8, +  3/8.  +  =Ä 

yx  +  y*  +  y,  ^y^  + =  y 

?».  +  ^  +  J>,  +  ?>»+  ^h 

«.  +  «,  +  e,  +  «4  +  ==  « 


(718) 


wngegen  man  rieh  ditt  andere  Snbatititfonareevltat,  nlmlMi  iM  ana  der  Algeferaisehen  (704')  kerrvF- 
Heitende,  dadireh  abgeleilet' denken  kam,  daiw  man  aMimtllehe:  grleehlsehe  Bnehstaben  y,  5,e;  :■. 


.<|S0  V.    A  b  0  c  h  .D  i  l  t. 

die  ftls  Exponenten  zu  9;  9"«  ^''^  .....  gehörai,  sewoU  mit«  als  aiieh  ohne  .StalleiiKitg^qi.  f 
Nall  ersetzt  und  0/  gleicli  Eins  aaninmt;  endlich  Ä^  in  H^  imsohrBiM*  Dieses  letztere  einfi 
SobstitQtionsresnitst  wird  hiemit  dae  fslgende: 

^ ^  ®  kw/^,/>,.,.  t^  -  *l^'  tr  -  2]?» [r  -  sf: «-, x^^-l  ;' 

('**)  (^  =  /8, +  /8. +  /8,  + ) 

ß.  +2/8, +  3/8,  +  =Ä 

Von  diesen  beiden  Gleiohangen  ist  die  erste  nielit  ganz  die  (369);  den  Unterschied  wird  abei 
scharfsichtige  Leser  sehr  bald  in  dem  Umstände  gegrändet  finden,  dass  die  (369)  unter  9  eia 
schlossenes  Polynom  vom  r^"  Grade  versteht,  bestehend  ans  der  bestimmten  Anzahl  von  r  +  f 
dem;  hier  hingegen  muss  9  aufgefasst  werden  als  eine  unendliche  absteigende  Reihe  mit  einer  1 
schrinicten  Anzahl  von  Coefficienten,  welche  Beschaffenheit  sich  dann  offenbar  auch  auf  die  b< 
Substitutionsresultate  übertragt. 

Da  sich  fSr  beliebige  Ansteigungszahlen  r  die  Methode  allgemein  nicht  mehr  mit  Kb 
fortfahren  lässt,  so  wird  es  jetzt  erspriessHch  sein,  die  Falle,  wo  r  eine  ganze  Zahl,  oder  Null 
wenn  auch  nur  einige  abgesondert  der  Betrachtung  zu  unterziehen.  Wir  nehmen  also  zuvSrderst  r 
an  und  erhalten  dieser  Voraussetzung  entsprechend,  die  folgenden  zwei,  bereits  absteigend  geordi 
Gleichungspolynome : 

^^^  l^mi^M' ii,.%L . , . .yjyj bjbj. . . . . aji.l ^ 

X  ( |)7t+ii+*i+-  •  •  ( 2)V»+*»+*«+*«"^*« , X 

X  [—  i]Vy«+««+-  •  •  [—  2]P»+7i+«t+-  •  •  • X 

X  J^in-t^vi  ^m-(«+T+t7«+«(ya+li)+4{7»-ii+f «)+ J  j 

(<j  =  /8,  +  /8.  +  /8.+ ) 

ß  +  2y  +  9b  +  ie  + =  n 

/8.  +  2ß,  +  sß,  + =« 

y*  +  y»  +  y*  + =  ,y 

K  +  b,  +  \+ =b 

«!  +  «•  +  «»+  =  e 


(715) 


(716) 


'  =  ®  Ißjßjßj t-  '^^  t-'  2]*^*  [-  3?* a;^'c  ^-^( 

i(y  =  ß,+ß,  +  ß.+ ) 

ß,-h2ß,  +  3ß,+   =K 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  sind  die  Buchstalien  ^„  d,«  e„ darum  Tersdiwonden, 

der  Factor  r'/^+*t+*t+---  unter  dem  Summenzeichen  TorlcSmmt,  der,  weil  r  «s  o  besteht,  enti 


lotegritioosnetliodeD.  j$l 

#eB  Werth  NaIL  oder  den  Wcrth  Eins  hat,  and  zwar  Letzteres  nnr  dann,  wenn  ^^===2)^  =»£,=. .  «sr-o 

aosiillt  Zerlegen  wir  nnn  jede  dieser  Gleichungen  in  mehrere,  indem  wir  die  GoeiBeienten  der  vor- 

5^1iiedenen  Potenzen  von  x,  von  der  höchsten  angefengen,  je  fOr  sich  gleich  Null  setzen,  so  ist  zuvSr- 

it^vst  ersichtlich,  dass  in  der  ersten  von  ihnen  x^  die  höchste  Potenz  von  x  sei,  und  der  Vorans- 

^eCzung  Ä  =  r  =  y,  =  y,  = =&,  =  &,  = =  y  =  &  = ^ß^^ß^^ 

-    =  (T  =  0  und  y8  =  n  entspreche.  Wir  erhalten  hiemit.als  Coefficienten  von  x^  ein  mo- 

Kft€>MXiisches  Glied,  d.  h.  A^  =  0.  Auf  dieselbe  Weise  ist  in  der  anderen  dieser  beiden  Formeln  af  die 

ffB  Sechste  Potenz  und    entspricht  der  Voraussetzung  Ä  =  r  =  ^,  =«^,  = =  a  =  0.  Der 

d^o^flicient  ist  abermals  monomisch  und  heisst  9p  =  0.  Diess  gibt  ein  erstes  Paar  von  Bestimmungs- 
^1  Eichungen: 

^  =  0,   a^  =  o. 

Um  zu  einem  ferneren  zweiten  Paare  zu  gelangen,  berechnen  wir  in  der  ersten  der  vor- 
ll^ST^den  beiden  Gleichungen,  den  Coefficienten  von  x"^S  indem  wir: 

«  +  r  +  2y.  +  3(y,  +  &0  +  4(y.  +  &.  +  O  + =  1 

AKMsmehmen,   eine  Annahme,   die  jedesmal  y,  =  y,  = =?),  =  &,= =  0  und  ent- 

"^^"^öer  Ä  =  0,  r  =  1 ,  oder  r  =  0,  ä  ==  1  voraussetzt  Der  Coefficient  enthalt  also  der  Glieder 
^"^^ei,  nämlich:  A^,^  -|-  A'^  [—  i].  Genau  auf  dieselbe  Weise  ist  aber  auch  der  Coefficient  von  a:^* 
i'^  der  zweiten  Gleichung:  9^.^  +  9p  [—  l]  und  hieraus  folgt  das  gesuchte  zweite  Paar  von 
Ktimmungsgleichungen : 

^-t  +  Ä\,  [-  1]  =  0  .   Vi  +  «p  [-  1]  =  0. 

dem  dritten  Paare  gelangen  wir  durch  Berechnung  der  Coelficienten  von  x^*  und  x^*.  Hiezn  ist 
nothwendig,  die  folgenden  zwei  hinzutretenden  Bedingungsgleichnngen  gehörig  zu  berücksichtigen: 

k  +  T  +  2y.  +  3(y.  +  &,)  +  4(y,  +  &,  +  £.)  + =2 

k  +  T  =  2. 

^^^  ersten  von  ihnen  kann  nur  entweder  durch  ä  +  r  =  0  und  y,  =  1  oder  durch  ^  +  r  =  2» 
^9  'S»  0  Genüge  geleistet  werden«  Letzteres  zerlegt  sich  noch  uberdiess  in  3  Fälle,  nämlich :  «  =  2 , 
^*  ^==  0,  femer  i;  =  i ,  r  =  1  und  x  =  0,  r  =  2.  Hiezu  kommt  noch  zu  bemerken,  dass  man 
*^  ^==  2  hat  in  zwei  verschiedenen  Fällen,  nämlich  y8,  =  0,  ß^  =  i  und  y8,  =  2,  y8,  =  0.  Diese 
^^  (sohlten  ffinf  verschiedenen  Fälle  geben  fünf  verschiedene  Glieder  als  Bestandtheile  des  Coefficien- 
ten   von  «■^•: 

i  [-  !]•  ^;  +  [_  2]  ^  +  [_  1]  A^,  +  A^^-l  AI  [->  1]  =  0. 
*^»att  so  ergibt  sich  der  Coefficient  von  if'^  als  viergliedriges  Aggregat: 

\  [-  !]•  a;  +  [-  2]«;,  +  [-  1]  81'^.  +  V.  =  0. 


JSC  V-     Abschnitt. 

So  niag  die  Rechnung  fortgesetzt  werden,  bis  man  zu  einer  zureichenden  Anzahl  von  Beatii 
gleichangen  geirommen  ist,  die  paarweise  zusammragestellt  werden  Icdnnen.  Sie  sind : 

(7i8)^,_.+^[--i]=o,  v.+«;[-o=o 

(719) 

v.+a;-.[-o+^«';[-i]'+a;[-2]=o 
^•.-.+^-.[-i]+^^-.[-0'+^-.[-2]+2^^;[-i]*+^;  [-!][- 2]+^ 


^».-.+^'«-.[- 1]+ 2-^--.[-0'+^-.  [-2]+ ^  ^-.[-0'+^:-.[-'][-2]+^-.l 
+^^:-.[-»]+2-^^ir[-«]'+^:[-2]-^^.[~i]-^^'^.[-»]'-^--.[- 

(7«1) 

-[<[-0*-~^:[-i][-2]-2-^;[-3]~^i-[-i]=o 
«p-.+a;^[-i]+ya;;-.[-t]'+«;^.[-2]+2^«;;L.[-«?+a;u.[-i][-2]+r^ 


Diese  Gleichangen  sind  es  nun,  welche  einerseits  die  CoeflTicienten  der  algebraischen  Gleichung 
tenweise,  andererseits  aber  die  auf  einander  folgenden  Glieder  sämmtlicher  Functionen  (j>  liefern 
die  hier  in  der  Gestalt  einer  absteigenden  Reihe,  d.  h.  in  der  folgenden : 

9  =  [0]  +  [-  i]  a--*  +  [-  2]  X-«  +  

vorkommen.  Die  Methode,   deren  man  sich  bedient,  um  zu  diesen  Werthen  zu  gelangen,  ist  ei 
gemeine,  für  beliebige  r  giltige  und  soll  hier  ein  für  alle  Mal  für  den   speciellen  Werth  r  = 
einandergesetzt  werden ,  mit  der  Bemerkung ,  (!ass  sie  sich  auf  dieselbe  Weise  und  mit  ganz  ui 
liehen  Veränderungen  auch  auf  andere  Ansteigungszahlen  fibertragen  lassen. 

Nachdem  man  aus  den  einzelnen  Coefficientenschichten  der  Differentialgleichung   ver 
der  Formeln  (711)  die  in  der  Regel  dem  n^«"  Grade  in  [o]  angehörigen  Polynome  alle  gebildet  hat. 


matt  das  erste  Paar  yod  BestimRiongsgleiehongen  vor,  bemerkend,  dass  alle  diejenigen  [o]«  wddie 
der  Ajn  »s:  0  Gennge  leisten,  auch  die  9^  erfüllen  müssen.  Diess  geschieht  nnr  dann,  wenn  die  beiden 
Gleiehnngspolynome  identisch  dieselben  sind.  Man  hat  also  identisch:  A„^  =  flp  mithin  auch:  A'^^=^flp^ 

^w  ="  ^p« ^^^  ^^^^  ^^^  wieder  der  Fall  sein,  wenn  die  beiden  Poljrnome  in  allen  ihr^ 

Caefficienten  fibereinstimmen,  wenn  man  mithin: 

[n,  m]  =  (n,  p),  [n— 1,  m]  =  (n—  1,  p),  [»  — 2,  m]  =  (n—  2,  ;?), [O,  iii]  =  (0.  p)     ( 

hat.  Hiemit  hat  man  die  erste  Coefficientenschichte  der  algebraischen  Gleichung,  die  mit  der  ersten  der 
differentialen  übereinstimmt;  zugleich  aber  gibt  die 

i4^=[n.  m][0]''  +  [ii-l,  m][0]''-'  +  [M-2,  ifi][o]''-+ +[0,  iii]  =  0,  ( 

die  Werthe  von  [O]  in  der  Regel  n  an  der  Zahl,  nie  mehr,  manchmal  aber  weniger  und  noch  öfter 
weniger  von  einander  verschiedene  und  zwar  dann,  wenn  entweder  die  Anfangseoefficienten  [n,  m], 

[n  —  1 ,  m] , in  gewisser  Anzahl  verschwinden ,  oder  wean  gleiche  Wurzeln  vorhanden  sind, 

z.  B.  gleiche  Wurzeln  Null ,  die  jedesmal  vorkommen ,  wenn  in  der  Differentialgleichung  auch  AbfSIle 
gegen  den  letzten  Coefficienten  vorhanden  sind.  Dem  Rechner  steht  hier  noch  die  Wahl  flrei,  ob  er 
die  algebraische  Gleichung  mit  der  Gradzahl  n  oder  auch  mit  einer  niederen  zu  berechnen  wfinscht, 
welche  nur  diejenigen  ^  zu  Wurzeln  hat,  die  der  höchsten  horizontalen  Polygonseite  ratsprechen; 
mindestens  sind  es  vorderhand  nur  so  viele  von  Null  verschiedene  Werthe  von  ^,  deren  erste  Glieder 
aus  der  ^^  =  0  hervorgehen.  Sie  seien  •  an  der  Zahl 

Nun  wende  man  sich  an  das  zweite  Paar  von  Bestimmungsgleichungen,  und  ziehe  sie  von 
einander  ab ,  nehme  dabei  Rücksicht  darauf,  dass  A^  =  91'^  ist ,  so  erhält  man  ^„,.,  =  91^^ ,  und 
sieht,  dass  man  auch  die  zweiten  Coefficientenschiebten  als  identisch  dieselben  annehmen  kann,  aber 
nicht  muss,  denn  es  kann  auch  8^.^  »»  A^^^  +  CA^  angenommen  werden,  unter  C  eine  noch  unbe- 
stimmte Constante  verstanden.  Hiemit  wird  auch  der  erste  Coeffident  von  91p.«  unbestimmt  und  kann 
in  der  Folge  dazu  verwendet  werden ,  um  die  geschlossene  Beschaffenheit  der  algebraischen  Gleichung 
herbeizufuhren.  Dieses  Aufsparen  von  unbestimmten  Constanlen  erweist  sich  aber  nach  einiger  Ueber- 
legung  als  eine  Multiplication  der  algebraischen  Gleichung  mit  einem  unbestimmten,  absteigend  geordne- 
ten Polynome,  und  da  man  eine  solche  Multiplication  nach  Belieben  in  jedem  Stadium  der  Rechnung 
und  auch  ganz  am  Ende  vornehmen  kann,  so  ist  nichts  verloren,  wenn  man  den  ersten  Coeflidenten 
der  algebraischen  Gleichung  ganz  willkürlich  aus  denjenigen  Factoren  zusammensetzt,  von  welchen 
man  vermuthet ,  dass  sie  demselben  zugehören  werde ,  oder  auch,  wenn  man  will,  ihn  einen  monomi- 
schen Ausdruck  sein  lasst.  Man  hat  also,  wie  gesagt,  noch  gar  keinen  Vortheil  aufgegeben,  wenn  man 
auch  die  zweite  Goefficientenschichte  ungeändert  von  der  Differentialgleichung  auf  die  algebraische 
überträgt,  es  sei  denn,  dass  man  die  algebraische  Gleichung  nicht  in  dar  Gradzahl  n,  die  zugleich  die 
Ordnungszahl  der  Differentialgleichung  ist,  zu. haben  wunaehte,  sondern  in  einer  niedereren  Gradzahl  #, 

66  • 
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gMeb  der  Anzahl  der  von  Null  verschiedeneD  Wurzeln  der  ii^  =  0.  In  diesem  Falle  nimlieh  kai 
inai^  ^iH-t  gleich  einem  Polynome  vom  Grade  s — 1  mit  unbestimmten  Coeffieienten  voraussetze,  aodai 
aber  ans  der  A^^^  —■  SI^^  =  0  vermittelst  der  ii^  =  0  alle  höheren  Potenzen  von  [O],  aogefiiBg! 
von  der  a^«  eliminireh,  endlich  die  unbestimmten  Coeffieienten  des  S^.,  so  wählen,  dass  das  im 
geschehener  Elimination  «-gliedrig  gewordene  A^^^  —  81^«  Glied  für  Glied  identiseh  in  Null  ubefgel 
Hat  man  nun  auf  diese  oder  die  andere^  Weise  die  zweite  CoeflTicientenschichte  der  algebraischen  6k 
chung  erhalten,  so  bekömmt  man  dazu  den  Coeffieienten  [ —  l]  des  zweiten  Gliedes  von  <j>  aus  d 
ersten  der  Bestimmungsgleichungen  (718),  nämlich: 

(7«4)  '  [—  i]  =  _  ^--* 


^ 


und  zwar  als  tHinction  von  [o].  Da  aber  dieses  im  Allgemeinen  n-werthig,  oder  mindestens  #-werÜi 
ist,  so  wird  aueh  [—  l]  ebenso  viele  aus  der  vorigen  Formel  hervorgehende  Werthe  besitzen.  M 
hatte  also  alle  ans  der  Auflösung  der  Gleichung  A^=^  0  hervorgehenden  Werthe  von  [o]  in  ^ 
Formel  zu  sabstituiren.  um  daraus  eine  in  der  Regel  ebenso  grosse  Anzahl  von  Werthen  fir  [ — l] 
gewinnen.  Sind  nun  sammtliche  [O]  einfache  und  rationale  Ausdräcke,  so  hat  die  Substitution  kd 
Schwierigkeit  Es  ist  diess  aber  nicht  immer  der  Fall  und  man  ist  oft  genöthigt,  um  die  Substitnti 
von  Irrationalgrössen,  wenn  auch  nicht  zu  vermeiden,  so  doch  mindestens  zu  erleichtern,  den  folgend 
W^  einzuschlagea:  Man  mulUplizirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  A,^  vom  Grade  «,  mithin  A!^  vi 
Grade  •  —  1  nach  [O]  ist,  Zähler  und  Nenner  des  gebrochenen  Werthes  von  [—  l]  mit  dem  Mge 
den  Polynome  ebenfalls  vom  Grade  «  —  1  und  mit  unbestimmten  Coeffieienten : 

(W6)  M  ^  q,,,  [0]'-  +  q,^,  [O]-  + +  q. 

sodann  eliminire  man  zuvörderst  aus  dem  Nenner  alle  höheren  Potenzen  von  [O]  von  der  «t««  an^ 
fangen  vermittelst  der  ^  =  0,  wobei  man  mit  lauter  rationalen  Formen  zu  thnn  hat  und  zu  eica 
anderen  Nennev  gelangt,  der  höchstens  vom  Grade  •  —  i  ist,  und  in  seinen  Coeffieienten  #  an  « 

Zahl  annoch  ebenso  viele  unbestimmte  Constanten  9o  •  9i « 9«-i  in  linearer  Form   enthält   DE^ 

Constanten  wählt  man  nun  so,  dass  die  Coeffieienten  von  [o] ,  [O]' , [o]'''  verschwinden ,  na 

hin  aus  dem  Nenner  jede  Spur  des  irrationalen  [o]  herausfallt  Nun  hat  man  noch  aus  dem  mit  P  nn 
tiplizirten  Zähler  alle  höheren  Potenzen  von  [o],  angefangen  von  der  «^,  herauszuschaffen  und  wird 
zu  dem  einfachsten  Ausdrucke  für  [ —  l]  gelangen,  der  nach  [o]  ungebrochen  und  höchstens  T^ 
Grade  •  —  l  sein  wird,  mithin  von  der  folgenden  Form: 

(7«6)  [-  1]  =  B  +  B,  [0]  +  B.  [0]« +  B^,  [o]'- 

Hier  hat  man  sich  nun  freilich  noch  die  irrationalen  Werthe  von  [o]  substitnirt  zu  denken ,  braui 
diess  aber  nicht  wirklich  zu  thnn,  sondern  kann  die  Rechnung  ungehindert  mit  dem  gewonnenen  W^ 
von  [ —  l]  fortsetzen,  ohne  irgendwie  auf  Irrationalgrössen  zu  stossen.  Wäre  die  A^^=  0  nicht  ndf 
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TOD  der  NoUa  versdiiedenen,  sondern  mit  n  Wnneln  versehen,  ee  hatte  man  sieh  hier  nur  #  >«  n 

21  denicen. 

Nachdem  auf  diese  Weise  zwei  Ckieffieientensehichten  und  gleiehzeitig  zwei  Glieder  des  9 
.^^ns  der  Rechnung  hervorgegangen  sind ,  geht  man  zu  dem  dritten  Paare  von  Bestimmungsgleiehungen 
^ber,  zieht  sie  von  einander  ab,  und  belcömmt  mit  Rucksicht  fiut  A^  ^  ^'p^  ^m  ~  ^l 

A«^  -  V.  +  (^C-t  -  «'p-O  [-  i]  -  ^  ^  [-  0  -  0.  (TtD 

SUer  bat  man  nun  zuvörderst  anstatt  [—  i]  die  unmittelbar  vorher  erzielte  Form  (724)  zu  substituiren, 
djuu  aber  vermittelst  der  ^=0  die  höheren  Potenzen  von  [o],  von  der  n^"  oder  von  der  s^»  ang^- 
fikngeiu  zu  eliminiren,  je  nachdem  die  A^  =  0  von  JerNuUe  verschiedene  Wurzeln  n  oder  •  an  der  Zahl 
besitzt;  nach  geschehener  Elimination  wird  ein  Ausdruck  vom  Grade  n —  1  oder  $ —  1  nach  [o]  vorlie- 
^eo  und  man  wird  die  in  9ip_,  vorhandenen  s  oder  auch  mehr,  höchstens  n  Constanten  so  zu  wählen  haben, 
dass  das  erhaltene  Substitutions-  und  Eliminationsresultat  Glied  um  Glied  der  Nulle  gleich  wird.  Der 
Sinn  des  Verfahrens  ist  der  oft  angeführte.   Die  durch  Subtraction  erhaltene  (727)  nämlich  soll  iden- 
tisch werden  für  alle  die  s  Werthe  von  [o] ,  welche  der  ^  =  0  Genüge  leisten.  Hat  man  sie  nun 
durch  Elimination  der  höheren  Potenzen ,  angefangen  von  der  «^",  zu  der  Gradzahl  •  —  1  herabge- 
bracht,  so  lässt  sie  offenbar  nur  höchstens  s  —  i  identisch  machende  Werthe,  d.  h.  Wurzeln  zu,  es 
9ei   denn,  dass  sie  überhaupt  für  jedes  [O]  identisch  wird ,  indem  sie  in  s  Gleichungen  zerfallt 

Hierauf  folgt  die  Berechnung  des  dritten  Gliedes  von  o ,  d.  h.  des  Coefficienten  von  [ —  2] 
aus   der  ersten  der  Bestimmungsgleichungen  (719)  und  zwar  zunächst  in  folgender  Gestalt: 

[_  2]  =  -  -i-  [^...  +  ^;._.  [-  1]  + 1  ^  [_  !]•  -  i  ^;  [-  1].]  (7t8) 

^^  hier  genau  derselbe  Nenner  A'^  vorkommt,  wie  im  Werthe  von  [—  ij,  so  lässt  man  auch  diesem 
^^sdrucke  dieselbe  Behandlung  angedeiben.  Nach  geschehener  Substitution  nämlich  des  für  [ —  l]  ermit- 
^Iten  Werthes  (726)  multiplizirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  genau  demselben  Polynome  M,  dessen 

^^Sidenten  9^ ,  q^,  g^^  früher  berechnet  worden  sind ,  wodurch  sich  der  Nenner  wieder  in 

^^e  Constante  verwandelt;  dann  schafft  man  aus  dem  Zähler  vermittelst  der  il„  =  0  alle  höheren 

P^^tenzen  von  [o]  heraus  und  bringt  hiemit  auch  den  Werth  von  [—2]  auf  dieselbe  Form  (726),  die 

^^eh  seinem  Vorgänger  [—1]  angehört,  rational  nämlich,  ganz  und  vom  Grade  •  —  1.  Und  in  dieser 

^^ise  fährt  man  in  der  Rechnung  fort,  immer  beschäftigt  mit  nUionalen  Formen  und  Schichte  um 

^hiohte  der  algebraischen  Gleichung  und  zugleich  Glied  um  Glied  des  o  gewinnend.  Es  ist  sehr  leicht, 

^i^asehen,  dass  ein  solcher  Calcul  bald  sehr  einfach,  bald  wieder  sehr  verwickelt  ausfallen  wird,  und 

zwar   hängt  diess  wesentlich  von  der  Gleichung  An  =  0  ab.  Da  man  nun  an  einer  beliebigen  Seite  des 

^    CDoefficieatenbau  umspannenden  Polygones  die  Rechnung  binnen  kann,  so  hat  man  bei  der  Wahl 

A^ft^lben  die  Gleichung  A^  =»  0  vorzüglich  zu  berücksichtigen.  Wiewohl  diese  AuseinandersetzoDg 

^tf  ^ie  Anst^gungszahi  Null,  oder  mit  anderen  Worten,  auf  die  höchste  Polygonseite  Bezug  nimmt«  so 
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ist  doch  das  Verfahren  ein  allgemeines  ffir  beliebige  Ansleignngszahlen  r  gilHges.  Man  bat  iiiu 
etwas  anderen  Gleichungen  zu  thun.  Verfährt  jedoch  mit  ihnen  immer  auf  dieselbe  Weise. 

Hätte  man  nämlich  r  =  l,  so  wäre  aneh  die  Form  des  ^  eine  andere,  nämHeh: 

9  =  [I]  X  +  [0]  +  [-  1]  arM-  [-  2]  ar-  + 

und  die  beiden  Substitutionsresultate  dieses  9  in  die  Differentialgleichung  und  in  die  algebraische 
aus  der  allgemeinen  abzuleiten  für  den  speciellen  Werth  r  =s=:  1«  Sie  enthalten  abermals  eine  gl 
Anzahl  von  verschiedenen  Gliedern,  die  man  wegzulassen  berechtigt  ist.   Weil  unter  dem  Summei 
chen  der  Factor  (r— l)Vt+»i+»«^«i+««+         stets  entweder  Null,  oder  Eins  ist,  letzteres  aber  nur  i 
wenn  alle  nur  ganzer  positiver  oder  verschwindender  Werthe  fähigen  Bestandtheile  seines  Expom 

fibergehen  in  Null.  Man  wird  also :  S^  =  e,  = =0    und    y,  ==  b,  =  e,  = 

haben,  wonach  die  beiden  Substitntionsresultate  in  Summengestalt  die  folgenden  sind: 

^  =  ®|2.^3."4/» ß,.%! rJy^W bjbj e./e./  . . . .  ^ 

>^  ( nyi+««+«i+ ( 2)>"^*«'^**'*'*»'*^**"'" X 

X  [0^*  M^  [—  il^'-^y*^*"*'*^ X 

(7S9)  X  ^(«-fi +-<y)^iii+fU[fyt+i('y*+«»;+ +x+t) | 

((J  =  y8.+y8.-h/8,+ ) 

y8  +  2y  +  3?)  +  4e+ =n 

ß,  +  iß,  +  3ß.+ =« 

yi  +  y»-^y.+ =y 

b,+K+ =?> 

«,+«»+ =« 


(780) 


'  =  ®  IßJßJßJ t^^*"'^-  '^^  ^~  '^^*  *"•  """~^\ 

(ö  =  y8.  +  /8,  +  y8.+  ) 

/8,  +  2^.  +  3/8,  +  4/8.  ,+ =« 

Stellt  man  sich  diese  iieiden  Summen  absteigend  geordnet  vor,  so  ist  x"*^"  die  höchste  Potenz  vt 
in  der  ersten  von  ihnen  und  x*^"  die  höchste  in  der  zweiten ,  und  man  wird  auch  hier  die  versi 
denen  Glieder  der  absteigenden  Entwichinng  erhalten,  indem  man  dem  im  Expoaenten  von  x  ers< 
nenden  Polynome 

ß  -  [2y.  +  Hy.  +  K)+ +^  +  r] 

der  Reihe  nach  die  Werthe:  n,  n  —  1 ,  u  —  2,  ertheilt  und  sämmtliche  Aullosungen  in 

zen  Zahlen  der  so  erhaltenen  und  der  den  beiden  Summen  angehängten  Bestimmungsgleichungen  m 
endlich  die,  diesen  Auflösungen  entsprechenden  Summengiieder  zu  einem  Aggregate  vereinigt  Da  • 


Bechnongen  keine  Sebwierigkeiten  bieten,  60  wird  es  immer  ein  Leichtes  sein,  zu  den  paarweise 
zusammengestellten  Bestimmnngsgleicbungen  zu  gelnngen,  und  erst  die  Anfl5snng  dieser  Bestimmnngs- 
gleiehungen  wird  in  der  Regel  mit  dem  grosseren  Aufwände  an  Rechnungen  verknüpft  sein.  Es  seheint 
auch  nicht  nSthig,  den  ganzen  Vorgang  mit  einer  grosseren  Anzahl  von  Beispielen  zu  erläutern. 
Die  Methode  ist  so  einfach,  dass  ein  halbwegs  geübter  Rechner  kaum  auf  erhebliche  Schwierigkeiten 
stossen  wird. 

S.  15. 
AofflndoDg  der  algebraiseken  Gleieknog  ohoe  absteigende  Entwickliuig  der  Fnoctioo  9. 

Die  in  den  vorhergebenden  Paragraphen  auseinandergesetzte  Integrationsmethode  bietet  nicht 
nur  die  Coeflficienten  der  algebraischen  Gleichung  schichtenweise,  sondern  auch  Glied  um  Glied  die 
absteigende  Entwicklung  ihrer  mit  9  bezeichneten  Wurzeln  und  zwar  sind  die  zu  letzterem  Zwecke 
nothwendigen  Rechnungsentwicklungen  meistentheils  von  nicht  geringem  Umfange.  Es  kann  jedoch  mit- 
unter wünschenswerth  erscheinen,  bloss  die  algebraische  Gleichung  ohne  ihren  absteigend  entwickelten 
Wurzeln  zu  besitzen ,  entweder  weil  man  dieselbe  in  irgend  einer  anderen  Weise  aufzulösen ,  oder 
weil  man  sie  ohne  vorgängiger  Auflösung  vermittelst  der  datfir  bestehenden  Methoden  zu  discutiren 
wünscht.  Es  gibt  nun  ein  zu  diesem  Zwecke  dienliches  Verfahren,  das  noch  iiberdiess  den  Vortheil 
gewährt,  die  Coefficienten  der  gesuchten  Gleichung  nicht  in  einzelnen  Schichten,  sondern  eine  be- 
stimmte Anzahl  solcher  Schichten  auf  Einmal  zu  bieten  und  zwar  ist  diese  Anzahl  bei  jeder  Wieder- 
holung des  Verfahrens  dieselbe,  in  dieser  Beziehung  unähnlich  der  Annäherungsmethode  Pourier*s, 
die  für  algebraische  Zahlengleichungen  eine  bei  jeder  Wiederholung  wachsende  Anzahl  von  Decimal- 
stellen  liefert.  Der  gegenwärtige  Paragraph  soll  .sich  mit  der  Auseinandersetzung  dieser  Methode 
beschäftigen,  die  auf  den  folgenden  Betrachtungen  beruht. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  gegeben  ist,  und  es  wird  zu  gleicher  Zeit  eine  bestimmte 
algebraische  genannt,  welche  dieser  Differentialen  entsprechen  soll,  oder  von  welcher  man  vermuthet, 
dass  sie  eben  entsprechen  konnte,  so  kann  man  diess  immer  auf  eine  zwfir  mehr  oder  weniger  müh- 
same, aber  doch  in  den  Grundzugen  einfache  und  sich  stets  gleichbleibende  Weise  erproben,  die  hier 
zuvörderst  in  ein  Paar  speciellen  Beispielen ,  dann  aber  allgemein  vorgetragen  werden  soll ,  weil  sie 
den  in  Rede  stehenden  Integrationsmethoden  zu  Grunde  liegt. 

Als  erstes  erkiesen  wir  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung,  die  unter  (68)  Seite 
194  des  ersten  Bandes  vorkömmt  und  folgendcrmassen  aussieht: 

L(Ar  -  iLN)  y"  +  [M{M*  —  4LiV)  —  M^ML  —  LM)  +  2L{N'L  —  L'N)]  y  + 

+  [N(M*  —  4LiV)  -h  31(J}rL  -  L'N)  ~  2N(ML  —  L'M)]  y  =  0.  ^ 

Gesetzt  nun,  man  stellt  die  Vermuthung  auf,  dass  diese  Differentialgleichung  der  folgenden  algebraischen : 

L9'  +  -«9  +  iV  =  0  ( 
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angehören  konnte,  so  leitet  man,  am  sieh  von  der  Riehtigkeit  oder  Unrichtigkeit  dieser  Vermnlh 
za  ilMrzengen,  das  folgende  Verfahren  ein:  Man  lOhrt  zuvörderst  in  die  Differentialgleiehang 

(788)  y  =  e^*^ 

ein.  Das  Ergebniss  ist: 

.yj^.  L(aP  -  4f.iV)(9«  +  90  +  [M(M*  —  iLN)  -  M{ML  -  L'M)  +  2L(J>rL  -  L'N)]  9 
+  [NiM'  —  iLN)  +  MiN'L  -  L'N)  —  2N{ML  —  LM)]  =  0. 

Wäre  nun  in  der  That  die  algebraische  Gleiehnng  (732)  der  Differentialgleiehang  (731)  zagehörig. 
musste  einerlei  9  den  beiden,  oder  was  dasselbe  ist,  der  (7ä2)  nnd  (734)  Genage  leisten.  Es  k 
daher  aneh,  wenn  man  ans  der  algebraisehen  (732)  anf  dem  Wege  des  Differeniirens  9'  ableitete^  w\ 
bekanntlich  ein  rationaler  Ansdrack  in  9  gewonnen  wird,  dieser,  anstatt  9'  in  die  Gleichong  (734)  < 
geführt,  nur  za  einem  Ergebnisse  fuhren,  welches  der  algebraischen  (732)  nicht  widerspreehen  d 
also  entweder  die  algebraische  Gleichung  selbst  ist,  oder  eine  daraus  abgeleitete  und  jedes  Mal 
algebraische  Gleichung  selbst  sein  muss,  wenn  man  daffir  sorgt,  dass  die  Form  des  Resutates  die 
(732),  d.  h.  einer  algebraischen  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  9  wird.  Diess  thut  man  nim 
folgende  Weise:  Die  oft  genannte  Algebraische  (732)  liefert,  nach  allen  x  differenzirt  und  dann  i 
9'  au^elost,  zunächst  den  folgenden  Werth: 

(^)  ^=      ^2L9  +  ilf 

Nun  suchen  wir  vor  allem  anderen  das  im  Nenner  vorhandene  9  dadurch  wegzuschaffen,  daat 
Zähler  und  Nenner  des  gebrochenen  9  multipliziren  mit  2L9  +  M  und  dann  das  Quadrat  nnd 
dritte  Potenz  von  9  vermittelst  der  (732)  eliminiren.  Wir  erhalten  so: 

(786)  (Af  •  —  hNL)  9'  =  2LiV'9  +  Mü'  —  2JVJIf' 

Wird  nun  dieser  Werth  von  9  wirklich  in  die  (734)  substitufart,  so  verwandelt  sie  sich  allsogleid 
die  Algebraische  (732) ,  nur  mit  AP  --  kLN  multiplizirt.  Mithin  sind  die  beiden  der  Betracht 
unterzogenen  Gleichungen  (731)  und  (732)  wirklich  zusammengehörig. 

Als  zweites  Beispiel  werde  die  Differentialgleichung  der  vierten  Ordnung  erkiesen,  die  1 
unter  (307)  Seite  256  des  I.  Bandes  vorfindet: 

(787)  iVVyiv_6iV'iV\y'''  +  (15iViV'»— 4iV*iV*)y''  +  (10iViV'iV»'  — iV*^^^ 

Gesetzt  nun,  der  Coefficientenbau  errege  bei  dem  Rechner  die  Vermuthung,  dass  die  binomische  al 
braische  Gleichung: 
(738)  9*  —  iV*  =  0 

zu  dieser  Differentialen  gehörig  sein  könnte,  so  lässtsicb  diess  wieder  auf  dieselbe  Weise  erproben:  1 
beginnt  nämlich  abermals  mit  der  Substitution  (733)  nnd  erhält  aus  der  vorgelegten  Differentialgleicba 
iV*.(9*  +  69*9'  +  499"  +  39'«  +  9'")  —  6iV^iV(9*  +  399'  +  9")  + 
(78»)         ^  (t5iv:V«  —  4iV*iV0  (9«  +  90  +  (lOiViViV^  —  N^N"'  —  15iV)  9  —  JV*  =  0. 
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Dieser  ind  der  binomischeii  (738)  soll  nun  einerlei  9  GeBUge  leisten.  Sie  wird  sieh  daher,  wenn  man 
anf  dem  Wege  des  wiederholten  Differenzirens  aus  der  Algebraisehen  (738)  9',  9^  9'"  sacht  und  die 
geftandenen  Werthe,  die  jederzeit  rational  durch  0  darstellbar  sind,  hineinsubstituirt,  in  eine  von  dieser 
Algebraischen  nicht  verschiedene  verwandeln  müssen.  Nun  hat  man  aber: 

9*9'  =  JV*JV' 

oder  mit  9  mtltiplizirend  und  anstatt  9^  den  Werth  N"  setzend: 

,        N'0  ' 

dnrch  abermaliges  Differenziren  und  Eiofähreo  des  gewonnenen  Werthes  anstatt  ^',  gewinnt  man: 

„       N"  „,       ■N'" 

Diese  Werthe,  eingeführt  in  die  (739),  rednziren  nun  dieselbe  auf  die  mit  N*  multiplizirte  (738),  mithin 
stellt  sich  die  ZasammengehSrigkeit  der  in  Rede  stehenden  zwei  Gleichungen  als  erwiesen  heraus. 

Dieses  Verfahren  ISsst  sich  nun  in  Anwendung  bringen  bei  einer  jeden  Differentialgleichung 
von  beliebiger  Ordnung  n  und  mit  wie  immer  gebauten  Coefl1cient(E»n ,  wenn  man  die  algebraische  hat, 

die  zu  derselben  gehören  soll ;  allein  die  Werthe  von  9'.  9^ 9^'^^\  die  zu  diesem  Zwecke  auf 

dem  Wege  successiver  Differentiationen  berechnet  werden  müssen  und  zwar  nicht  nur  in  rationalen 
Ausdrücken  nach  9,  sondern  auch  in  ganzen  solchen  nach  eben  denselben  9,  in  denen  höhere  als 
die  (n  —  !)»<«  Potenz  nicht  vorkommen,  können  mitunter  in  unabsehbare  Rechnungen  verwickeln, 
welche  nur  dann  wesentlich  abgekürzt  zu  werden  vermögen,  wenn,  wie  In  den  betrachteten  zwei  Bei- 
spielen, die  zu  Grunde  liegende  algebraische  Gleichung  entweder  ihrer  Form,  oder  ihrer  Gradzahl  nach 
zu  den  sehr  einfachen  gehörig  ist.  Da  indessen  die  Schwierigkeiten  des  Caiculs  als  einer  allgemeinen 
Methode  keinen  Eintrag  thuend  angesehen  werden  und  man  namentlich  immer  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  als  beendet  ansieht,  wenn  man  sie  auf  Rechnungsoperationen  niedrigerer  Ordnung, 
z.  B.  Auflösung  algebraischer  Gleichungen,  Quadraturen  u.  s.  w.  zurückgeführt  hat,  so  legen  auch  wir 
das  hier  auseinandergesetzte  Verfahren,  die  Zusammengehörigkeit  zweier  Gleichungen  zu  erproben,  als 
ein  allgemein  durchführbares  zu  Grunde,  mit  der  Bemerkung  jedoch,  dass  man  nur  die  Differential- 
gleichung in  der  Regel  vollständig  kennt,  von  der  ihr  entsprechenden  algebraischen  hingegen  nur  eine 
sehr  unvollkommene  Kenntniss,  gewöhnlich  die  einer  aus  einigen  Schichten  bestehenden  Coefficienten- 
gruppe  hat,  daher  es  sich  gegenwärtig  darum  handelt,  diese  unvollständige  Kenntniss  wo  möglich  durch 
eine  Reihe  zweckdienlicher  Rechnungsoperationen  allmälig  zu  ergänzen.  Wir  legen  uns,  um  diess  zu 
leisten,  die  Differentialgleichung  der  n^^  Ordnung  vor  in  Summengestalt,  nämlich: 
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beachreibea.  wie  gewöbniicb,  das  uormale,  den  CoeffieieoteDbao  omspaDnende  Polygon,  ermitteln  allt 
Ansteiguogazahlen  r,  die  den  einzelnen  Polygonseiten  eigen  sind,  und  zwar  alles  diess  mit  Hilfe  der 
im  vorigen  Paragraphe  erwähnten,  aus  zwei  aufeinander  senkreehten  Systemen  paralleler  Linien  im 
AbStande  Eins  bestehenden  Zeichnung.  Wir  fuhren  ferner  zu  jeder  Polygonseite  in  dem  Abstände  r  +  U 
gemessen  in  der  Richtung  der  Ordinatenaxe  eine  Parallele  und  erhalten  dadurch  ein  zweites  Polygon, 
ober  welchem  sämmtliche  Durchschnittspunkte  und  entsprechende  Glieder  des  dilTerentialen  Gleichungs- 
polynomes  liegen,  die  man  auch  der  gesuehten  algebraiseben  Gleiohnng  zugehörig  annehmen  kiDn. 
Nach  vollbrachter  Substitution  nun  der  Potenzen  von  9  anstatt  der  gleichnamigen  DifferentialquotienteB 
in  y  mag  sich  eine  algebraische  Gleichung : 

Ä  =  0 

zusammengesetzt  lediglich  aus  den  erwähnten  Gliedern,  zwischen  den  beiden  Polygonen  ergeben.  Wenn 
sie  nicht  die  gesuchte  algebraische  Gleichung  selbst  ist,  so  hat  sie  doch  wenigstens  mit  eben  dersel- 
ben die  Anfangsglieder  der  Coefficienten ,  mithin  auch  gewisse  Anfangsglieder  ihrer  mit  ^  bezeichne- 
ten Wurzeln  gemeinschaftlich,  und  es  handelt  sich  zunächst  darum,  die  Anzahl  dieser  Anfangsglieder 
zu  vermehren.  Diess  geschieht  nun  nicht  einzeln  Glied  für  Glied,  und  auch  nicht  in  Schichten , .  son- 
dern in  Gruppen  von  mehreren  Schichten,  so  zwar,  dass  man  aus  der  Gleichung  11  =  0  durch  einen 
einzigen  zusammenhangenden  Rechnungsaet  eine  andere: 

Ä  +  S  =  0 

ableitet,  so  zwar,  dass  A  und  8  keine  gemeinschaftlichen  Glieder  und  auch  keine  mit  denselben 
Potenzen  und  Potenzprodukten  von  x  und  9  besitzen.  Durch  einen  zweiten  Rechnungsaet  dieser  Art 
wird  nun  aus  der  A  +  8  =  0  eine  dritte  Gleichung  abgeleitet: 

A  +  s  +  r  =  0 

die  mit  der  gesuchten  Algebraischen  in  noch  vollkommenerer  Uebereinstimmung  steht,  als  die  zweite. 
Hieraus  gewinnt  man  dann  ebenso  eine  vierte: 

R  +  S+T+U  =  0. 

Es  soll  hier  zunächst  gezeigt  werden,  aus  welchen  Gliedern,  d.  h.  mit  welchen  Potenzen 
und  Potenzprodukten  von  x  und  (p  versehen  die  successiven  Bestandtheile  des  algebraischen  Gleiehungs- 
polynomes  iS,  T,  U zusammengefugt  sind,  sodann  aber,  wie  sie  der  Reihe  nach  gewon- 
nen werden. 

Um  über  die  Anzahl  und  Beschaffenheit  der  zu  SF  gehörigen  Glieder  Aufschluss  zu  erhalten, 
denn  um  ß  fragt  es  sich  nicht  mehr,  es  besteht  nämlich  aus  den  in  einer  gewissen  Polygonzone  (so 
wollen  wir  den^  Zwischenraum  zwischen  zwei  Polygonen  von  zu  einander  parallelen  Seilen  der  Kurze 
wegen  nennen)  enthaltenen  Gliedern  des  Differentialgleichungspolynomes  selbst,  nachdem  man  anstatt 
der  successiven  Differentialquotienten  von  y  die  gleichnamigen  Potenzen  von  ^  eingeführt  hat.  Um  also 
das  Polynom  £f  seiner  Ausdehnung  nach  zu  kennen,  wenden  wir  uns  abermals  an  die  erwähnte  qiiar- 
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rirte  Zeichnung  mit  den  bereits  yerzeiebneten  zwei  Polygonen  yon  parallelen  Gontooren,  die  eine  erste 
Zone  einscbliessen,  nnd  bilden  eine  zweite  Zone  dadurch,  dass  wir  ein  drittes  Polygon  unter  den  zwei 
ersten  yerzeichnen ,  dessen  Seiten  parallel  za  den  Seiten  des  zweiten  Polygones  geführt  werden ,  je- 
doch in  verschiedenen  Entrenidngen ,  wie  auch  bei  der  ersten  Zone.  Die  Entfernung  ist  nämlich  bei 
einer  Polygonseite,  der  die  Ansteigongszahl  r  angehört,  stets  r  -|-  1 ,  was  4inch  r  bedeuten  mag.  Nicht 
einmal  der  Fall  r==0  ist  ausgeschlossen,  der  bei  der  Bildung  der  ersten  Polygonzone  eine  Ausnahme 
bildet,  indem  man  an  dieser  Polygonseite  um  eine  CoeiTicientenschichte  weiter  zu  gehen  berechtigt  ist. 
Durch  das  zweite  und  das  dritte  dieser  Po^gone  entsteht  nun  eineTolygouzone  und  es  geboren  die  Durch- 
schnittspunkte der  in  der  Zeichnung  vorhandenen  horizontalen  und  vertikalen  Linien,  welche  in  diese 
zweite  Zone  fallen,  d.  h:  welche  sich  ober  dem  dritten  Polygone  und  entweder  auf  oder  unter  dem 
zweiten  befinden,  sämmtlich  zu  £»  in  dem  Sinne,  dass  8  aus  eben  so  vielen  Gliedern  zusammengesetzt 
sein  kann,  aber  nicht  muss,  als  sich  derlei  Durchschnittspunkte  in  der  dritten  Zone  vorfinden,  alle 
von  dci*  Form  Aof^^.  Zu  jedem  Punkte  gehört  ein  eigenes  n  und  ein  eigenes  f ,  das  «  gleich  der 
Ordinate,  das  t  aber  gleich  der  Abscisse  des  betrefTenden  Durchschnittspunktes.  Es  ist,  um  unnutze 
Rechnungen  zu  vermeiden,  von  Vortheil,  mindestens  die  Zahlend  uud  t  hinzuzeichnen  zu  den  Punkten, 
zu  welchen  sie  gehören,  damit  man  nicht  veranlasst  werde,  mehr  Glieder  zu  berechnen,  als  zu  fiF 
wirklich  gehörig  sind.  Die  sSmmtlichen  Coeflieienten  A  müssen   sich  aus  der  Rechnung  selbst  ergeben. 

Um  über  die  Zusammensetzung  des  nächstfolgenden  Bestandtheiles  T  in  Vorhinein  Aufschluss 
zo  erhalten,  bildet  man  genau  auf  dieselbe  Art  die  ihm  entsprechende  Polygonzone,  indem  man  zu 
den  drei  bereits  verzeichneten  Polygonen  noch  ein  viertes  construirt  mit  parallelen  Seiten,  befindlich 
im  AbStande  von  je  r  +  1  Einheiten.  Alle  Punkte  ober  der  vierten  Contour  und  auf  oder  unter  der 
dritten  gehören  dann  zu  Gliedern  des  T.     Und  so  geht  es  fort,    wenn  es    nöthig   werden    sollte, 

noch  mehrere  Bestandtheile  17,  F,  W\ des  algebraischen  Gleichungspolynomes  der  Rechnung 

zu  unterwerfen.  Es  wird  nämlich  einem  jeden  derselben  eine  in  der  eben  beschriebenen  Weise  erhal- 
tene Zone  angehören.  Dass  diese  Gliederung  des  algebraischen  Gleichungspolynomes  zweckmässig  sei, 
soll  sich  in  der  Folge  ergeben  aus  der  Art,  nach  welcher  fiF,  7*,  17,  der  Berechnung  unter- 
worfen werden.  # 

Um  nun  der  Werthe  von  S,  T,  17,  wirklich  habhaft  zu  werden,  fahren  wir  die 

Substitution  (733)  bei  der  vorgelegten  Differentialgleichung  wirklich  durch.  Sie  ist  im  S.  9  der  Trans- 
formationslehre umständlich  abgehandelt  und  es  wurde  allda  zur  Vereinfachung  des  Resultates  ein  ge- 
wisses Polynom  mit  Q  bezeichnet,  welches  man  aus  jenem  der  Differentiafgleichung  erhält,  die  Dif- 
ferentialquotlenten  von  y  durch  die  gleichnamigen  Potenzen  von  9  ersetzend,  d.  h.  es  ist: 

Q  =  s  [ä;«9-] 

a  +  ci)  =  n  ^ 

imd  eben  df&  Anfimgiglieder  dieses  Q  sind  es,  die  auch  in  H  vorbände»  siad,  in  einer  Zahl  und  Be- 
sctefBBheil^  wie  rtetai  Dordisehnittspunkten  In  der  erstea  Polygonzone  angeiriirt  to  Findien  die«' 
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t  V.    Abtebnitt 

I  Q  nun  UDd  seiner  Differentialquotienten  ergibt  sich  das  Resultat  der  Substitution  (733): 

ß  -^  2y  +  3b  +  =  w 

Die  Aufstellung  desselben  in   entwickelter  Gestalt  ist   erleichtert  worden  durch  eine  Tabelle  (244]^^     . 
Seite  i43  und  folgenden,  die  alle  ganzen  Auflösungen  der  unten  stehenden  Beziehungsgleichung,  d.  ^^^^^^ 

alle  ganzen  und  positiven  Werthe  von  ß.  y.  b in  sich  enthält,  die  ihr  Genüge  leisten.  Hievor  ,^^^ 

Gebrauch  machend,  gewinnt  man  leicht: 

0=0  + 

(743)     .  9j;'rf*(?  .  9'9'rf!£  .   1  |9:\'l*o  . 

"*■  4/  rf9*  "*■  2/  3/  d(p*  "^  3/  \2!'   do* 

9"d'g   r9y-    1 ,971^^0,  1  i9yr^Q  ,  i  /oyrf^Q 

■^  5/  do'  ^  L  2/4/  ^  2/  \3/;  J  d9-  ^  2/  ^  2//    3/  d(p'  ^  4/  ^  2/ '   d9- 
^6/d9-"^L2/5/^3/4/Jd9^^2/lA2//  '4/'"^2/'3/'  Jdo*"^3/V2/;  3/ d9*  "'^S/ 6/ d^=»** 

Die  Bestandtheile  finden  sich  hier  bereits  in  eine  gewisse  Rangordnung  gestellt,  so  zwar,  dass  ei^e 
jede  Zeile  verwandte  Glieder  in  sieh  begreift,  die  zu  einer  und  derselben  Ordnungszahl,  oder  bezL^-B- 
lieh  zu  einer  und  derselben  Polygonzone  gehörig  sind.  Um  den  präcisen  Sinn  dieser  Eintheilung  eina^  VJ* 
sehen,  denke  man  sich  anstatt  9  einen  der  Werthe  des  H*">  Grades,  die  der  Polygonseite  mit  d^ 
Ansteigungszahl  r  angehören,  nämlich: 


^  ^  [r]  x*"  +  [r  —  1]  x»-'  +  [r  —  2]  a?*-*  + 


substituirt,  so  wissen  wir  von  dem  Erfolge  dieser  Substitution  das  Nachstehende:  Erstens,  die  Glietl^ 
in  Q  sowohl,  wie  auch  in  der  Differentialgleichung,  die  der  Polygonseite  mit  der  Ansteigungszahl 
angehören,  werden  dadurch  die  vorherrschenden  in  der  Gradzahl  nach  x.  Zweitens,  der   zweS 
Uifferentialquotient  von  Q  nach  9  genommen,  den  man  in  der  zweiten  Zeile -der  eben  aufgestellt 
Gleichung  (743)  sieht,  ist  nach  9  um  zwei  Einheiten,  mithin  nach  x  um  2r  Einheiten  niedriger  als  f 
Da  nun  9'  vom  Grade  r  —  1    ist,  so  stellt  diese  zweite  Zeile  unseres  Substitutionsresultates  jedesr 
ein  Polynom  vor,  welches  um  r  +  1   Einheiten  niedriger  ist,  als  die  nach  x  eingeleitete  absteige 
Entwicklung  de«  Q.  Hievon  macht  der  Fall  r  :=  0  die  alleinige  Ausnahme,  bei  welchem  Q  um  ' 
Rinheiten   höher  ausfällt,  als  das  unter  ihm  stehende  Produkt.  Ifon  fiberzeugt  sich  leicht  nach  ei' 
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Ueberlepng,  dass  es  mit  den  folgenden  Zeilen  beziehlich  ihrer  Vorgänger  dieselbe  Bewaadtniss  habe. 
Der  zweitheilige  Ausdruck  nämlieh  in  der  dritten  Zeile  ist,  absteigend  nach  x  entwiejcelt  gedaeht,  aber- 
mals nm  r  +  i  Einheiten  niedriger,  als  der  in  der  zweiten  Zeile  sieh  bfAndendeond  diesi  zwar  ohne 
Ausnahme;  die  vierte  Zelle  wieder  pia  r  +  1  Einheiten  niedriger,  als  die  dritte  u.  s.  w.  Diese  Ab- 
stuAingen,  die  für  grosse  r  beträchtlicher  sind,  als  für  kleine,  entsprechen  genau  den  Abständen  der 
Polygone  von  einander  an  den  verschiedenen  Seiten  derselben. 

Hätte  man  nun  den  genauen  Werth  von  ^,  und  substituirte  man  denselben  saramt  den  daraus 

abgeleiteten:  9',  (j>'\ in  die  Gleichung  (742),  so  könnte  sich  nichts  Anderes  ergeben,  als  eine 

identische  Gleichung.   Hat  man  das  vollständige  vielwerthige  o  und  fuhrt  nur  die  Substitution  von 

^\  (^*\  durch,  so  wird  eine  Gleichung  in  9  zu  Tage  kommen,  die  ^ch  von  der  algebraischen, 

aus  der  eben  das  vielwerthige  9  gezogen  worden  ist,  nicht  wesentlich  unterscheidet.  Hätte  man  end- 
lich die  algebraische  Gleichung  in   9  selbst,  die  zu  der  vorgelegten  Differentialgleichung  gehörig  ist, 

so  könnte  man  mittelst  derselben  9',  9'',  rational  durch  9  ausdrucken  und  es  wurde  sich  dann 

bei  einer  Behandlung,  wie  diejenige,  die  wir  den  vorangesehiekten  zwei  einfachen  Beispielen  ange- 
deihen  Hessen,  wieder  kein  anderes  Ergebniss  herausstellen,  als  die  algebraische  Gleichung  in  9  selbst, 
nur  noch   multiplizlrt  vielleicht  mit  einem  Factor,  der  nur  x  und  kein  9  mehr  enthält.   Erwägen  wir 

nun,  was  das  Ergebniss  einer  solchen  Substitution  von  9',  9" wäre,  wenn  man  nicht  die  ganze 

algebraische  Gleichung  in  9,  sondern  nur  die  obersten  Coefficientenschichten  derselben,  etwa  r+  S 
an  der  Zahl  an  jeder  Polygonseite  besässe,  so  wie  diess  gegenwärtig  bei  der  A  =  0,  in  deren  Be- 
sitze wir  uns  befinden,  wirklich  der  Fall  ist.  Da  mithin  bei  der  Bestimmung  der  successiven  Glieder 
von  9  die  einzelnen  Coefficientenschichten  der  algebraischen  Gleichung  eingehen,  so  zwar,  dass  das 
erste  Glied  von  9  lediglich  durch  die  erste  Coefficientenscbichte,  das  zweite  durch  die  erste  und  zweite 
Schichte,  das  dritte  durch  die  erste»  zweite  und  dritte  Schichte  gegeben  wird  u.  s.  w.;  so  dienen 
offenbar  r  +  1  richtige  Coefficientenschichten  zur  Bestimmung  von  r  +  1  Gliedern  des  9 ,  mithin 
auch  zur  Bestimmung  von  eben  so  vielen  Gliedern  des  9',  9" 

Diess  vorausgesetzt,  machen  wir  von  der  bereits  ermittelten,  aber  unvollständigen  Algebrai- 
schen A  =  0  den  folgenden  Gebrauch:  Wir  differenziren  sie  wiederholt  nach  allen  x,  sowohl  nach 
den  explicit  darin  vorhandenen,  als  nach  dem  in  9  enthaltenen  und  erhalten  die  folgende  Reihe  von 
Gleichungen,  in  welchen  der  Kurze  wegen  und  zur  Vermeidung  gebrochener  Formen: 

^*  _  »       ^'^  _  »       ^''^  _  Ä' 


qnd  allgemein: 


dx'dq>' 


=  i% 


g(N»Azt  worden. ist  8|e  sind: 


» 


534  ^     Abschnitt. 

Ä  «  0 

Ä'  +  Ä,^'  =  0 
(744)  BT  +  21(0'  +  Ä,9''  +  Ä^"  t=  0 

Ä'"  +  3li;9'  +  3ll>"  +  ll,,,9'»  +  3Ä;0"  +  ^R^ij^y  +  ll,^'^  =  0 

und  es  ergibt  sieh  aus  ihnen: 

*■--«, 

r  =  ~  j^  [ä"ä;  -  2R,R'R,  +  Ä,,Ä-] 

(746)  i     , 

9"  =  -  —  [Ä'H:  -  SÄjÄTi,»  +  3R:R'*R:  —  R,„«'R.  —  aR'KR*  + 

+  3R"R,ß'R^  +  eK;KRj  —  9ä;ä,ä'"ä,  +  3ä;ä'*] 

Die  UnvoUstandigkeit  der  Gleichung  A  =  0,  die  der  Voraassetzang  nach  nur  richtig  ist  in  den  r  +  ( 
obersten  Coeflicientensehiehten,  tragt  sich  nnn  in  derselben  Weise  auch  auf  alle  Glieder  fiber,  ans  wel- 
chen die  vorliegenden  Formeln  fär  (j>\  0'\ znsammengesetzt  sind,  mithin  aach  auf  die  (p\  9",  ^'^ 

selbst  in  den  vorliegenden  sowohl,  wie  auch  in  den  daraus  abgeleiteten  Formeln,  mithin  auch  bei  den-. 
jenigen,  die  sich  etwa  bei  der  folgenden  allgemeinen  Behandlung  ergeben.  Man  erkiese: 

(746)  M  =  ^«..9"-*  +  9^9""  + +^t9  +  ?• 

unter  9«,  g^ g^^^  vorderhand  noch  unbestimmte  Functionen  von  x  verstanden,  und  mnllipttzii« 

jetzt  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  fSr  9'  mit  M^  so  dass  sich 

RM 

(747)  9'  = 


RM 


ergibt.  Da  nun: 
(748)  Ä,  =  nÄ;„9»-*  +  (n  -  1)  3G;,.,9''-  +  +  X, 

besteht,  so  ist  offenbar  das  Produkt  üfA,  vom  Grade  2n  —  2  nach  9,  lasst  sich  aber  in 
seiner  Gradzahl  bis  auf  n  —  1  herabbringen  dadurch,  dass  man  alle  höheren  Potenzen  von  9,  ange- 
fangen von  (j>\  vermittelst  der  A  =  0  elimiuirt.  Gesetzt,  diess  wäre  geschehen,  so  liegt  als  Brg^- 

niss  ein  Polynom  vom  Grade  n  —  1  für  MR,  vor  mit  den.  annoch  unbestimmten  9« ,  9^ , q^^ 

in  den  Coefficienten  und  man  wird  diese  unbestimmten  Grössen  jederzeit  so  wählen  können,  dass  in 
dem  Produkte  MR,  sämmtlicbe  mit  9  verbundenen  Glieder  n  —  1  an  der  Zahl  verschwinden  und  nnr 
ein  einziges  von  9  freies,  lediglich  x  enthaltendes  übrig  bleibt,  wobei  noch  leicht  einzusehen  ist,  dass 

die  zur  Bestimmung  von  9« ,  9, , gn^t  dienenden  Gleichungen  von  linearer  Form  und  ohne  einem 

von  diesen  Unbekannten  freien  Gliede,  mithin  so  gestaltet  sind,  dass  ihnen  drfreh  algebndsehe  und 
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gmze  Fanetionen  ?o&  x  Genüge  geleistet  werden  kann.  Nachdem  nun  auf  diese,  eder  eine  andere 
äfuivalent^  Weise  ans  dem  Nenner  jede  Spur  von  q>  eliminirt  woirden  ist,  thin  wir  dasselbe  aueh 
mit  $em  Zaiiler.  Auch  aus  diesem  werden  die  höheren  Potenzen  von  ^,  angefangen  von  ,9"  mittelst 
der  A  s  0  herausgeschafft,  wodurch  sich  ein  neuer  Zähler  in  9  vom  Grade  n  —  1  ergibt,  mithin 
ein  Werth  von  9',  der  die  folgende  QestaJt  tragt: 

9'  =  1  [^^,9"-*  +  ^„^9""'  + +  Z,9  -h  Z.]  (749) 

und  aueh  dieses  o'  ist  gerade  so,  wie  das  R  nur  in  den  obersten  r  +  \  Schichten  richtig.  Wenn 
man  daher  das  eingeklammerte  Polynom  des  n  —  1"^»  Grades  mit  dem  üblichen  Polygone  umspannt, 
sodann  aber  die  Quotienten: 

N    '      N    '   " N   '    N 

durch  wirkliches  Dividiren  entwickelt,  jedoch  an  jeder  Polygonseit^  mit  nur  r  +  1  Anfiingsgliedem 
huchstens,  so  hat  man  einen  Werth  von  9',  iosoferne  als  er  aus  der  A  =  0  in  lauter  richtigen  An- 
fangsgliedern abgeleitet  werden  kann. 

Kehren  wir  nun  zurück  zur  Gleichung  (743),  so  wird  sich  von  ihrem  Polynome  dasselbe 
sagen  lassen.  Hätten  wir  nämlich  die  genaue  algebraische  Gleichung  in  9  im  Besitze  und  leiteten  wir 

daraus  auf  die  angedeutete  Weise  mittelst  ähnlicher  Formeln ,  wie  die  (745)  sind ,  9',  9' ,  9% 

ab,  so  musste  nach  vollbrachter  Substitution  und  Elimination  höherer  Potenzen  von  9  die  exacte  alge- 
braische abermals  zu  Tage  kommen,  nur  höchstens  noch  mit  einem,  bloss  x  enthaltenden  Factor 
multiplizirt.  Da  wir  aber  die  exacte  Algebraische  in  9  nicht  besitzen,  sondern  nur  die  A  =  0,  die  mit 
derselben  in  r+l  ersten  CoeSicientenschichten  übereinstimmt,  so  wird  zwar  im  Substitutionsresultate 
(743)  der  erste  Bestandtheil ,  Q  nämlich,  als  ganz  zum  gesuchten  Polynome  der  algebraischen  Glei- 
chung gehörig  angesehen  werden   können,  die  übrigen  reihenweise  aufeinanderfolgenden  Bestandtheile 

jedoch  werden   mit  den  aus  der  unvollständigen   A  =  0  gezogenen  9',  9",  nur  je  in   r  +  i 

Schichten  als  verlässlich  und'  wirklich  zur  Algebraischen  gehörig  angesehen  werden  können.  Diese 
chichtenweise  untereinander  geschriebenen  Bestandtheile  sind  aber,  absteigend  nach  x  entwickelt  ge- 
dacht, verschiedenen  Ordnungen  angehörig.   Ist  Q  von  der  Ordnung  ifc,  so  sind  die  darauffolgenden 

Bestandtheile  beziehlich  den  Ordnungen  k  —  r  —  L,  &  -   2r  —  2,  &  —  3r  —  3,  angehörig. 

Nimmt  man  daher  aus  Q  die  ersten  Gliederschichten  2r  -f-  2  an  der  Zahl,  die  sämmtlich  exact  sind, 
weil  das  ganze  Q  ex^ict  ist,  aus  dem  nächstfolgenden: 

die  verlässlicben  r  4-  l  ersten  Schichten  der  Glieder  und  lässt  die  übrigen  Bestandtheile  vorderhand 
aeeh  weg,  weil  sie  ohnehin  von  niedrigeren  Ordnungen  sind  und  weder  auf  die  2r  4-  2  Anfangsglieder 
des  9»  noch  auf  die  2r  +  2  ersten  CoeflicienteAschichten  der  algebraischen  Gleicbong  einen  Einfluss 
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flben  komen.  so  ergibt  sieh  offenbar  ein  zweites  yelistand^res  algebniisehes  GleiehungsiMiynoii 
mit  den  Potenzen  und  Potenzprodnkten  von  ^  und  o; ,  Hie  den  Poniden  der  zwei  obersten  PolygM- 
Zonen  angehSrig  sind,  nnd  man  hat  bei  diesem  Verflihren  den  Vorlheil,  von  etwa  yorhandoien  ge- 
broehenen  Ansteignngszahlen  r  in  gar  Iceiner  Weise  beirrt  zu  werden  und  aneh  kein  Glied  zwei 
Mal  zu  rechnen,  wenn  man  sieh  in  der  eben  angedeuteten  Weise  benimmt,  nSmIich:  man  setzt  in 
-^  — -^  o\  was  hier  in  der  üblichen  Bezeichnungsweise  durch  -  (^'o'  gegeben  werden  mag,  anstatt 

(tl  seinen  angenäherten  Werth  —  — ,  mnltiplizirt  sodann  Zähler  und  Nenner  mit  dem  Polynome  Jtf, 
wodurch  die  9  aus  dem  Nenner  wegfallen,  eliminirt  ferner  aus  dem  Zahler  alle  höheren  Potenzen 
von  9,  angefangen  von  9",  dividirt  jedes  Glied  des  so  erhaltenen  Zählers  durch  den  Nenner,  der  eine 
reine  Function  des  x  ohne  9  ist,  jedoch  nur  in  denjenigen  Gliedern  des  Quotienten,  die  zur  zweiten 
Polygonzone  gehörig  sind,  und  fügt  das  Brgebniss  zu  den  der  ersten  und  zweiten  Polygonzone  ange- 
hörigen  Gliedern  des  Q.  Die  neue  angenähertere  algebraische  Gleichung,  zu  welcher  man  auf  diese 
Weise  gelangt,  möge  hingeschrieben  werden,  wie  folgt: 

(750)  Ä  +  S  =  [0  -  i  Q  ^]  =  0. 

Der  zur  Klammer  hinzugefügte  Stellenzeiger  2  möge  hier  andeuten,  dass  nicht  das  vollständige  einge- 
klammerte Polynom,  sondern  lediglich  die  zu  den  zwei  ersten  Polygonzonen  gehörigen  Glieder  dessel- 
ben unter  A  +  iS  zu  verstehen  seien. 

Der  erste  Approximationsact  wäre  hiemit  abgeschlossen  und  liefert  zwar  auch  noch  nidit 
die  vollständige  algebraische  Gleichung  in  9;  man  weiss  sogar  nicht  einmal,  ob  eine  solche  geschlossen 
wirklich  vorhanden  sei;  allein  die  neugewonnene  A  +  <S  =  0  stinmit  doch  mit  der  gesuchten,  wenn 
sie  überhaupt  vorhanden  ist,  an  jeder  Polygonseite  in  2r  +  2  Coefficientenschichten  uberein  und  man 
vermag  sich  vermittelst  derselben  eine  dritte  zu  verschaffen: 

Ä  +  S  +  r=  0 

die  abermals  um  eine  ganze  Polygonzone  weiter  geht.  iMan  bekömmt  nämlich  zuvörderst  einen  aitge* 
näherten  Werth  der  9'  aus- der  ersten  der  Gleichungen  (745),  indem  man  in  derselben  R  doreh 
A  +  8  ersetzt,  nämlich : 

A'  +  S' 

<»»«  «"■--*  +  «;• 

Der  zweite  Bestandtheil  des  Polynomes  (743)  geht  hiednrch  über  in: 

9;d^__  r      ä;j-^ 
C*«)  2/  d9'  ~       2  ^  A,  +  S, 

und  ist  bis  auf  Glieder  der  zweiten  und  dritten  Zone  exact  Jetzt  muss  ein  neuer  Multiplieator  M  flir 
Zähler  und  Nenher  aufgesucht  werden,  der  zur  Elimination  des- 9  aus  dem  letzteren  tanglieh  ist;  m- 
dann  werden  die  höheren' Potenzen  des  9  mittelst  der  A-f^)S— 0  aus  dem  Zähler  weggesehaSt  imi 
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die  DiYisioa  der  einzelneD  Glieder  dieses  Ziiders  dorcli  den  Dur  x  enUialtenden  Nenner  bis  anf  Glieder 
der  iwdtea  und  dritten  Polyg^nsone  des  Qaeüenten  dnrdigefülirt  Jetzt  gebt  man  iber  zn  dem  drittep 
Bestandtheile  des  Polynomes  (743),  nimlich: 

Nachdem  dieser  seiner  Ordnangszahl  nach  nur  Glieder  liefern  Icann,  die  znr  dritten  nnd  zn  den  fol- 
genden Polygonzonen  gehörig  sind,  so  wäre  es  fiberflnssig,  in  demselben  ein  genaueres  ^'  nnd  9''  zn 
snbsiitniren,  als  das  aus  dem  ersten  Approximationsacte  abgeleitete,  gegeben  durch  die  beiden  ersten 
der  Gleichungen  (745).  Man  erhält  durch  eine  solche  Substitution: 

2^  |-  4ft«  (ä'ä;  -  mfi'A.  +  Ä«Ä'«)  +  3Q„R*R.^  (764] 

Eliminirt  man  wieder  aus  dem  Nenner' jede  Spur  von  9,  was  z.  B.  durch  Multiplication  mit  M*  ge- 
schehen kann,  aus  dem  Zähler  aber  alle  höheren  Potenzen  dieses  9  und  dividirt  dann  denselben  Glied 
für  Glied  durch  den  nur  x  enthaltenden  Nenner,  in  den  Quotienten  lediglich  Glieder  der  dritten  Poly- 
gonzone aufnehmend,  und  so  lässt  sich  endlich  aus  den  Bestandtheilen  des  Q  erster,  zweiter  und  dritter 
Zone  aus  den  berechneten  Boßtandtheilen  des  Ausdruckes  (752)  zweiter  nnd  dritter  Zone  und  aus  den 
ermittelten  Bestandtheilen  der  (754)  dritter  Zone  ein  neues,  noch  angenäherteres  Gleichnngspolynom 
zusammenstellen,  nämlich: 


0= Ä + s + r=  [o+^ft,|i^-l|^(ii''Ä;  -  2Ä;Ä'Ä,+ii,^'»)  +  i^Ä- ]^ 

Der  der  Klammer  angefugte  Stellenzeiger  3  will  hier  wieder  nur  andeuten ,  dass  nicht  das  ganze  ein- 
geschlossene Polynom,  sondern  nur  seine  zu  den  drei  ersten  Polygonzonen  gehörenden  Glieder  unter 
R  +  8  ^  T  gemeint  seien. 

Auf  diese  zweite  Annäherung  kann  man,  wenn  es  nothwendig  sein  sollte,  eine  dritte,  dann 
eine  vierte  u.  s.  w.  folgen  lassen,  und  gewinnt  damit  die  Glieder  der  algebraischen  Gleichung  zonen- 
weis*e.  Es  ist  offenbar  nicht  immer  nothwendig,  ja  es  erscheint  vielmehr  als  ein  sehr  specieller  Fall, 
der  sich  selten  ereignen  wird,  dass  man  durch  eine  solche  Reihe  von  Approximationen  zu  einem  ge- 
schlossenen,  mithin  von  selbst  abbrechenden  Gleichungspolynome  gefuhrt  wird.  Selbst  dann,  wenn  ein 
solches  wirklich  vorhanden  ist,  kann  man  es  auf  diesem  Wege  immer  noeh  verfehlen,  weil  man  bei 
der  ganzen  Rechnung  von  der  stillschweigenden  Voraussetzung  ausgeht,  dass  der  erste  Goefficient  der 
gesuchten  algebraischen  Gleichung,  der  von  9"  nämlich,  mit  dem  ersten  Coeffipienten  der  Differential- 
gleichnng,  d.  h.  SQ>n  identisch  übereinstimme.  Wir  wissen  aber,  dass  dieser  erste  Coeffident  der  Alge- 
braischen auch  andere  Factoren,  oder  dieselben  in  einer  anderen  Anzahl  enthalten  könne,  als  der  «rate 
Goeffieient  der  Differentialgleichung.  Es  lässt  sidi  daher  der  Fall  nicht  nor  denken,  sondern  er  wird 
rach  iB  der  Kegel  Turkommen,  dass  man  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  nieht  die  algeliraische  Glei- 
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fkmug  in  ihrer  eiafachsten  Gestalt,  sondern  noch  maltipluJrt  mit  gewissen  Faetoren  und  doidi  gevriss» 
fndere  dividirt  eriialten  wird.  iMnreb  wird  es  geseheben,  dass  wahrend  der  erste  OodBeieat  der 
Algebraischen  %„  geschlossen  bleibt,  die  folgenden  aa%el8al  werden  in  nneidliehe  reetarrireode 
Reihen.  Da  indessen  die  etwa  vorhandene  geschlossene  Form  in  einem  solchen  Falle  dnrch  Mnltipli- 
cation  mit  einem  bestimmten  ganzen  Polynome  in  x  sich  wieder  herstellen  lassen  mnss,  so  vermag 
man  das  Aufsuchen  der  geschlossenen  Form  der  algebraischen  Gleichung  von  dem  eben  beschriebenen 
Approximationsverfahren  zu  sondern.  Man  denict  sich  nämlich  das  gefundene  Gleichungspolynom  niil 
einer  ganzen  Function  von  x  von  uubestimmter  Gradzahl  A,  etwa  mit 

x*-ha,a:*-  +  a,aH^«+  +  «^ 

wo  9^,  9(,, 9a  i^o<^h  unbestimmte  CoeflFicienten  bedeuten,  multiplizirt,  und  verwendet  dann  diese 

CoeflBcienten  so,  dass  im  Produkte  die  Coeflficienten  in  Schichten,  von  irgend  einer  derselben  angefian- 
gen,  verschwinden.  Noch  besser  eignet  sich  zu  diesem  Zwecke  eine  unbegrenzte  absteigende  Reihe, 
die  mit  Eins  anheben  kann,  wie: 

'+^+^+^-+ 


weil  die  Multiplication  mit  einer  solchen  Multiplication  und  Division  zugleich  andeuten  kann,  Recbnungs- 
operationen,  die  das  algebraische  Gleichungspolynom  nicht  nur  geschlossen  zu  machen,  sondern  auch 
auf  die  einfachste  Gestalt  zurückzufahren  geeignet  sind. 

Es  soll  aber  hiemit  nicht  gesagt  sein,  dass  man  eine  solche  Untersuchung  immer  nur  ^rst 
nach  durchgeführter  Integration  vornehmen  könne.  In  jedem  beliebigen  Stadium  der  Rechnung  ist  es 
erlaubt,  die  gewonnene  algebraische  Gleichung  mit  einem  nur  x  enthaltenden  Factor  zu  multipliziren 
oder  zu  dividiren.  Es  kann  diess  geschehen  gleich  mit  der  A  =  0  oder  mit  der  A  +  fi(  s=  o ,  oder 
auch  mit  der  A  +  ^  +  7=0,  wenn  sich  irgend  eine  Veranlassung  dazu  bietet,  d.  h.  ara  «itwe- 
der  die  Rechnung  abzukürzen,  oder  eine  gewisse  vortheilhafte  Form  der  gesuchten  algebraischen  fest- 
zuhalten, z.  B.  die  binomische.  Nur  so  viel  soll  hier  klar  erhellen,  dass  das  Forschen  nach  geschlos- 
senen Formen  etwas  vom  Int^rationsgeschäfte  Gesondertes  sei. 

Das  Forschen  nach  der  geschlossenen  Form  der  algebraischen  Gleichung  kann  also  einge- 
leitet werden,  wenn  sammtliohe  Gliederzonen,  aus  denen  Q  besteht,  erschöpft  und  bereits  in  die  Reek- 
nung  eingegangen  sind.  Man  ist  aber  auch  sehr  oft  berechtigt,  es  firuher  eintreten  zu  lassen,  wenn 
die  vorgängige  Untersuchung  namentlich  Zerlegung  des  ersten  CoefiBcienten  %„  in  Faetoren  und  Er- 
mittlung der  ihnen  zugehörigen  Exponenten  k  vermöge  ihres  Vorkommens  in  den  oharacteristisdMa 
Gruppen  einftfoher  Bruche,  die  im  Verhältnisse  der  naturlichen  Zahlen  stehen,  gezeigt  hat,  dass  mit 
überwiegender  Wahrscheinlichkeit  nur  eine  geringe  Anzahl  von  Faetoren  des  SQ>n  sich  nach  aaf  deo 
Cioefficienten  der  algebraischen  Gleichung  fibertrageu.  Bildet  man  nun  aus  dei^enigen,  die  wirklieh  ia 
den  Anfangscoefficienten  beider  Gleichungen  nothwendigerweise  vorhanden  sein  müssen,  ein  ProÜdrt, 
und  ist  dieses  vom  Grade  « ;  so  ist  man  zur  Untersuchung  berechtigt,  ob  nicht  bereits  vkdMeht  die 
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#4*2^  CoeflEMenteoMiieMe  mit  den  folgeaden  zoni  VterscfewindeB  gebracht  werden  kSnne.  Noch 
frihor  die Unterwchmig  in  beginnen,  wire  yorgebens: 

Des  aufwiese  Weise  erirandete  VerBehwinden  rwi  ein  Paar  Coeflleienlenschiefaten  begrindet 
aber  die  geseUoaaeDe  Beschaffenheit  der  Gleiehoig  liedi  keineswegs;  man  mnss  vielmehr,  mn  sich 
hieriber  die>yeDe  Gewissbete  zn  verschaffen,  die  erhaltene  Gleichung  in  9,  die  man  für  eine  gesdilos- 

sene  hält,  zar  Bestimmang  von  ((>\  q>" auf  die  vorhin  umständlich  auseinandergesetzte  Weise, 

jedoch  genau  und  nicht  mehr,  wie  dort,  in  Zojientheilen  benätzend,  die  erhaltenen  Werthe  in  die  voll- 
ständige Gleichung  (743)  einfuhren  und  sodann  nachsehen,  ob  sie  sich  wieder  in  die  der  Probe  unter- 
worfene Algebraische  in  9  zuruckverwandle.  Bin  Paar  Beispiele  mögen  dieses  Verfahren  erläutern. 
Daß  erste  sei  das  unter  (700)  Seite  514  angefahrte,  nämlich: 

X  ix*  —  3a*)  y"  +  [2a?*  ~  Sa'x*  ^  2a?»  +  6a*a?  +  3a']  j/  +  [a'a?»  — 2a*x»  — a*a?'  — 3a*a?  —3a*]  y = 0  CM) 

Den  drei  Coefficienten  entsprechen  drei  Ordmaten,  der  Gradzahl  fünf  dir 
Coefficienten  aber  sechs  horizontale  Linien  im  Abstände  gleich  Eins,  der  ganzen 
Differentialgleichung  mithin  folgende  Zeichnung : 

Zu  den  Durchschnittspuncten  der  Linien  sind  hier  zugleich  die  Glie- 
der des  Gleichungspolynomes  angeffigt,  nachdem  y«  y  und  y''  in  i ,  ^  und  9* 
verwandelt  worden,  wodurch  Q  gebildet  wird,  und  es  gehofcn  zur  ersten  und 
höchsten  Polygonzone  die  folgenden; 


Ä  =  (a?*  -  3a'a?)  9'  +  (2a?»  —  8a»a?»)  9  +  a*aj* 

Wir  nehmen  also  in  erster  Annäherung: 

Ä  =  0 


(787) 


als  algebraische  Gleichung  an.  Es  wird  zudem  im  gegenwärtigen  Falle  sein : 

^  «^  (aj*  _  3^»a.)  ^«  ^  (2x*  —  8a»ar* — 2a?'  +  6a*a? + 3a»)  9  +  a^oc^  —  2«*x*  —  a»a?»  —Qa'^x  —  3a*  (768) 
3a»a?) 


ft,=  ^  =  a(. 


Nbb  ejrhalt«D  wir  aas  der  R 


R'  _       (3g'  —  3g*)  9'  4-  (IQg*  —  24g*a?*)  9  +  5c*x* 
9'  =  —  -^  =  ~  (2x»  —  8a*a:)  9  +  2ir»  —  8a*«*  (769) 

»  . 

oder  nach  geschehener  Multiplication  von  Zähler  und  Nenner  mit  dem  letzteren  und  Elimination  aller 
bSheren  Potenzen  von  9  von  der  zweiten  angefangen  und  gleich  multipMzirt  mit  -  Q^'. 


-Qj^'  =  --Q,-  = 


[Sa?"  —  84g*a?"  +  824g*ag*  —  45to*g*]  9  +  4a'ar"  —  8g?'#* 


4«' 


8««*a:*  +  76a*a:* 


(WO) 
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Jetzt  wird  ein  jedes  d^  beides  Glieder  dee  Zalden  diyidirt  dardi  den  Neuer,  Jedoeh  aar 
in  solclien  Gliedern  des  Quotienten,  die  in  der  zwttten  Polygonzone  Platz  findea«  Die  erste  Division 
hat  datier  ansgefahrt  zn  werden  in  drei  Gliedern,  deitfenigen  namlieh  mit  a?\  x\  x\  weil  diese  noeb 
in  die  zweite  Polygonzone  &Uen;  die  zweite  Division  aber  nur  in  zwei  Gliedern,  namlioh  mit  «'  and 
Xi  ein  Glied  mit  x^  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  es  zur  zwdten  Polygonzone  nioht  geMrt.  Diese  b^- 
den  80  erzielten  Quotienten  geben: 


(7»1) 


[-  l  Q.  ^]  =  (2»*  -  3«-)  9  +  aV 


Dieses,  hinzugefugt  zu  deigenigen  Gliedern  von  Q,  die  der  ersten  und  zweiten  Polygonzone  angehörig 
sind,  ergibt  die  algebraische  Gleichung  in  zweiter  Annäherung,  nämlich: 

CW)  [<?  —  -j  (?//'«"]  =  («?•  —  3a*a?)  9*  +  (2a?»  -  Sa^x*  +  6a*a?)  9  +  aW  —  2a*a?*  -  3a*a:  =  0, 

Sie  ist  bereits  die  gesuchte,  denn  wenn  man  zn  einer  ferneren  dritten  Annäherung  schreitet,  zu  die- 
sem Zwecke  auf  dem  betretenen  Wege  9'  sucht  und  dasselbe  in  die  (743)  substituirt,  so  erhält  man 
ganz  genau  die  vorliegende  algebraische  Gleichung.  Es  ist  jetzt  nur  noch  die  Frage,  ob  man  sie  in 
ihrer  einfachsten  Gestalt  gewonnen  habe  und  ob  sie  nioht  vielmehr  abgekürzt  zu  werden  vermdge 
durch  einen  blos  x  enthaltenden  Factor,  der  allen  Coefilcienten  eigenthumlich  ist  Um  diess  zu  unter- 
suchen, mag  man  hier  den  ersten  C!oefiBcienten  zerlegen  in  zwei  Factoren,  nämlich  in  x  und  x*  — 3a*. 
Von  ihnen  ist  der  erste  allenthalben  ersichtlich  und  auch  die  Anwesenheit  des  zweiten  gibt  sich 
dadurch  kund,  dass  fär  x*  =  3a*  alle  Coefilcienten  verschwinden.  Wir  dividiren  also  durch  den 
ersten  Coefilcienten  und  erhalten  hiermit  die  Gleichung  in  9  in  ihrer  einfachsten  Gestalt: 

(^j  9»  +  (2x'  -  2a')  9  -h  a'x'  +  a*  =  0. 

Als  zweites  Beispiel  nehmen  wir  die  folgende  ziemlieli  compUeirt  ansselieDde  Differential- 
gleictanng  der  dritten  Ordnung: 

(764)  [2x*-i6a*x'  +  (4«»-t) a?»  +  (42a»+a)x*— (24o*— 3«»)x*— (36a*+9a»)ap*+36o'a?+18«*]y" '+ 
_|_  [4x"— 2<Kr*— 34a»x» + (24a»— 1 2)  x'  +  (96«*  +  3«)  x^-  (94a*— 72a*)  x*-  (90a*+30a*— 2)  x»+ 

-f.(132a'— 126a*  — o)x*  +  (81a*  —  9o»)x*  — (36a* —  54a*)x  —  54o']y"  + 

+  [—  4ax"+6a»x**  +(36a*-4)x*  — (58a*— 6a)x*— (104o*— 17a»)x'  +  (198a*— 15a*H-i2)x*  + 

+ (80a'+4a)x*— (270a*+76a*+7 1  a»)x*+(60a*— 45a*— 60a*— 2)x*-H.108a"+207a*+l  1 7a*)  x*— 

—  (36a"  —  i  44a*  —  9a»)  x  —  (1 8a* + 54a*  —  1 8a*)]  y'  + 

+  [— 2a*x"+2a*x'*  +  (14a*- 2a*)  x*  —  (18a*— 3a*)  «*— (22a'+-2a*)  x'  +  (4ta*-f-3a*+6a*)  x«+ 

--(2«a*--64a*-2a*)x»-(6a'*+81a'-18a*)x*-K48a"-102«*-32a*-a*)x*-(72a'»-117a*+i26Ä*)x*+ 

+  (36a"  —  54a'*  +  90a*  —  9a*)  X + 54a"  +  54a*  +  1 8a*]  y  =  0 
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Ihr    entspricht    Sie    nebenstehende  carrirte  Zeichnung  mit  fSnf 
darauf  ersichtlichen  Polygonzonen: 

Die  Glieder  Ton  Q,  deren  Aggregat  zugleich  der  erste  an- 
genäherte Werth  des  algebraischen  Gleichnngspolynomes  ist  uad 
gleich  A,  geben  nun,  entnommen  der  ersten  Polygonzone: 

Ä  =  (2x*  —  iia^x")  9*  +  (4a:**  —  2ii«*  —  34a'ar*)  9*  ^^^gx 

—  (4Är"  —  6a*a:")  9  —  2a*ar"  +  2a*a?**  =  0 

Um  etwas  Abwechslung  in  die  Rechnung  zu  bringen  und  zugleich 
zu  zeigen,  was  man  sich  hier  alles  erlauben  kann,  mag  be- 
merkt werden,  dass  man  anstatt  der  A  =  0  auch  die  folgende 
andere  schreiben  kann,  die  aus  ihr  hervorgeht  durch  Division- 
mittelst  des  ersten  Coefiicienten,  durchgeführt  in  drei  Gliedern 
des  Quotienten  bei  dem  zweiten  derselben  und  in  nur  zweien  bei 
den  übrigen: 


Ä  =  9*  +  (2a?*  --  ax  --  a*)  9* 
—  i2ax*  —  3a'a:*)  9  —  a^x*  +  a^x^  ^ 


(W6) 


Hiezu  ist  noch : 

r    r 

Q„  =  6  [2a:»-16o*a:*+(4«»-l)a?*-K42o*+te)a?*-(24a*— 3«')a?»-(36a'+9a')af«+36a'af+18«^9+ 

+  2  [4a?"  —  2aa;»  —  34«»x*  +  (24a»  —  12)x'  +  (96a*  +  3a)  x*  —  (94a*  —  72a*)  ap*  —     (767) 
—  (90a*+30a*-  2)x*+(132a'— 126a*— a)x*-K81a*—9a»)a?»— (36a*— 54a*)«— 54a*] 
0^=6  [2x*— 16a»a?*-K4a*— l)x*-f-(42a*+a)  a;»— (24a* -3a*)  x*— (36a*+9a*)a?*+36a*aj+J8o*] 

Nno  berechnen  wir  9'  ans  der  il=0  und  erhalten  zunächst: 

,_       R  9*  +  (4x  —  a)  9*  —  (6ax*  —  6a*x)  9  —  3a*x*  +  2a*x 

^  It,  39* +  2  (2x*  —  ax  —  a*)  9  —  2ax*  +  3a*x»  C*®) 

Um  jetzt  zur  Elimination  von  9  schreiten  zu  kSnnen,  und  zwar  zunSehst  aus  dem  Nenner  dieses  Aus- 
druckes, verschaffen  wir  uns  zuvorderst  allgemeine  Formeln  ffir  den  Werth  des  MultipUcators,  mit  wel- 
chem Dum  zu  dkiem  Zweeha  ZiUer  und  Nenner  dieses  Briiehes  zu  mnltipUeiren  hat'  Bs  sd  desshalfc 
aUg^emein:  i 


JUS  V.    Abschnitt 

Ä  =  A9»  +  J?9»  +  C9  +  U 

R^  =  3^9*  +  2^9  +  C 

and  der  gesuchte  Maltiplicator 

M  =  7,9«  +  q,(j>  +  7, 

Bilden  wir  jetzt  das  Produlct  MR,  und  eliminiren  aus  demselben  vermittelst  der  lt  =  0,  9^  nnd  9% 
so  dass  nur  9*  nnd  9  in  demselben  zurfiekbleiben,  und  setzen  die  Coefficienten  dieser  noch  übrigen  Po-    — 
tenzen  von  9  der  Nulle  gleich,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  9,,  q^.  q^    die  folgenden  zwe^^4 
Gleichungen : 

(Ä*  —  2AC)  y,  —  ABq,  +  SA*q^  =  0 
(BC  —  3AD)  q,  ~  2ACq,  +  2  ABq^  =  0 

Sie  bestimmen  eigentlich  —  und  ^-;  es  kann  ihnen  jedoch  durch  ungebrochene  Werthe  von  9,,  9^S7i 
9o  Genüge  geleistet  werden,  und  diese  sind: 

q,  =  ZA'B*  —  ßA*C,  q,  =  2AB*  —  lA^BC  +  9^»I>, 

nnd   es  geht  mit  ihnen  das  Produkt  MB  fiber  in  den  folgenden  Anisdruck^  der  kein  9  mehr  enthäl^Ht: 
MB,  =  BDq.  -  SADq,  +  ACq,  =  —  ^A'B'D  +  iSA'BCD  —  27 A'D'  +  A^B'C  —iA^C^ 

Jetzt    kehren    wir  zurück  zum  Werthe  (768)  von  9',  multipliziren  denselben  noch  m^nSt 
—  Q,,,  das  wir  aus  der  Formel  (767)  nehmen,    multipliziren  sodann  Zahler  und  Nenner  mit  M  aiB.4 
eliminiren  endlich  alle  höheren  Potenzen  von  9,  angefangen  von  9*,  bemerkend«  dass  im  vorli^nf 
den  Falle 

A  =  i,  B  =  2x^  —  ax  —  a\  C=  —  2ax*  +  3a*x\  D  ^  —  aV  +  a*x* 

I 
bestehe.  Diese  Rechnung  braucht  im  Nenner  sowohl,  wie  auch  in  den  drei  mit  9*,  9,  1  veAundenea::* 

Gliedern  des  Zählers  in  höchstens  drei  von  Null  verschiedenen  Anfangsgliedern  dnrchgeffihrt  zn  wer — 

den  und  gibt  in  dieser  Weise : 

1        Ä'  _  (—  320g'a?*"  +  ii90g*g^')  9'  +  (64g*a?*'  —  64g'a?*'  —  SOOg^a?*^  9  +  32g^x*^   ' 
~  2  ^^  fl^  .    16a*a?"  —  112a*a?* 

Nun  geben  die  drei  Bestandtheile  des  Zählers,  je  durch  den  Nenner  dividirt  und  xwar,  wie  es  die 
(770) 

zweite  Polygonzone  verlangt,  das  Glied  mit  9*  und  9  in  drei  Stellen  des  Quotienten,  das  drttfe  aber 
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Bvr  in  eiiier  eiizig«B,  die  der  zweiten  Polygonzene  aigeUrigen  Anfimgeglieder  des  hier  iMreehnetin 

I  A' 

-  Q^  -^.  Wir  haben  ihr  Aggregat  bezeichnet  mit : 

F—  i  0^  — 1  =  —(20a?'  +  66a'a?')  9*  4-  (4a?*  —  iax*  —  22a*x^  9  +  2a*a?*  (771) 

L       2  "/Jt 

Hiezn  mnss  Jetzt  addirt  werden  das  zweien  Polygonzonen  angehSrige  [0], ,  welches  ist: 

[Q]^=  J2a?*  —  löa'a?*  +  (4a*  —  1)  a?*  +  (42a*  +  a)  a?*  +  (~  24a*  +  3a*)  ar* J9*  +  (771) 

+  J4a?**  —  2aa?*  —  34a*x*  +  (24a*  — 12)  a?"  +  (96a*  +  3a)a?*  -  (94a*  — 72a*)  a?*|9*  + 

+  [—  4aa?'*  +  6a*a?**  +  (36a*  —  4)  a?*  —  (58a*  —  6a)  a?*  —  (104a»  —  17a*)  x''J9  — 
—  2a*a:"  +  2a*a?**  +  (14a*  —  2a*)  x* 

Die  Snnune  ist: 

[<?  —  ^  ft.  J]  ==  [2^'  —  !««•«•  +  (4a*  —  l)a?*  +  (42a*  +  a)  x*  —  (24a*  —  3a')  x*]  9*  + 

+  [4x**— 2ax*— 34a*x*  +  (24a*— 32)  x'  +  (96a*  +  3a)  x*  —(94a*— 6a*)  x*]  9*  + 
+  [— 4ax"  +  6a*x**  +  36a*x*  —  (58a*  —  2a)  x*  —(104a*  +  5a*)  x']  9  — 
—  2a*x"  +  2a*x**  +  14a*x* 

und  kann  genonunen  werden  für  R  +  /S.  Allein  man  kann  auch  hier  wieder  anstatt  derselben  den 
Quotienten  nehmen,  der  sich  ergibt,  wenn  man  diese  Summe  durch  den  Coefficienten  ihres  ersten  Glie- 
des dividirL  Thut  man  diess,  so  gelangt  man  zur  folgenden  algebraischen  Gleichung  in  zweiter 
Annäherung: 

0  =  JH-S  =  9*  +  9*  (2x»  — ax  —  a*)  + 9  (—2ax*+3a*x*+2a*x  —  a*)  —  a*x*  +  a*x*—a*x  (773) 

Die  grosse  Anzahl  der  bei  dieser  Rechnung  bereits  verschwindenden  letzten  Glieder  der  Coefficienten 
von  9*  und  9  deutet  bereits  hin  auf  eine  Gleichung  mit  geschlossenen  Coefficienten.  In  der  That  be- 
weist die  nächste  Approximation,  auf  dieselbe  Weise  durchgeführt,  indem  man  von  der  algebraischen 
R  +  8  =  0  ausgebt,  dass  wirklich  in  geschlossener  Gestalt  die  Algebraische : 

0  =  R  +  8  +  T=  9*  +  9*  (2x*— ax— a*)  +  9  (— 2ax»+3a'x*+2a*x-a*)— a*x*+a*x*— a*x+a*  (774) 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  entspreche  und  zwar  ohne,  dass  irgend  welche  Bedingungen  zwi- 
schen den  oonstanten  Parametern  zu  erfüllen  waren. 

Um  die  verschiedenen  bei  solchen  Rechnungen  zulässigen  Kunstgriffe  zu  erschöpfen,  legen 
wir  uns  noch  die  folgende  Differentialgleiehung  der  vierten  Ordnuig  vor,  deren  Abkunft  von  einer 


M4 
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ilgibraisclieii  de8  Tiertea  Gcadee  und  zwar  wm  eiaer  binomiflelieB  solchen  beiBalie  ■nrottKiBMir  in  die 
Augen  fallt: 

32  (ar+a)*(x*+**)'  yy  -48  (a?+a)*  (a?*+**)»  (»•+2aar~**)  jT'  +(a?+a)  (a?*+*')  [54ar»+216Är"+ 
(776)  +(152a*  —  i72**)«*  — 216a*'a:  — 64a***  —  10**]y"~[83a?*+198ax*+(272a»  -223**)a5*  + 
+  (112a»  ~  548a6*)  x»  —  (492a***  —  3**)  ar*  —  (152a***  —  46aft*)  x  +  28a***  —  5»*]  y'  — 
—  32  (a?  +  a)*  (a?*  +  *»)*  y  =  0 

Den  Factoren  x  +  a  in  den  AnfangseoeflRcienten  entsprechen  folgende  drei  Werthe  des  Exponenten  k: 


3 

4' 


6 
4' 


9 
4 


aber  auch  den  Factoren  x  +  *V~~~i  u^d  x  —  *V^— l  entsprechen  ähnliche  Werthe  von  k^  nämlich: 

k  = 


5 
4' 


10 
4' 


15 
4"' 


Sie  deuten  durch  ihre  gebrochene  Beschaffenheit  und  doreh 
ihr  Verhältnisse  welches  jenes  der  naturlichen  Zahlen  1,  2« 
3  ist,  beinahe  mit  Sicherheit  auf  eine  algebraische  Glei- 
chung und  zwar  auf  eine  solche,  deren  erster  CoeflScient 
X  +  a  ist.  Wiewohl  nun  anderseits  diese  Differentialglei- 
chung wegen  der  sehr  geringen  Ansteigungszahl  in  ihren 
•  l 

Coefficienten ,   die  nur  --  beträgt,    keine  sehr  vortheilbafte 

4 
d.   h.  schnell  approximirende  Rechnung  verspricht,    so  ist 

man  doch  der  anderweitigen  Kennzeichen  yon  Irrational- 
grSssen  wegen  berechtigt,  die  Uer  auseinandergesetzte  Methode 
in  Anwendung  zu  bringen.   Die  den  Coefficientenbau  Toratd- 

lende  carrirte  Zeichnung  mit  ihren  Polygonzonen  von  der  ge- 

5 
meinschaftlichen  Breite  gleich  7,  ist  die  nebenstehende: 

4 

Nachdem   man    das  Polynom  der  Differentialgleichung 

durch  Substitution  von  9*,  9*,  9*,  ^,  1  anstatt  y^,  y"',  y, 

y\  y  verwandelt  hat  in  Q^  sieht  man,  dass  lediglich  vier 

Glieder  dieses  Q  zur  ersten  Polygon^oAe  gehörig  seien  und 

R  bilden,  nämlich: 

» 

R  =  (32a?*  +  96aa:*)  9*  —  32ar**  —  64ax* 

Man  kann  nun  nicht  nur,  durch  32ap*  dividirend,  einfaclie- 
rer  Weise: 


R  =  (x  +  3a)  9*  —  a:*  —  2ax 
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,  sondern  man  kann  noch  die  Bemerkung  anfügen,  dass,  weil  x  +  Sa  sehwerlich  Factor 

des  ersten  Coefficienten  sein  kann,  wohl  aber  wahrscheinlicherweise  a;  +  a ,  man  sich  eine  Mnltipli- 

X  —  2a 
eation  mit gestatten    könne,    deren   Resultat   in    nur    je    zwei    Gliedern    hingezeiehnet, 

X 

80  aassieht: 

Ä  =  (X  +.  a)  9*  —  ar'  =  0 

Eine  solche  Multiplication,  die  die  Erzeugung  eines  ersten  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung, 
von  dem  man  vermuthet,  dass  er  derselben  angehöre,  zum  Zwecke  hat,  ist  immer  erlaubt,  nur  darf 
man  das  Produkt  nicht  nehmen  in  einer  grösseren  Gliederzahl,  als  den  bereits  in  Rechnung  gezogenen 
Polygonzonen  wirklich  angehören.  Wir  ziehen  aus  der  erkiesenen  A  =  0 

^  ^       ^  Ä,       4  (ar -h  a)9*       4x  L  xJ 

Hiezu  kömmt  noch  das  der  ersten  Polygonzone  entnommene 

[Qsi\i  =  129'  [32x»  +  96ax*] 
mit  welchem  man  zunächst 


[^0.9  J  =  ^  [32a?*  +  i2Sax'] 


erbalt  Hiezu  gewinnt  man  dann  diejenigen  Glieder  von  Q,  die  der  ersten  und  zweiten  Polygonzone 
angehören,  in  ein  Aggregat  zusammenstellend: 

[Q],  =  (32x*  +  96ax*  +  96  («•  +  6')  x')  9*  —  (48x«  +  i92ax')  9»  — 
—  32a:**  —  64aar*  —  (32«»  +  128*')  a?« 

Mithin  erhalt  man  jetzt  durch  Addition : 

f  <?  +  x  (?,/  9']  =  (32a?»  +  96aa?*  +  96  («•  +  *•)  a?')  9*  -  32a?'*  — 64öa?*  —  (32a»+  I28&*)  a?* 

was  man  nehmen  könnte  für  R  +  8.  Man  Ihut  jedoch  besser,  wenn  man,  die  Form  der  A  =  0  bei- 
behaltend, eine  Multiplication  aller  Coefficienten  mit  dem  Bruche 


32x*  +  96aar'  +  96  («•  +  6')  x' 
einleitet,  und  den  erhaltenen  Quotienten  in  nur  drei  Gliedern  aufschreibt.   Hicdurch  ergibt  sich: 

0  =  Ä  +  S  =  (X  +  «)  9*  —  J?*  —  6* 

Die  Vermnthnng  liegt  hier  nahe,  dass  diess  bereit«  die  gesuchte  algebraische  Gleichung  sei  und  wirk« 
lieh  erhalt  man,  9',  9",  9'"  aus  derselben  rechnend  und  die  gefundenen  rationalen  Werthe  in  die 
(743)  snbstituirend,  nach  Elimination  der  höheren  Potenzen  von  9,  angefangen  von  9',  eine  identische 
Gleichung. 

69 
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Es  wird  zwar  dieses  IntegratioDsyerfobren  nicht  immer  ebenso  leicht  znm  Ziele  fahren,  wie 
in  den  vorgelegten  Beispielen,  allein  man  hat  doch  immer  mit  demselben  alle  iMittel  zur  Hand,  ora  die 
geschlossene  Form  des  Integrales,  falls  sie  irgendwie  vorhanden  ist,  jedesmal  zu  erhalten  ood  nie  zn 
verfehlen.  Es  sind  nämlich  mehrere  Arten  geschlossener  Formen  denkbar  bei  einer  Differenlialgleicbung 
der  n<^n  Ordnung.  Die  erste,  aber  anch  die  am  seltensten  vorkommende  wäre  z.  B.  die  folgende: 

y  =  C.e^i^,  +  Cy?^^,  + +  Cy^.^^n 

allwo  9i,  9, 9„  und  1^1 ,  i^, ,  i!)„  geschlossene  algebraische  Functionen  bedeuten.  Weit 

öfter  wird  es  sich  ereigr.en,  dass  durch  directe  asymptotische  Integration  nur  ein  einziges  particoläres 
Integral  in  geschlossener  Form  zu  ermitteln  ist,  z.  B. 

befreit  man  aber  die  Gleichung  von  demselben  vermittelst  der  Substitution: 

y  =  Ce^i^ij)Jzdx 

wodurch  sie  sich  in  eine  andere  von  der  Ordnung  n  —  l  nach  z  umwandelt,  so  ergibt  sich  von  die- 
ser letzteren  wieder  ein  geschlossenes  Integral,  etwa 

z  =  e^t^if,^ 

Die  BeOreiunff  von  diesem  letzteren  durch  die  ähnliche  Substitution: 

z  =  e^^^il),fudx 

liefert  wieder  eine  der  Ordnungszahl  nach  um  Eins  niedrigere  Differentialgleichung  in  u,  die  wieder 
ein  geschlossenes  particuläres  Integral  haben  kann  u.  s.  w.  Geht  diess  so  fort,  bis  man  zn  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  gelangt,  die  sich  stets  geschlossen  integriren  lässt,  so  gewinnt 
man  eine  zweite,  weit  öfter  vorhandene  geschlossene  Form  des  allgemeinen  Integrales,  die  n  —  l 
Integralzeichen  enthält  und  die  Gestalt  trägt : 

in  welcher  die  erstere  als  specieller  Fall  enthalten  ist,  derjenige  nämlich,  wo  sich  alle  Integi*ationen 
in  geschlossener  Form  ausfuhren  lassen.  Man  erhält  aber  noch  eine  geschlossene  Form  dritter  Art. 
wenn  sich  nämlich  die  particulären  Integrale  gruppenweise  zusammenstellen  lassen,  so  zwar,  dass  die 
einer  jeden  Gruppe,  die  aus  «-Theilen  zusammengesetzt  sein  mag,  von  der  Gestalt 

zugehörigen  Functionen  9^ ,  9, ,  9,  durch  eine  algebraische  Gleichung  des  f'^"  Grades  in  9 

zusammenhängen.  Findet  diess  Statt,  so  wird  dadurch  die  firuher  erwähnte,  mit  unbestimmten  Integral- 
zeichen ausgestattete  Form  mindestens  für  die  «-gliedrige  Gruppe  ausgeschlossen,  weil  sich  dann 
sinuntliche  Integrationen  wirklich  in  geschlossener  Gestalt  ausfuhren  lassen  mfissen,  wie  diess  bei 
einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  umständlich  nachgewiesen  worden  ist  und  sieh  aoeh 


bei  höheren  Ordnungen  nachweisen  lasst.  Man  wird  zwar  immer  noeh  angestimmte  Integralzeichen 
haben  lc5nnen  in  der  allgemeinen  IntegralformeU  aber  es  wird  sich  die  ganze  ««gliedrige  Groppe  irra- 
tionaler Integrale  anter  einem  einzigen  Int^alzeichen  vereinigt  finden. 

Endlich  ist  noch  als  geschlossene  Form  die  eines  bestimmten  Integrales  zn  erwähnen.  Sie 
kommt  vor,  wenn  sich  die  Hilfsgleiehong  in  geschlossener  Gestalt  integriren  lasst,  was  nicht  allgemein 
zn  sein  braucht,  indem  hiezu  oft  ein  einziges  particulares  Integral  oder  ein  paar  solche  der  Hilfsglei» 
chung  hinreichen.  Für  den  mit  der  Natur  der  DUTerentialgleichungen  vertrauten  Analysten  bieten  die 
vorgetragenen  Integrationsmethoden  Mittel  genug,  die  geschlossenen  Formen  der  particulären  Integrale, 
so  oft  sie  vorhanden  sind,  entweder  einzeln  oder  gruppenweise  aufzufinden«  Dass  diess  manchmal  mit 
nicht  unerheblichen  Rechnungsentwickiungen  verknöpft  ist,  liegt  in  der  Natur  der  Sache  und  ist  bei 
den  algebraischen  Gleichungen  auch  nicht  anders.  Dem  Werthe  der  Methoden  selbst  kann  diess  aber 
keinen  Eintrag  thnn,  nnd  bewirkt  nur«  dass  die  Integration  einer  Difierenüalgleichung  in  der  Regel  zn 
betrachten  ist  als  eine  ernste  Unternehmung,  zn  der  sich  schwerlich  Jemand  entschliessen  wird  bei 
einer  willkürlich  erkiesenen  Differentialgleichung  ohne  sonstiger  wissenschaftlicher  Bedeutung,  die  man 
also  aufsparen  wird  zu  ernsten  Zwecken  der  Wissenschaftsforschung. 

S.  16. 

Systeme  von  mehrereo  linearen  Differentialgleichungen  mit  ebenso  vielen  abhiiigigen  nnd  einer 

unabhängigen  Veränderlichen. 

Die  Fälle  sind  zwar  nicht  selten,  wo  die  Auflösung  eines  mechanischen  oder  eines  physika- 
lischen Problemes  in  einer  einzigen  linearen  Differentialgleichung  enthalten  ist.  Noch  öfter  kommt  vor, 
dass  ursprunglich  zwar  mehrere  solche  Differentialgleichungen  vorliegen,  dass  man  sie  aber  durch  eine 
entsprechende  Behandlung  auf  eine  einzige  zurückzuführen  vermag,  von  der  Art  derjenigen,  deren 
Integration  bisher  den  Gegenstand  unserer  sorgfaltigen  Betrachtungen  bildete.  Allein  es  fehlt  auch  an 
anderen  Fallen  nicht,  wo  man  zu  Systemen  mehrerer  Differentialgleichungen  mit  einer  einzigen  unab- 
hängigen Veränderlichen,  die  entweder  die  Zeit  ist,  oder  eine  Coordinate,  gefuhrt  wird.  Ihre  Anzahl, 
die  auch  zugleich  die  Anzahl  der  abhängigen  Veränderlichen  ist,  damit  ein  bestimmtes  Problem  vor- 
liege, ist  zumeist  drei  oder  ein  Vielfaches  von  drei. 

Ein  Werk  über  die  Integration  von  Differentialgleichungen  kann  nicht  als  al^^chlossen  be- 
trachtet werden,  wenn  es  nicht  auch  die  Behandlungsweise  solcher  Systeme  lehrt  und  dieseUien  hie- 
mit  zn  ebenso  durchsichtigen  analytischen  Gebilden  macht,,  wie  einzelne  Differentialgleichnngen  sind, 
geradeso,  wie  auch  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  Systeme  von  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten  zu  berücksichtigen  hat,  und  es  ist  naturlich,  dass  nuin  bei  der  durchgreifenden  Aehn- 
lichkdl  dieser  zwei  verschiedenen  Wissenszweige  auch  an  dasselbe  Büttel  denkt,  das  vorgesetzte  Ziel 
zn  erreichen ,  ninlich  die  Elimination.  Und  in  der  That  Hesse  sich  diese  Jederzeit  in  einüBcher  Weise 
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SO  diircbfihren,  dass  ni£a  dabei  nicht  in  einen  unnützen  Reclienaafwand  Terwickelt  wird,  ao  wäre  et 
ganz  fiberflOssig,  nach  anderen  Mitteln  auch  nur  zn  Sachen. 

Es  ist  daher  erspriesslich ,  das  EUminationsproblem,  insofeme  es  auf  Systeme  tou  Diüsnin* 
tialgleichnngen  Bezog  hat,  vor  allem  Anderen  zum  Gegenstande  der  Betrachtungen  zu  erbdien. 

Um  von  dem  einfachsten  Falle  anzuheben,  nehmen  wir  an,  es  seien  nur  zwei  Differential* 
gleichungen  mit  nur  zwei  abhängigen  Veränderlichen  £  und  17 ,  und  einer  unabhängigen  x  gegeben, 
beide  der  Form  nach  linear  und  mit  variablen  Coefficienten.  Denn  das  Eliminiren  aus  Gleichungen  mit 
Constanten  Coefficienten  ist  schon  vielfach  in  Lehrbüchern  und  in  anderen  Werken  al^ehandelt  worden, 
daher  sich  hier  davon  absehen  lässt.   Die  zwei  Gleichungen  seien  : 

5&,£^^^  +  5G,.,Ä^^-)  -h +  3Go5  +  at^V^^  +  %.W^"^  + +%.V=^0 

(776)         '  '  i  t^^  fi^ 

x.„a^'^  +  5&..,£^"-)  + +x^  +  J.v^'^  +  J.^^v'"'^  + +  H^oi;  =  0 

in  ihnen  bedeuten  ^x «  %;.i t    ^ « %^* %9  'algebraische  und  ganze  Funetie- 

neu  von  x.  Um  nun  die  Eliminationen  irgend  einer  der  beiden  abhängigen  Veränderlichen,  z.  B.  der  £, 
zu  bewerkstelligen  und  zur  Eliminationsgleichung  in  rj  zu  gelangen ,  kann  man  auf  folgende  Weise 
verfahren:  Man  differenzire  die  erste  dieser  Gleichungen  cr-Mal  nach  allen  x,  so  bekommt  man  aus 
ihr  neue  Gleichungen  ö  an  der  Zahl,  die  mit  eben  dieser  ersten  zusammen  deren  a  +  1  geben.  Auf 
dieselbe  Weise  differenzire  man  die  zweite  A-Mal  nach  allen  x  und  man  wird  aus  derselben  und  mit 
ihr  >l  +  1   fernere  Gleichungen  haben,    die  mit  den  aas  der  ersteren  abgeleiteten   A  +  ^  +  2 

solche  geben,  in  denen  £,£',£" S!'^'*'^K  welche  ^  +  cJ  +  1  an  der  Zahl  sind,  vorkommen 

werden.  Man  eliminirt  sie  nun  aus  den  ^  +  a  +  2  Gleichungen  und  erhält  eine  einzige  Eliminations- 
gleichung, aus  welcher  Jede  Spur  von  £  verschwunden  ist.'  Auch  die  Ordnungszahl  dieser  letzteren 
lässt  sich  bestimmen.  Sie  ist  nämlich  offenbar  die  grössere  der  beiden  Zahlen  /i  +  a  uni  r  +  X. 
in  theoretischer  Beziehung  und  wenn  man  von  den  langwierigen  Rechnungen  absieht,  hat  dieses  Ver- 
fahren nicht  die  geringste  Schwierigkeit  und  es  ist  auch  klar,  dass  man  zu  einer  Eliminationsgleiehaig 
gelangen  werde  mit  Coefficienten  von  derselben  Beschaffenheit,  wie  in  den  vorgelegten,  nämlich  ganze 
algebraische  Functionen  von  x,  wenn  in  den  vorgelegten  Differentialgleichungen  solche  vorhanden  sind« 
Vermag  man  aber  aus  zwei  Gleichungen  Jede  Spur  einer  Veränderlichen,  etwa  £,  dureb 
Differenziren  und  Eliminiren  herauszuschaffen,  so  geht  diess  auch  mit  einer  beliebigen  Anzahl  n  von 
Gleichungen.  Man  eliminirt  nämlich  zuvörderst  £  aus  der  ersten  und  zweiten,  dann  aus  der  ersten 
und  dritten  u.  s.  w. ,  endlich  aus  der  ersten  und  n^^n  und  erhält  so  Eliminationsgleichungen  n— t,  in 

welchen  kein  £  mehr,  sondern  nur  ij,  <2,  vorhanden  sind.  Aus  diesen  n— 1  Gleichungen  elimH 

nirt  man  ebenso  jede  Spur  von  ij  u.  s.  w.,  bis  man  endlich  zu  einer  einzigen  Eliminationsgieiehug 
mit  nur  einer  einzigen  abhängigen  Veränderlichen  gelangt.  So  leicht  diess  aber  gesagt  ist,  so  mibe- 
voll  ist  meistentheils  die  Durchfuhrung  des  Verfahrens  selbst.  Auch  ist  damit  nicht  viel  gewonnen,  düs 
man,  anstatt  eine  Reihe  successiver  Eliminationen  der  verschiedenen  Variablen  vorzunehmen,   das  6e- 


scbift  mit  doem  etaudgen  Schlage  zu  beendigen  sacht,  hei  einem  Systeme  von  n  Differenttalgleichan- 
gea  mit  n  ahhängigen  Variablen,  etwa  bei  demjenigen,  das  wir  hier  in  kurzen  Andeutungen  auf- 
zeichnen, verfahrend  wie  folgt: 

ÄxÄ^^*+^X-.«^""+  •  •   •  +^oS.  +  'V('V'''+  •  •  •  +%V  +  S,<2"'^+  •  •   -1-2.2+  .     =0 

Äx5^^'+5tx..£^^-' + . . . .  +5C..5  +  %v^^^+  ■■+%v+  ?v2<''  + . . .  +  s.a+ . . .  -0 

Xi5^^>  +  3Gx-.5^-'^+  . . . .  +5G.5  +  %^r)^^^+  . . .  +%,i)  +  2,2*»^+  . . .  +S.2+  . . .  =0  ^'^ 

Der  Allgemeinheit  ist  hier  kein  Einirag  gethan  dadurch,  dass  in  allen  Gleichungen  X  der 
höchste  Differentiationsindex  von  £,  /x  jener  von  i;,  r  jener  von  2.  heisst,  weil  m<nn  jeden  anderen 
Sachverhalt  durch  Nullsetzen  einiger  der  %,  ^U,  £  genannten  Coefficienten  herbeifuhren  kann. 
Gewöhnlich  konunt  vor,  dass,  wenn  in  der  ersten  Gleichung  X  der  höchste  unter  allen  Differentia- 
tionsindices  ist;  dann  ist  in  der  zweiten  /x  der  grösste,  in  der  dritten  herrscht  v  vor  u.  s.  w.  Man 
differenzire  nun  eine  jede  der  vorgelegten  Gleichungen  so  oft,  dass  sie  dadurch  zur  Ordnungszahl 

.(is3^-|-jLi  +  r+ erhoben  wird,  also  in  dem  eben  erwähnten  gewöhnlichen  Falle  differenzire 

man  die  erste  /x  +  r  + =  J  —  AMal ,  die  zweite  X  +  v  + =  cj  —  juMal,  die  dritte 

X  +  fi  + =  a  —  i'Mal,  so  gewinnt  man  dadurch  neue  Gleichungen  (n —  i)  ö  an  der  Zahl, 

wdche  mit  den  vorliegenden  n  Gleichungen  im  Ganzen  (n  —  i)  a  +  n  machen.   Aus  ihnen  nun  hat 

man,  um  zur  Eliminationsgleichung  in  ^  zu  gelangen,  jede  Spur  von  £,  17,  w^zuschaffen.  Da 

aber  eine  jede  dieser  Variablen  (T-Mal  differenzirt  vorkommt,  mithin  a  +  i  zvl  eliminirende  Grössen 
darbietet,  so  sind  derselben  an  der  Zahl  ((T  +  1)  (n— l)=>(7(n— l)  +  n— 1,  mithin  um  eine  weni- 
fer  als  Gleichungen,  was  gerade  erforderlich  ist,  damit  man  zu  einer  einzigen  Eliminationsgleichung 
ia  £  gelange,  welche  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  <f  sein  wird. 

So  empfehlenswerth  dieses  Verfahren  seiner  Einfachheit  wegen  vom  theoretischen  Stand- 
imnete  aus  ist,  so  gross  sind  auch  seine  Nachtheile  in  practischer  Beziehung,  so  dass  man  nur  in  den 
dnfiichsten  Fällen  sich  entschliessen  wird,  davon  Gebrauch  zu  machen.  Die  Nachtheile  sied  dieselben 
wie  bei  dem  Eliminationsprocesse  aus  höheren  algebraischen  Gleichungen  und  zwar:  Erstens,  man 
sieht  sich  hier  und  dort  zu  ungeheueren  Rechnnngsentwicklungen  veranlasst  und  zum  Aufzeichnen  von 
Polynomen  von  riesenhafter  Ausdehnung  gezwungen.  Zweitens,  man  lauft  hie  und  da  Gefahr,  die  Elimi- 
nationsgleichnng  unnfitzerweise  zu  compliziren  und  dort  neue  Wurzeln,  hier  fremde  particul&re  Werthe 
dnzufähren,  welche  nicht  die  Eigenschaft  haben,  das  vorgelegte  System  von  Differentialgleichungen  zu 
erffillen.  Diess  macht  nicht  nur,  dass  man  dne  complizirtere  Eliminationsgleiehung  zu  integriren,  son- 
dern auch  die  geftandenen  Auflösungen  in  das  vorgelegte  System  zu  substituiren  und  diejenigen,  welche 
Bieht  genSgen ,  auszuscheiden  hat  Diese  Gefahr  ist  hier  bedeutend  grösser,  als  bei  den  algebraischen 
Gleichungen,  weil  sich  nadiweisen  lasst,  dass  höchst  selten  ein  au6  Gerathewohl  hingezeichnetes 
System  von  algebraischen  Gleichungen  nur  eine  sehr  geringe  Anzahl  von  Auflösungen  besitzt,  während 
dies«  bd  Differentialgleichungen  weit  öfter,  ja  gewöhnlich  der  Fall  ist  Diess  erregt  den  Wonsch,  He- 
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Ikoden  audasteUen ,  solche  STSteme  too  Differentialgleichiingen  direet  zn  integriren,  ohne  voreret  zur 
ElifflinatioD  schreiten  zu  müssen.  Hiemit  soll  jedoch  nicht  gesagt  sein,  dass  die  Bliminationsgleiehnng 
weiter  Iceinen  Werth  habe,  wenn  man  sich  bereits  im  Besitze  des  allgemeinen  Integrales  befindet, 
denn  wir  wissen,  dass  man  dieses  Letztere  vielfältig  in  einer  Form  haben  kann,  so  dass  es  weniger 
Werth  hat,  als  die  Differentialgleichung  selbst,  well  es  an  Undurchsichtigkeit  leidet  und  desshalb 
weniger  lehrt  als  diese,  dass  mithin  die  Differentialgleichung  selbst  immer  als  die  Urquelle  aller  Ein- 
sicht betrachtet  werden  muss.  Es  ist  jedoch  auch  von  einer  anderen  Seite  nicht  zu  übersehen ,  dass 
alle  tiefe  Einsicht,  die  wir  in  die  Natur  der  Genüge  leistenden  Werthe  bei  einer  vorgelegten  Differen- 
tialgleichung schon  durch  den  blossen  Anblick  derselben,  oder  mindestens  durch  eine  sehr  leichte 
Rechnung  nach  den  Gesetzen  der  Formenlehre  gewinnen,  lediglich  auf  der  Erkenntniss  der  Asymp- 
toten der  particularen  Integrale  beruhe,  dass  mithin  alles  Wunschenswerthe  geleistet  sei,  wenn  man 
erstens  im  Stande  ist  auch  die  Asymptoten  der  einem  Systeme  von  Differentialgleichungen  angehSrigen 
Auflösungen  entweder  ebenso  leicht  oder  wenigstens  mit  nicht  viel  mehr  Schwierigkeit  zu  bestimmen, 
und  zweitens,  die  in  diesem  Werke  auseinandergesetzten  Integrationsmethoden  in  Form  von  absteigen- 
den und  aufsteigenden  Reihen  und  in  der  von  bestimmten  Integralen  auch  auf  Systeme  von  Differen- 
tialgleichungen auszudehnen. 

Es  scheint  auf  den  ersten  Anblick,  als  ob  diess  schwieriger  sein  musste,  wie  bei  einer 
einzelnen  Differentialgleichung  und  ist  es  auch,  wenn  man  die  Ausdehnung  der  Rechnungen  berück- 
sichtigt Da  wir  indess  alle  analytischen  Erscheinungen,  die  im  Integrationsgeschäfte  bei  beliebig  ge- 
stalteten Differentialgleichungen  vorzukommen  vermögen,  auftnerksam  studirt  haben,  und  ihren  Einfloss 
auf  die  Gestalt  des  Integrales  vollständig  kennen,  und  da  die  Integration  eines  Systemes  von  Differen- 
tialgleichungen, weil  sie  derjenigen  der  Eliminationsgleichung  äquivalent  ist,  auch  zu  keinen  anderen, 
als  zu  diesen  wohlbekannten  Erscheinungen  fuhren  kann;  so  bewegen  wir  uns  hier  auf  keinem  frem- 
den, unbekannten  Gebiete,  sondern  auf  einem  sorgfältig  durchforschten  Terrain  und  sind  nur  höchstens 
genöthigt,  diejenigen  Sätze,  die  die  Formenlehre  über  den  Zusammenhang  aufgestellt  hat,  zwischen  der 
Gestalt  der  Differentialgleichung  und  jener  des  entsprechenden  particularen  Integrales,  hie  und  da 
umzukehren. 

Wir  haben  allgemein  bei  beliebig  gestalteten  Differentialgleichungen  mit  Coefficienten  der 
ersten  Classe  particuläre  Integrale  gewonnen,  die  z.  B.  bei  der  asymptotischen  Integration  erscheinen 
als  Produkt  einer  Exponentiellen  in  eine  Function  erster  Classe.  Die  aus  einem  Systeme  von  mehreren 
linearen  Differentialgleichungen,  wie  die  (777),  gezogene  Eliminationsgleichnng  ist  gleichfalls  eise 
solche  Differentialgleichung  mit  Coefficienten  der  ersten  Classe.  Mithin  besitzen  auch  ihre  particoliren 
Integrale  die  Form  eines  solchen  Produktes.  Man  denke  sich  nun  die  allgemeinen  Werthe  von  £,  i^, 
<?,  durch  wirkliche  Integration  der  ihnen  zogehörigen  Eliminationsgleichungen  bereits  gewonnen  ond 
in  das  vorgelegte  System  (777)  eingeführt  Ihnen  wird  dann  identisch  Genüge  geleistet  werden  nnd 
sammtliche  ersten  Theile  verwandeln  sich  durch  gegenseitiges  Aufheben  der  verschiedenen  Glieder  des 
Substitutionsresultates  in  Null.    Ein  solches  Aufheben  ist  nicht  denkbar  zwischen  Ansdrfieken,  welehe 


Tenchiedene  Biponenüalgrossen  als  Pkctoren  besitzen.  Es  kann  somit  nor  gnippenweise  stattfinden«  so 

zwar,  dass  all  die  verschiedenen  ans  £,  17,  2,  gezogenen  Glieder,  die  einerlei  Exponentialfaetor 

besitzen,  sich  je  für  sich  anf  Nnll  rednziren.  Die  verschiedenen  particulären  Integrale,  fOr  £,  17,  <2 
gewonnen,  lassen  sich  daher  zn  Systemen  zosammengehoriger  Werthe  gmppiren  nnd  es  gehören 
namentlich  diejenigen  zusammen,  die  einerlei  exponentiellen  Factor  besitzen.  Man  kann  also  den 
(777)  dadurch  Genüge  zu  leisten  suchen,  dass  man  £,  ?;,  (2, in  der  Form: 

voraussetzt,  mit  demselben  Factor  zweiter  Classe  e^^^  während   Sü^  ^U,  £, verschiedene 

Functionen  erster  Classe  sein  werden.  So  lange  nun  die  Gradzahl  des  9  ober  der  negativen  Einheit  ist, 
bestimmt  der  exponentielle  Factor  e^^,  der  überall  derselbe  ist,  das  Verhalten  der  successiven 
Differenfialquotienten  dieser  Variablen,  das  sohin  bei  allen  dasselbe  ist,  so  dass  man  allgemein  £'^\ 

^ix)^  ^ir)^ 3lg  2tt  einerlei  GrSssenordnnng  gehörig  ansehen  kann,  ein  Sachverhalt,  der  die 

Ermittlung  der  Asymptoten  der  verschiedenen  Genfige  leistenden  Werthe  erleichtert.  Man  verfahre 
nämlich,  wie  folgt:  Man  bilde  das  vorgelegte  System  der  Differentialgleichungen  und  zwar,  Gleichung 
um  Gleichung  vornehmend,  das  den  Coefficientenbau  umspannende  Polygon,  indem  man  hiebei  keine 
Ricksicht  nimmt  auf  den  Namen,  den  die  abhängige  Veränderliche  trägt,  gleichviel,  ob  sie  £,  1;, 

<2, ist,   ermittle  also  den  höchsten  Differentialquoüenten,  ohne  nach  dem  Namen  zu  fragen,  den 

er  trägt.  Er  sei  ^  So  hat  man  senkrecht  auf  die  Abscissenaxe  Linien  A  an  der  Zahl  zu  ziehen  und 
auf  denselben  als  Ordinaten  aufzutragen  die  Gradzahlen  der  höchsten  GoeSIcienten ,  die  irgend  einem 

^tra,  A— i*^B,    Differentialquotienten  von  £,  y;,  2, angehören.    Finden  sich  zwei 

solche  Goeflicienten  von  gleicher  Gradzahl,  so  kann  diess  der  Rechner  zu  seiner  Orientirung  bemer- 
km,  zugleich  mit  dem  Namen  der  abhängigen  Veränderlichen,  zu  welchen  sie  gehören.  Eine  auf 
diese  Weise  bezeichnete  Ordinate,  gehörig  zu  verschiedenen  Differentialquotienten  derselben  Ordnung, 
wollen  wir  fernerhin  eine  doppelte,  dreifache  u.  s.  w.  Ordinate  nennen.  Die  Endpuncte  aller  solchen 
Ordinaten  werden  durch  gerade  Linien  verbunden  und  von  allen  so  entstehenden  Polygonen  die  ein- 
gehenden Winkel  abgeschnitten,  wodurch  sich  das  Polygon  der  ersten  Bestandgleichung  (777)  ergibt. 
Man  ermittie  nun  auf  die  bekannte  Weise  die  repartirten  Ansteigungszahlen,  die  einer  jeden  Polygon- 
seite angehören,  und  bemerke  sie  der  Reihe  nach  von  der  grössten  angefangen.  Man  verfahre  nun  auf 
gleiche  Weise  mit  der  zweiten,  dritten,  n^  der  Differentialgleichungen,  die  bezuglichen  Anstei- 
gungszahlen der  Reihe  nach  aufzeichnend.  Eine  jede  Repartitionszahl  9  nun,  welche  allen  n  Gleichun- 
gen gemeinschafUich  ist,  vermag  als  Gradzahl  einer  oder  mehrerer  der  Functionen  9  angenommen  zu 
werden,  mit  der  hinzugefügten  Bemerkung  jedoch,  dass  eben  die  Repartitionszahl  9  auch  bei  einer 
odor  mehreren  der  Differentialgleichungen  fehlen  darf,  wenn  sie  ersetzt  ist  durch  eine  vielfache 
Ordinate,  welche  zwei  Polygonseiten  von  einander  scheidet,  denen  die  Gradzahlen  r  und  l  zukommen, 
so  dass  r  >  a  >  f  besteht.    Eine  solche  vielfache  Ordinate  nämlich  vermag  die  Polygonseite  mit  der 
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Ansteigongszahl  $  zn  ersetzen,  ist  also  mehreren  Tersehiedenen  Ansteigongen  äquivalent,  weil  swi- 
sehen  den  Zahlen  r  nnd  t  nebst  dem  noch  mehrere  verschiedene  Ansteigongszahlen  li^en  ktnneo. 

Hat  man  auf  diese  Weise  all*  die  verschiedenen  Zahlen  a  von  der  grSssten  angefimgoi«  ik 
als  Gradzahlen  der  verschiedenen  ^  gelten  können,  errungen,  so  suche  man  sich  all  die  versdüede- 
nen  Functionen  9  zn  verschaffen,  denen  ein  und  dasselbe  9  angehört.  Diess  geschieht  bei  rinzdoei 
Differentialgleichungen  durch  Au&ählung  der  CoeSicicntenpaare,  zu  denen  ein  und  dasselbe  t  geMrt 
Dann  aber  wird  der  Unterschied  zwischen  den  verschiedenen  9,  der  in  dem  Werthe  eines  daxu 
gehörigen  Coefficienten  liegt,  durch  Auflösung  einer  höheren  Gleichung  festgestellt.  Hier  ist  die  Sadic 
etwas  schwerer;  man  hat  nämlich  aus  einem  Systeme  von  mehreren  algebraischen  Gleichungen  u 
eliminiren  und  die  Gradzahl  der  hiezu  gehörigen  Eliminationsgleichung  mit  den  zogehörigen  WerUwi 
zu  beräcksichtigen.  Das  Verfahren  ist  nämlich  folgendes:  Man  denke  sich  9  in  der  abstdgmden 
Reih^nform: 

C^)  (j^  =  Aaf  +  Bz"'  + 


und  betrachte  gewisse  Factoren  S,  93,  C  als  beziehlich  zu  den  Variablen  £,  1;,  <2, 

gehörig  und  gehe  jetzt  von  Gleichung  zu  Gleichung,  indem  man  in  einer  jeden  von  ihnen  nor  db 
höchsten  Glieder  derjenigen  Coefficienten  in  Betracht  zieht,  welche  mit  ihrer  Gradhöhe  digenige  Seiti 
des  normalen  Polygones  errdchen,  dem  eben  die  Ansteigungszahl  $  zukommt.  Die  Potenzen  von  x 
denen    diese   Glieder  proportional  sind,    werden  weggelassen    und   die   als  Factoren   erscheineBdei 

Differentialquotienten  von  £,  1;,  <2,  wenn  sie  z.  B.  e}^\  rf^^K  sind,  ersetzt  durch ftä' 

93w4^,  Man  gewinnt  hiemit,  wie  schon  gesagt,  ein  gewisses  System  von  algebraischen  Glei 

chungen,  linear  nach  S,  16,  C,  und  einem  höheren  Grade  angehörig  nach  il,  die  aber  ihre 

Form  nach  zur  Bestimmung  von  8C,  SB,  S,  nicht  dienen  können,   weil  sie  kein  von  dieaei 

Unbekannten  freies  Glied  besitzen,  aus  denen  man  aber,  die  Relationen  tz-,  tt,  eliminirendt  a 

einer  höheren  Gleichung  in  A  gelangen  wird,  deren  von  der  Nulle  verschiedene  Wurzeln  ihrer  Zahl 
nach  die  verschiedenen  9  und  den  daraus  gezogenen  Werthen  von  A  nach  die  Anfangsglieder  liefen 
werden,  die  zu  eben  diesem  9  gehörig  sind. 

Zur  Begründung  dieses  Verfahrens  dienen  dieselben  Betrachtungen ,  die  wir  im  S.  4  bis  S.  I 
der  Formenlehre  angestellt  haben.  Nach  gehörig  durchgeführter  Substitution  nämlich  der  obangefikrtei 

Werthe  für  £,  1;,  <2,  in  eine  jede  beliebige  der  Gleichungen  (777)  soll  eine  Reduction  auf  Nil 

stattfinden.  Es  erscheint  aber  offenbar  auch  das  Substitutionsresultat  ganz  in  derselben  Form  wie  dii 

für  £,  1;,  (2,  aufgestellten  Werthe,  namlieh  in  der  eines  Produktes  einer  ExponentieUen  e^ 

in  eine  absteigende  Reihe.  Soll  also  eine  Reduction  auf  Null  denkbar  sein,  so  müssen  in  dieser  letz- 
ten mindestens  zwei,  wenn  nicht  mehr  Glieder  mit  einer  und  derselben  höchsten  Potenz  von  a 
erscheinen,  die  sich  gegenseitig  aufheben.  Diess  ist  aber  nur  bei  gewissen  Gradzahlen  a  der  W%mläm 
9  möglich  und  zwar,  wenn  solch*  ein  identisches  Aufheben  der  höchsten  Glieder  nicht  nur  bei  eine 


soBdera  fiberhanpt  bei  allen  61  Übungen  (777)  stattfinden  soll,  gerade  bei  deqjenigen  Werthen  von  «, 
die  dnreh  das  obangerfibrte  Verfahren  aufgefanden  werden. 

Um  diess  genau  einzusehen ,  bedenice  man,  dass  wenn  8C,  9,   S die  endliehen 

oder  unendlichen  Grenzen  sind,  denen  sieh  die  Ausdrucke  (778)  bei  dem  fortwährenden  Wachsen  von 

X  nähern,  auch  ganz  allgemein  e,^^\  i;^^', zu  Grenzen  die  Produkte  haben:  ^A^u^^  9^%^', 

anter  u  eben  den  sehr  gross  und  gleichsam  unendlich  gedachten  Werth  von  x  verstanden.  Die  succes- 

siven  Dilferentialquotienten  der  Variablen  £,  rj,  ^,    wachsen  also  übereinstimmend  je  um  < 

Etaheiten  in  der  Gradzahl,  und  trägt  man  diese  Gradzahlen  oder  ihre  Differenzen  ebenso  wie  jene  der 
Gleichungscoefficienten  als  Ordinaten  auf  und  verbindet  ihre  Endpuncte,  so  hat  man  eine  gerade  Linie. 
Der9  Klarheit  wegen  mag  man  sich  diese  Ordinaten  über  einer  andern  Abscissenaxe  und  zwar  von  oben 
nach  unten  construirt  denken,  während  die  des  den  Coefficientenbau  umspannenden  Polygones  nach 
aufwärts  aufgetragen  sind.  Zugleich  mag  die  gerade  Linie  ganz  ober  dem  normalen  Polygone  liegen. 
Nähert  man  jetzt  die  oben  liegende  gerade  Linie  in  zu  sich  selbst  paralleler  Bewegung  dem  unteren 
Polygone  bis  zur  Berührung,  so  wird  diese  entweder  an  einer  Ecke  des  Polygones,  oder  an  einer 
Polygonseite  stattfinden  und  im  ersten  Falle  wird  diese  Ecke  entweder  einer  einfachen  oder  einer 
Doppelordinate  entsprechen,  mithin  entweder  einem  einzigen. oder  mehreren  Gliedern  des  Gleichungs- 
polynomes  angehSrig  sein.  Da  nun  die  Summen  der  einander  entsprechenden,  in  dieselbe  Verticale 
fiiHeoden  Ordinaten  der  von  oben  berabgezählten  der  geraden  Linie  und  der  von  unten  hinaufgemesse* 
nen  des  Polygones  die  Ordnungszahlen  geben,  zu  denen  die  einzelnen  Glieder  des  Gleichungspolynomes 
geh6rig  sind,  so  entsprechen  der  Ecke  des  Contactes  oder  der  Polygonseite,  wo  ein  solcher  stattfindet, 
alle  diejenigen  Glieder  des  genannten  Gleichungspolynoms,  die  einerlei  höchste  Ordnungszahl  gleich  dem 
AbStande  der  beiden  Abscissenaxen  besitzen.  Ist  nun  nur  ein  einzelnes  solches  Glied  vorhanden,  was 
dann  der  Fall  ist,  wenn  an  einer  Contactecke  nur  eine  einfache  Ordinate  besteht;  so  bleibt-  diess  noth- 
wendig  das  vorherrschende  des  ganzen  Sobstitutionsresultates  und  es  ist  an  eine  Aufhebung  sämmtlicher 
Glieder  bis  zum  Identischwerden  nicht  zu  denken.  Findet  die  Berührung  an  einer  Polygonseite  statt, 
80  sind  nothwendig  mehrere  Glieder  von  gleich  hohen  Ordnungszahlen  vorhanden,  deren  höchste  Be- 
standtheile  sich  auf  eine  oder  mehrere  verschiedene  Arten  aufheben  kfinnen,  wodurch  die  Möglichkeit 
des  Identischwerdens  gegeben  ist,  ohne  jedoch  die  Noth wendigkeit  genügend  zu  begründen.  Findet 
endlich  der  Contact  statt  an  einer  Ecke,  der  eine  vielfache  Ordinate  entpricht,  so  bestehen  abermals 
mehrere  höchste  Glieder  von  gleicher  Ordnungszahl,  die  sich  gegenseitig  aufheben  können,  aber  die 
an  dieser  Ecke  berührende  Gerade  hat  keine  bestimmte  Richtung,  und  kann  vielmehr  alle  diejenigen 
Richtungen  annehmen,  die  zwischen  den  Richtungen  der  beiden  an  dieser  vielfachen  Ecke  zusammen- 
stossenden  Polygonseiten  mitten  inne  liegen.  Diese  geometrischen  Betrachtungen  rechtfertigen,  gehörig 
beherzigt,  das  oben  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Ermittlung  und  Sonderung  der  particulären 
Werthe,  die  ein  System  von  Differentialgleichungen  erfSlIen  können,  und  zwar  untersdieiden  sich  diese 
particulären  Integrale  von  einander  zunächst  durch  die  Gradzahlen  der  ihnen  entsprechenden  Functionen  ^, 
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und  di^eDigen,  denen  einerlei  Gradzahl  dieser  Art  angehörig  ist,  durch  die  Cioefficienten  de 
Anfangsglieder  eben  dieser  Functionen  9. 

Hätte  man  nur  eine  einzige  Differentialgleichung  zwischen  einer  abhangigen  Veränderlichen . 
und  einer  unabhängigen  x  vorliegen,  so  wurde  sieh  an  die  Sonderung  der  particulären  Integrale  to 
einander  in  der  Regel,  oder  wenigstens  gelegentlich  eine  zweite  Rechnung  anknüpfen,  eine  Transfoi 
mation  nämlich,  die  das  Abscheiden  eines  Factors  zweiter  Classe  zum  Zwecke  hat  Auch  bei  Systeme 

von  Differentialgleichungen  mit  mehreren  abhängigen  Veränderlichen  £,  7;,  ^,  kann  man  di 

vollständige  Integration  und  namentlich  die  asymptotische  durch  Abscheiden  des  Factors  zweiter  Class 

ans  einer  Gruppe  Genüge  leistender  Werthe  £,  i;,  <2,  vorbereiten.  Die  Transformationsmelhod 

ist  bei  einem  einzigen  Gleichungspolynome  in  der  Transformationslehre  umständlich  und  ersdiSpfeiM 
auseinandergesetzt  worden  und  kann  unmittelbar  und  beinahe  ungeändert  auch  auf  Systeme  von  Glel 
ehungen  übertragen  werden.  Der  Unterschied  besteht  nämlich  unter  Voraussetzung  der  linearen  Fori 
nur  darin,  dass  man  bei  einer  jeden  der  zu  einem  solchen  Systeme  gehörigen  Bestandgleichongei 
nicht  ein,  sondern  mehrere  Gleichungspolynome  zu  transformiren  hat,  und  zwar  durch  Substitotionei 
die  in  den  Factoren  zweiter  Classe  übereinstimmen.  Ein  Polynom  in  £,  ein  zweites  in  17,  ein  dritte 
in  (2  u.  s.  w.  Den  Weg  der  übrigen  Rechnung  trifft  man  leicht,  wenn  man  den  zu  erreichoid« 
Zweck  im  Auge  behält,  vollständige  Abscheidung  nämlich  des  Factors  zweiter  Classe,  der  sieh  dord 
einen  Abfall  von  mindestens  Einer  Einheit  in  der  Gradzahl  in  den  Endcoeffidenten  jedesmal  kund  glM 

8.  17. 

Integration  von  Systemen  linearer  Differentialgleichungen  in  Form  von  aufsteigenden  Reiheii 

Wenn  man  bei  einer  gegebenen  einzelnen  Differentialgleichung  zwischen  nur  zwei  Variable] 
X  und  y  das  den  Coeffieientenbau  umspannende  Polygon  gehörig  in  Betracht  gezogen  und  demseU)ei 
die  exponentiellen  Asymptoten  der  particulären  Integrale  entnommen  hat,  schreitet  man  gewöhnlich  zi 
denjenigen  Aufschlüssen,  welche  die  Zusammensetzung  der  Anfangscoefficienten  aus  Factoren  x  —  1 
bietet.   Man  fangt  gewöhnlieh  damit  an,   in  der  vorgelegten  Differentialgleichung: 

den  ersten  Coefficienten,  nänflich  0X^,1  in  seine  einfachen  Factoren  dieser  Art  zu  [zerlegen,   untersu^l 

dann,  ob  sich  nicht  einige  derselben  in  den  folgenden  Coefficienten  d&^i,  dG;,.,,  vorfinden,  unc 

bildet  sich  daraus  das  neue,  die  Zusammensetzung  aus  einfachen  Factoren  bezeichnende  Polygon.  Uli 
ermittelt  ferner  die  Werthe  derjenigen  mit  k  bezeichneten  Exponenten,  die,  den  einzelnen  Faotorei 
des  ersten  Coefficienten  entsprechend,  pcrticuläre  Integrale  geben,  die  für  einen  endlichen  Werth  vo 
X  unstetig  zu  werden  vermögen  und  in  ihrer  gelegentlich  vorhandenen  ganzen  Beschaffenheit  oft  auci 
logarithmische  Transcendenten  kennzeichnen.  Man  hat,  so  verfahrend,  die  aufsteigende  Integration  nac 
Potenzen  der  Factoren  des  ersten  Coefficienten  vorbereitet  und  ist  gefasst  auf  die  analytischen  Ersehei 
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nungeo»  die  die  Rechnnng  unlerbreehea  Ironnen  darch  Auftreten  eines  anendlichen  Coefficientenwerthes, 
weise  sie  zu  deuten,  und,  wenn  diess  nothwendig  ist,  aacli  zu  vermeiden. 

Diese  alles  lasst  sieh  bei  Systemen  linearer  Differentialgleichnng  von  der  im  vorigen  Pära- 
grapbe  angeffihrten  Form  (777)  nieht  mehr  aasfähren,  denn  man  hat  die  BUminationsgleiehang  nieht, 
mithin  Icana  man  aneh  ihre  Coeffidenten  nicht  in  Fftctoren  zerlq;en.  Man  konnte  sie  zwar  bilden  and 
zwar  nach  Belieben  ganz  oder  theilweise  vom  ersten  Coefficienten  angefangoi;  man  that  diess  aber 
nicht  ans  wichtigen  Granden  and  schreitet  lieber  direct  zur  Entwicklang  der  Genfige  leistenden  Systene 
von  Werthen  in  aufsteigende  Reihen,  aus  den  Erscheinungen  des  Calculs  auf  die  Beschaffenheit  der 
Eliminationsgleichung  sowohl,  wie  auf  gewisse  andere,  damit  im  Zusammenhange  stehende  Umstände 
rfickschliessend.  Wer  das  Verfahren  bei  einer  einzelnen  Differentialgleichung  grundlich  kennt,  für  den 
hat  auch  die  Integration  eines  ganzen  Systemes  von  Differentialgleichungen  mit  ihren  analytischen 
Erseheinungen  nichts  Schwieriges  und  Befremdendes.  Wir  schreiten  also  fortan  zu  ihrer  Auseinander- 
setsottg  und  le^^n  uns  gleich  ein  System  von  n  Differentialgleichungen  mit  n  abhängigen  Veränder- 
lichen £,  tft  (2  and  einer  unabhängigen  x  vor,  nämlich  das  (777)  des  vorigen  Paragraphes,  indem 
wir  der  Kurze  wegen  die  n  Gleichungspolynome  mit  P,  Q,  A,  bezeichnen,    so  dass  also  das 

System : 

p  =  0,    0  =  0,    11  =  0 ^  ( 

ist  Denkt  man  sich  jetzt  die  Variablen  £,  1;,  <2  ersetzt  durch  beliebige  nach  Potenzen  von  x  —  a 
aufsteigend  geordnete  Reihen,  gleichgiltig,  ob  sie  Integrale  darstellen  oder  nieht  und  ob  a  ein  unstetig 
machender  Werth  ist  oder  nicht,  etwa  durch  die  folgenden: 

(x  —  aV 
£  =  x  +  f(x^a)  +  x"  ^      ^     ^    +  ( 

(x  —  aV 
1;  =  9  +  9'  (X  -  «)  +  r  "^ ^— ^  +  

a  = «  +  a'  (X  -  «)  +  a"  ^^-^^'  + 


S|pd  femer  auch  die  ganzen  und  algebraischen  mit  d&,  ^U,  %  bezeichneten  Coefficienten 
auch  auf  diese  Form  gebracht,  so  erseheinen  auch  die  Substitutionsresultate  in  eben  derselben  aufstei- 
genden Reihenform,  nämlich: 

P  =  P  +  P'(x  -  a)  +  F'  ^^  ~  ^^'  +  ( 

(x  —  aV 

(x  —  aV 
A  =  R  +  R'(x    -  ä)  +;R''  ^^ —  + 
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und  es  bedeuten  hier:  r,  r*,  r",  ....  tf,  tf\  f,  , . . .  i,  i\  i\  . . , .  V.Jf.V,  , . .,  Q,  0',  0", . .    . 

R.  R',  R",  ...  da^enige,  was  aus  £,  £\  ST t).  r)\  i\  . . . .  2»  2',  5",  . . . .  P.  P',  P",  . . . . 

Q^  Q\  Q" Rn  R\  R'\  wird,  wenn  man  anstatt  x  die  Grosse  a  substituirt.  Diess  ist, 

wie  gesagt,  der  Fall,  was  aueh  immer  für  Werthe  von  der  Form  (781),  anstatt  £,  i;,  <2  gesetzt 
werden.  Sind  es  Genüge  leistende  Werthe,  dann  besteht  für  sie  das  folgende  System  von  unendlich 
vielen  Bestimmnngsgleichungen: 

P  =  F  =  F'  =  =  0 

(783)  Q  =  Q'  =  Ö"= =0 

R  =  R'  =  R'  =   =0 


für  die  in  £,  i;,  <2, vorkommenden  Reihencoefiieienten.   Der  im  Integrationsgeschäfte  befangene 

Rechner  hat  sie  gruppenweise  in  Betracht  zu  ziehen  und  zur  Coefficientenbestimmung  zu  benfitzen.  Die 
erste  Gruppe  von  n  Gleichungen,  bei  der  er  die  Rechnung  anzufangen  hat,  ist  die: 

(784)  P  =  0,    0  =  0,    R  =  0,  


.j'i 


oder  mit  Rucksicht  auf  die  Bedeutungen  von  P,  Q,  A,  die  aus  dem  Systeme  (777)  gezogen 

sind  und  die  daraus  abgeleiteten  von  P,  Q,  R, unter  der  Annahme,   dass  allgemein:   X,  Y, 

Z,  dasjenige  bedeutet,  was  aus  X,  Y,  ^, für  x  =  a  wird : 

P  =  Xxr*  +  Xx.,r'^^-*^+ +X,r  +  Y,v^I*)+ +Y.9  +  Z,j'»^+ +Z,j+ 

1        i  1  11'  11  1 

(785)  0  =  X;tr^^^  +  Xx_.)r'^-'+ +X,r  +  Y^t>(l»>+ +  Y.j>+Z.j"'^+ +Z.J+ 

ttt  tt*  tt  t 

R=Xxr  ^>+Xx_.r^-)+ +X.r +  ¥„»,(!*)+ +Y.9  +  Z,}'»^+ +Z.j+  .... 

»8»  t»"  SS  3 

Sie  dienen  augenscheinlich  zur  Bestimmung  der  Reihencoefficienten  r^\   9^^*^  ;(«>  in  linearer 

Function  der  ihnen  vorangehenden  Reihencoefficienlen ,  die  alle  kleinere  Differentiationsindices  tragen, 
nämlich : 

r,  f ,  r", x^"\  V.  i.  V". V^»''"*^  J.  a'»  J". i^*"*^ 

und  die  A  +  jLc  +  r  + =  (T  an  der  Zahl  sind,  und  man  wird  diese  Bestimmungsgleichungen 

behufs  ihrer  Auflosung  nach  den  Unbekannten  x^^\  9^!^\  i^^\ zweckmassig  hinstellen,  wie  folgt: 

Xxr^^^  +  Y^l^^I^)  +  Z,jf»)  +  =L 

(786)  Xxr^^^  +  Y^v^l^^  +  Z.j^'')  +  =  M 

Xxr  ^^  +  YJ^^  +  Z.j^'»)  +  =N 


Die  Bedeutungen  von  L,  M,  N,  sind  hier: 
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L=  _Xx..r^^-0-  .    . .  _X^_  Y,_.v«I-«5  _....-  Y.v  -  V.jf-o  ^  . . . .  _  Z.J  -  . . . . 

1  1  1     *  11  1 

M=^-Xx_.r(i-^-....-X.t-Y,_.v<!-"-  ....  _Y.9-Z...j"-0_  ....  -Z.j-.... 
N=-Xx_.r^^-'-....-X,t-Y,_.9<!'--'-  ....  -  Y^^-Z^^jf»-^-  ....  -  Z.j-.... 

t  I  I      ■  s  ■  « 

Diess  wäre,  wie  gesagt,  die  ersre  Gruppe  von  Bestimmongsgleichnngen.    Die  übrigen  sind 
alle  in  der  einzigen : 

pw  =  0,    0"-' =  0.    R<'->=iO,     

enthalten  und  gehen  ans  ihr  hervor,  wenn  man  r  der  Reibe  nach  die  natürlichen  Zahlen:  i,  2,  3 

bedeuten  lässt.  Man  erhält  diese  Hanptgruppe,  die  alle  übrigen  repräsentirt,  durch  rmaliges  DiSeren- 

ziren  der  Polynome  P,  Q,  R, ....  und  nacbherige  Verwandlung  aller  C,  t),  2 X^  '\i,  %, 

in  r,  9,  j,  X,  Y,  Z,  Bildet  man  sie  auf  diese  Weise  und  ertheilt  ihr  noch  fiberdiess 

dicäenige  Gestalt,  die  der  ersten  (786)  verliehen  worden  ist,   indem  man  nur  die  r,  9,  ),  mit 

dem  hSchsten  Differentiationsindex  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  belässt  und  die  übrigen 
Glieder  alle  auf  die  andere  Seite  trägt,  so  erhält  man: 

X^^t'.X+r)  _,_  Y,l?f!'+'->  +  Z,j(»-^-i  +  =  L, 

Xxt<^^  +  Y^^(l*+'-5  +  Z,j(»^'  +  =  M,. 


XjjciX+r)  ^  Y^^^l^+'-)  +  Z,}'»*»-'  + =  N,. 

Lr,  Mr,  Nr,  sind  hier  folgende  Werthe: 

L,  =  -  [Xi..  +  rXx]  r'^^-5  -  [y^..  +  rY^]  j^fJ'^'-)  -  [z...  +  rZ,]  j^»^-» 

-  [y„_.  +  ry^..  +  ^:^^  y;]  v'!^^-'  - 

-  [z._.  +  rz;_.  +  "^^^  z;]  a^'*-'  - 

-  [y,..  +  ry;..  +  !fcl>  y;..  +  '.^r^=^  y;]  ,(.->  - 

-  [z.^  +  rz;..  +  '^J^  z;..  +  !:^:^>^>  z;] ,-.-)  _ 

-    XWr  -  YJ-J^  -  ZWj  -  


(788) 


(78») 
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M,  =  -  [Xx..  +  rXx]  r'^^->  -  [Xx-,  +  rXx-.  +^^^^^  Xj]  r<^*--' 

-  [yi^-+''Yv]t>^''''""-[yi*-. + »-yv-'  +  "^^^r^  y;]  ^^'^^'^-^ 

-  [z,_.  +  rz;]  jf»^-'-  [z,_.  +  rz;_.  +  r^lzii)  z;]  j<>^-' 

-  [y,..  +  rYv_.  +  ^-L^^^  y- _.  +  -<-  -  ;>f  -  ^>  y:]  ,C,..-.) 
_  [z,..  +  rz;..  +  r<!Lzii)  z;_.  +  ^--;>f-^>  z;] ,-- •> 

-  XWy  -  Y^V  -  Z«j  -  

N,  =  -  [Xx_.  +  rX'x]  r^^^'--'^  -  [Xx^  +  rXx..  +  ^^^^"^  ^^]  ''^""~" 

-  [y^_.  +  rY,,]  lj^l*+-''  -  [Yj,_  +  rY;_,  +  *^*' ~  ^^  Y;]  „(|»^-' 

-  [z,_.  +  rz;]  jf»^-)  -  [z,_.  +  rz;..  +  '^*'~  *^  Z'i]  r»*-' 

-  [xx-.  +  rxu  +  ^^^  XL.  +  '•^'•-;^f-^^  xr]  ,a.-., 


(ji+r-») 


-  [z...  +  rz;..  +  r«^  z;..  +  '•<-  -  '>j'  -  '>  Z7] » 


,(»+r-aj 


-  x(;))c  -  YJ-)^  -  zir^j 


Den  Formeln  (786)  nnd  letztgewonnenen  noch  allgemeineren  (788)  lassen  sich  bereits  einige 

Folgemngen  entnehmen.   Die  ersten  nämlich  bestimmen,  wie  schon  gesagt:  xf^\  p^H-^  j^'\  in 

Function  der  vorangehenden  Reihencoefficienten,  ö  an  der  Zahl.  Denkt  man  sich  zudem  in  der  Gruppe 

(788)  r  zuvörderst  durch  die  Einheit  ersetzt,  so  bestimmen  sie  r'^^*\  9^"^"*^*',  j^**"*\  ebenfalls 

in  linearer  Function  der  f^\  i^^^K  j'*^ und  noch  überdiess  derselben  vorangehenden  Reihen- 

coefficienten  a  an  der  Zahl,  durch  welche  auch  x'^\  t)^."^\  j''*-  ausgedrückt  worden  sind,  mithin  in 
letzter  Instanz  in  linearer  Function  dieser  a  letzteren  allein.  Die  sodann  für  r  =  2  gedachten  Bestim- 
mungsgleichungen (788)  bestimmen  auf  dieselbe  Weise  r^^* ,  t)  J^^'\  j ""'^  und  zwar  in  letzter 
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Instanz  in  Fonetion  derselben  0  Grossen  n.  s.  w.,  so  dass  sich  mithin  ganz  allgemein  nnd  ffir  jedes 

r  if^^^  '^^^^\  j^"^^ als  lineare  Ausdrucke  ergeben  nach  r,  f, r^"*;  9,  p' ^^^■^*\ 

},  j',  §^*""'\  deren  Anzahl  gleich:  A  +  /i  +  r+ =ct  ist,  zu  deren  Bestim- 
mung keine  Gleichung  vorliegt,  die  mithin  eben  so  viele  willkürliche  Constanten  der  Integration  vor- 
stellen, enthalten  sowohl  in  dem  Werthe  von  £,  wie  auch  in  jenen  vom;,  <2,  wie  sie  durch  Werth- 

bestimmung  der  CoeSicienten  aus  den  Formeln  (781)  hervorgehen,  die  man  sich  dann  nach  diesen 
Constanfen  geordnet  denken  kann.  Hier  kann  man  bereits  auf  die  Beschaffenheit  derjenigen  Bliminations- 
gleichungen  einen  Ruckschluss  machen,  die  man  aus  dem  vorgelegten  Systeme  (777)  gewinnt  Im  Allge- 
meinen   ist  jede    derselben,    nämlich  die  nach  £,  1;,  ^,    von  der  Ordnungszahl  ^,  d.  b. 

man  bekömmt  die  Ordnungszahl  der  Bliminationsgleichnng,  wenn  man  die  höchsten,  in  den  einzelnen 
Bestandgleichungen  vorkommenden  und  beziehlich  zu  den  Variablen  £,  1;,  (2,  gehörigen  höch- 
sten Differentiationsindices  A, /x,  i?,  addirt.  Diess  erschliesst  man  aber  auf  folgende  Weise: 

Eine  jede  Differentialgleichung  der  n^^  Ordnung,  aufsteigend  nach  Potenzen  von  a?  —  a  integrirt,  gibt 
ein  Integral  mit  n  willkürlichen  Constanten,  nicht  mehr  und  auch  nicht  weniger,  welehe  nach  eben 

denselben  linear  ist.  Wenn  mithin  umgekehrt  ein  Ausdruck,  wie  die  für  £,  1;,  <2 gewonnenen, 

solche  Constanten  in  linearer  Form  n  oder  0  an  der  Zahl  enthält  und  wenn  man  noch  uberdiess  weiss, 
dass  er  durch  eine  Differentialgleichung  gegeben  ist,  die  von  diesen  Constanten  keine  Spur  enthält,  so 
ist  diese,  wenn  gleich  unbekannte  Differentialgleichung  nothwendig  von  der  Ordnung  n  oder  0  und 
auch  von  linearer  Form. 

Diess  gilt  allgemein,  in  specielleu  Fällen  jedoch  kann  es  sich  ergeben,  dass  aus  den  Aus- 
drucken für  £,  7;,  (2 wenn  auch  nicht  allen,  doch  mindestens  einigen  unter  ihnen  gewisse  der 

bezeichneten  Constanten  von  selbst  herausfallen.  Ist  dann  die  Anzahl  der  fibrigbleibenden  in  irgend 
einem  dieser  Werthe  noch  vorhandenen  Constanten,  z.  B.  £,  nicht  mehr  (T,  sondern  r,  so  ist  auch  die 
Eliminationsgleichung  in  £  nicht  mehr  nothwendig  von  der  Ordnung  er,  sondern  nur  von  der  Ordnung  r; 
und  hätte  man  sie  durch  das  wirklich  eingeleitete  Eliroinationsverfahren  mit  der  höchsten  Ordnung  a 
erhalten,  was  sehr  möglich  ist,  ja  sogar  gewöhnlich  vorkommen  wird,  so  hätte  man  a—T  neue  par- 
ticuläre  Integrale  durch  überflüssiges  Eliminiren  eingeführt,  die  dem  vorgelegten  Systeme  fremd  sind, 
und  die  man  in  der  Folge  auszuscheiden  hätte.  Sie  werden  bei  dem  directen  hier  eingeleiteten  Integra- 
tionsverfabren  jedesmal  vermieden. 

Es  ist  bisher  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  das  aufgelöste  System  der  Glei- 
chungen (788)  wirklich  für  die  Unbekannten  r^^\  X)^^\  j^*\ bestimmte  Werthe  liefere.  Im  All- 
gemeinen wird  diess  wirklich  so  kommen ,  und  nur  für  specielle  Werthe  von  a  kann  es  aufboren  der 
Fall  zu  sein,  und  findet  diess  eiMmi  bei  der  ersten  Gruppe  von  Bestimmungsgleichungen  (786)  statt, 
so  dass  man  für  r^^\  \)'^\  a^*^  bestimmte  Werthe  erhält,  so  gewinnt  man  auch  für  alle  späte- 
ren Coefficienten ,  wie  x^^^\  9^i*^\  j^»^\ bestimmte  Werthe.  Diess  erhellt  daraus,  dass  in  der 

allgemeinen  Gruppe  der  Bestimmungsgleichungen  (788)  dieselben  Coefficienten  der  Unbekannten  vor- 
kommen,   wie  in  der  allerersten   Gruppe  (786).   Wenn  mithin  der  gemeinschaftliche  Nenner  aller 
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Bräche,  die  die  Werthe  von  x^^\  ^^i^\  t^^\  ......  gezogen  ans  eben  dieser  ersten  Gruppe,  darstellen, 

7  und  verschieden  von  der  Nulle  ist,  so  sind  r^^^^\  ^^H-^'^  i^^^^\ offenbar  gebrochen  durch 

JH.  jX^.)^  j^(,t+.)^  ji,^,) offenbar  gebrochen  durch  P  und  allgemein  r<^+*"\  v^^^^  a^'"'^ 

gebrochen  durch  T^^\  Unendliche  Werthe  der  Unbekannten  kommen  in  der  ganzen  Rechnung  nicht 
vor.  Nur  für  specielle  a  kann  das  Verhalten  ein  anderes  sein,  für  solche  nämlich,  die  den  mit  T 
bezeichneten  gemeinschaftlichen  Nenner  verschwinden  machen.  Hier  erscheinen  nämlich  schon  die 
Coefficienten  der  ersten  Gruppe  unendlich,  oder  unbestimmt,  und  nach  ihnen  alle  anderen  auch.  Aber 
gerade  dieser  Fall  ist  es,  der  uns  besonders  interessirt,  denn  wir  haben  gesehen,  dass  das  aufstei- 
gende Integriren  nach  solchen  Differenzen  (x—a),  wo  die  Mac-Laurin'sche  Formel  den  Dienst 
nicht  versagt,  in  der  Regel  von  keinem  Nutzen  sei  und  sich  nur  nutzbringend  erweise,  wenn  für 
X  =  a  zwei  oder  mehrere  der  particularen  Integrale  unstetig  werden,  was  durch  unendliche  Werthe 
der  spateren  Differentialquotienten  gewöhnlich  angedeutet  wird.  Mithin  wird  das  aufsteigende  Integriren 
hier  nur  dann  von  Nutzen  sein,  wenn  solche  unendliche  Werthe  in  der  Rechnung  vorkommen,  d.  h. 
wenn  d^r  gemeinschaftliche  Nenner  T  der  Nulle  gleich  wird.  Die  Aufsuchung  der  Werthe  von  a,  die 
ein  solches  Verschwinden  von  T  bewirken ,  ist  mithin  von  Wichtigkeit 

Man  erhält  sie  offenbar  auf  folgende  Weise :    Man  nimmt  das  vorgelegte  System  der  DiCe- 
rentialgleichungen  selber  vor,  und  ordnet  dasselbe,  so  wie  es  die  Bestimmungsgleichungen  (786)  und 

(788)  sind,  so  dass  im  ersten  Theile  nur  die  höchsten. Differentialquotienten  von  £,  i;,   ä 

erscheinen  und  alle  übrigen  Glieder  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens  getragen  sind,  nämlich : 

Xx^a)  +  ci^^^i^)  +  2^2^.)  + _/, 

(^)  .X,5^^^  +  ^^^^^^^^^  =M 


mit  den  Werthen  von  L,  J[f,  iV,  

1  tO  *        '  i 


(791) 


-  Ä*  £       -'^^    V        -  2.  5 
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Nea  Ifee  4iiaiv  die  Gleiehungen  nach  den  als  aabekannt  aDgesehenen:  £'^\  tf^^K  2>*\  auf  mit 

Hilfe  des  wohlbekaniitea  ooffibioatorischen  Verfahreos,  welehes  zunächst  aus  den  Coefficienten  der 
Unbekannten,  die  hier  Functionen  von  x  sind,  den  gemeinschaftlichen  Nenner  7  ihrer  gebrochenen 
Werthe  liefert,  der  gleichfalls  eine  Function  von  x  ist.  Pur  eine  einzige  Gleichung  mit  einer  einzigen 
abhängigen  Variablen  £  ist  a.  B.: 

Pur  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  hat  man  ebenso: 

Liegen  dref  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  vor,  was  sich  oft  ereignet,  so  ist: 

u.  s.  w.  Man  erhalt  nun  offenbar  alle  Werthe  von  a,  welche  T  der  Nulle  gleich  machen,  wenn  man 
die  von  x  hat,  welche  T  zum  Versehwinden  bringen.  Sie  sind  mithin  die  Wurzeln  der  Gleichung 
7  ==  0  und  die  Zerlegung  des  Polynomes  T  in  seine  einfochen  Factoren  von  der  Form  x  —  a  liefert 
oflTenbar  alle  Differenzen  x  —  a,  nach  deren  aufsteigenden  Potenzen  die  eingeleitete  Integration 
erspriessliche  Resultate  liefert.  Es  kann  noch  hinzugesetzt  werden ,  dass  im  Allgemeinen  T  der  erste 

Coefficient  sei,  in  allen  für  £  sowohl,    wie  für  i;,  <2 gewonnenen  Eliminationsgleichungen. 

Diess  erscheint  ganz  klar,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  erste  Coefficient  der  Differentialgleichung 
jedesmal  alle  Factoren  x  —  a  enthalten  muss,  bei  deren  Versehwinden  eine  Unterbrechung  der  Stetig- 
keit irgend  eines  der  partieulären  Integrale  eintritt  Und  so  hätten  wir  denn  Mittel  aufgefunden,  nicht 
nur  die  Ordnungszahlen  sämmtlicher  Eliminationsgleiehungen  mit  Genauigkeit  zu  bestimmen,  sondern 
auch  die  ersten  Coefficienten  in  denselben  anzugeben.  Diess  in  Verbindung  mit  den  Ergebnissen  des 
vorigen  Paragraphes,  die  uns  die  Kenntniss  des  umspannenden  Polygones  verschaffen,  fuhrt  auch  zu 
den  Gradzahlen  aller  übrigen  Coefficienten. 

Als  wir  im  S.  1  die  aufsteigende  Integration  der  (1)  behandelten,  kam  anstatt  der  Gleichung 
T  =  0  die  hier  geltende  S^^  =  0  zum  Vorschein.  Die  Auflösung  derselben  lieferte  alle  einfachen 
Factoren  x  —  a  des  ersten  Coefficienten,  die  darin  ein-  oder  mehrmal  voitommen  und  alle  Werthe  n 
der  Veränderlichen  a?,  für  die  das  Integral  in  einem  seiner  Theile  stelig  zu  sein  aufbort  Mit  dem  Ver- 
schwinden von  SC>n  wäre  nun  ein  unendlicher  Werth  des  y^"^  verbunden.  Wir  haben  ihn  nicht  zuge« 
lassen,  indem  wir  das  Produkt  X„  y^**^  der  Nulle  gleich  setzten,  y^"^  für  endlich,  mithin  y'"^  für 
stelig  erklärten  auch  (ir  x  ^^  a.  Diees  hiess  aber  offenbar  alle  die  tiv  x  =  a  unstetig  werdenden 
partieulären  Integrale  durch  Nullsetzen  der  thnen  zugehörigen  Integrationsconstanten  wegwerfen,  und 

in  der  That  gingen  uns  dadurch  eine  gewisse  Anzahl  von  willkürlichen  Constanten  y^'*^^^  y^"'*  

verioren  und  die  Reehnung  beschäftigte  sich  nicht  mehr  mit  dem  allgemeinen  Integrale,  sondern  nur 
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mit  einem  Theile  desselben,  dem  fOr  ar  =  a  stetigen  nimlieh.  Sie  ging  auch  ganz  ongestSrt  von  Statten 
und  wurde  nirgends  doreb  die  Erscheinung  eines  unendlicben  Coefficientenwerthes  nnterbrochen ,  den 
Fall  ausgenommen,  wo  der  zum  Factor  x  —  a  gehörende  Exponent  k^  oder  wo  die  sogenannten  Expo- 
nenten, wenn  ihrer  mehrere  waren,  in  ganze  und  negative  Zahlen  fibergingen.  Dann  stiess  man  ini 
Allgemeinen  wieder  auf  einen  unendlichen  CoeiTicientenwerth  und  zwar  einmal  oder  mehrere  Male,  J& 
nach  der  Anzahl  der  ganzen  und  negativen  k.   Durch  eine  umständliche  und  grundliche  Untersnchnng- 
wurde  dargethan,  dass  diese  analytischen  Erscheinungen  von  logarithmischen  Transcendenten  im  allge- 
meinen Integrale  herrühren  und  zwar  von  darin  vorhandenen  Gliedern  mit  den  Factoren  log  (x  —  a)« 

log\x  —  a),  log^{x  —  a),  wenn  sich  für  k  ganze  und  negative  Werthe  ergeben,  9  an  der 

Zahl.  Endlich  ist  alldort  die  Sonderung  dieser  logarithmischen  Factoren  als  Mittel  bezeichnet  worden, 
den  unendlichen  Coeflficientenwerthen  zu  entgehen,  und  doch  zum  allgemeineii  Integrale  zu  gelangen. 

Wir  haben  auch  hier  keinen  anderen  Weg  zu  gehen  und  können,  denselben  betretend,  zo 
keinen  anderen,  als  zu  diesen  Erscheinungen  gelangen,  denn  was  wir  hier  vornehmen,  kann  ja  im 
Grunde  nichts  anderes  sein,  als  die  aufsteigende  Integration  von  n  verschiedenen  Eliminationsgleichnngen 
mit  algebraischen  Coefficienten ,  einer  zwischen  £  und  x,  einer  zweiten  zwischen  t)  und  x  n.  s.  w., 
nur  geschieht  diess  hier  nicht  eines  nach  dem  anderen ,  sondern  alles  auf  Einmal.  Wir  betreten  also 
wirklich  genau  denselben  Weg  und  erklären ,  nachdem  wir  7=0  angenommen  haben ,  die  in  Folge 

dessen  etwa  unendlich  werdenden  x^^\  p^H-^  j''^, ffir  unzulässig,  hiemit  nur  besagend,  dass  wir 

die  für  x  =  a  unstetig  werdenden  Bestandtheile  von  £,  ?;,  (2«  verschmähen  und  durch  Moll- 

setzen  der  ihnen  anhängenden  Integrationsconslanten  wegwerfen.  Wir  sind  sodann  darauf  gefasst,  in 
der  Rechnung  abermals  unendlichen  Coefficienten  zu  begegnen,  die  nur  auf  logarithmische  Transeea- 
denten  hindeuten  können.  Wir  forschen  nach,  wie  und  wo  sie  vorkommen  und  erschliessen  daraus, 
das  bei  einzelnen  Gleichungen  fibliche  Verfahren  umkehrend ,  die  Exponenten  k^  die  zu  den  einfaeheo 
Factoren  x  —  a  des  7  gehören.  Zu  diesem  Zwecke  mag  vorerst  bemerkt  werden ,  dass  die  ans  den 

Beslimmungsgleichungen  (786)  gezogenen  Werthe  von  x^^\  Xjl'^\  \^'*\ in  Brochform  vorhanden 

seien,  wie  folgt: 

Das  Verschwinden  des  gemeinschaftlichen  Nenners  T  haben  wir  geflissentlich  herbeigeführt.  Unendliche 

x^'^\  9^^\  8^*\ 'lassen  wir  aber  nicht  zu,  mithin  sind  wir  genöthigt,  auch  alle  Zähler  ihrer 

gebrochenen  Werthe  der  Nulle  gleich  anzunehmen.  Diess  gibt  n  Gleichungen ,  nämlich  die : 

S,  =  S,  =  S.  = S„  =  0 

und  es  dürfte  auf  den  ersten  Blick  scheinen,  als  ob  dadurch  von  den  in  S«,  S,,  S«, S«  ent- 
haltenen Reihencoefficienten  n  an  der  Zahl  bestimmt  und  durch  die  übrigen  ausgedruckt  zu   werden 

vermöchten.  Diese  könnten  dann  zweckmässiger  Weise  sein:  r^^"*\  9^"""'\  j^''"*^ Hiedurch  würde 

uns  aber  ein  Verlust  zugehen  von  n  Integrationsconstanten,  wie  aus  einer  aufmerksameren  Betraditnag 


Integrationsmethode  D.  5^3 

des  ReehDungsganges  erhellt.  Der  wahre  Sachverhalt  ist  indess  ein  ganz  anderer.  Man  bekommt  nam- 
lieb  in  der  Regel  nicht  n  Bedingongsgleichnngen  des  Verschwindens  sämmtlicber  Zähler,  sondern  nur 
eine  einzige  und  erleidet  damit  auch  in  der  Regel  nur  den  Verlust  von  einer  einzigen  Integrationscon- 
stante.  In  selteneren  Fällen  ist  die  Anzahl  der  Bedingnngsgleicbungen  zwei  und  es  gehen  dann  zwei 
Constante  verloren.  Noch  seltener  sind  die  Fälle,  wo  drei  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind  und  drei 
Constante  verloren  gehen  n.  s.  w.  Um  diess  und  alles  dasjenige,  was  daran  hängt,  gründlich  einzu- 
sehen, ist  es  nothwendig,  die  bekannte  combinatorische  Auflösungsmethode  eines  Systemes  von  n  Glei- 
chungen des  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  sich  zu  vergegenwärtigen.  Man  zeichne  sie  auf  in  fol- 
gender Gestalt: 

(i,  1)  X.  +  (1,  2)  X.  +  +  (1,  n)  x„  =  (1) 

(2,  I)  a:,  +  (2,  2)  a:,  +  +  (2,  n)  x„  =  (2) 

(n,  1)  ar,  +  (n,  2)  a?,  + +  (n,  n)  x„  =  (n) 

Das  bekannte  combinatorische  Verfahren  gibt  zuvörderst  den  gemeinschaftlichen  Nenner  der  gebrochenen 

Werthe  aller  Unbekannten  x^,  otr,,  X;,,  der  eine  ganze  Function  ist  sämmtlicber  in  den  ersten 

Theilen  dieser  Gleichungen  erscheinenden  Coeflficienten ,  begabt  mit  der  Eigenschaft,  sich  allsogleich 
auf  Null  zu  reduziren ,  wenn  entweder  eine  beliebige  Verticalreihe  der  Coefficienten  durch  eine  belie- 
bige andere  Verticalreihe,  oder  wenn  eine  beliebige  Horizontalreihe  durch  eine  beliebige  andere  Hori- 
zontalreihe ersetzt  wifd.  Mithin  findet  diese  Reduction  auf  Null  auch  dann  Statt,  wenn  man  z.  B.  eine 
beliebige  Horizontalreihe  ersetzt  durch  einen  Ausdruck,  der  erhalten  wird  durch  Multiplication  der 
übrigen  Horizontalreihen,  aller  oder  nur  einiger  mit  gewissen  Zahlen  und  Addition.  Gesetzt  nun  den 
Fall,  der  erste  Theil  von  irgend  einer  dieser  Gleichungen  etwa  von  der  letzten,  sei  erhalten  durch 
Multiplication  der  ersten  Theile  der  übrigen  n  —  1  an  der  Zahl  mit  gewissen  Constanten  und  Addition, 

so  reduzirt  ein  solcher  Sachverhalt  offenbar  den  gemeinschaftlichen  Nenner  der  x^,  a:,, x,,  auf 

Null  und  zu  gleicher  Zeit  kann  man  sagen,  dass  die  so  gebildete  letzte  der  Gleichungen  entweder  eine 
unmittelbare  Folge  aller  fibrigen  und  von  ihnen  nicht  verschieden  sei,  oder  dass  sie  mit  denselben  im 
Widerspruche  stehen  je  nach  dem  Werthe,  den  der  zweite  Theil  annimmt.  Es  kann  sich  aber  auch 
treffen,  wiewohl  diess  der  seltenere  Fall  ist,  dass  von  den  vorgelegten  n  Gleichungen  des  ersten 
Grades  zwei  aus  den  übrigen  auf  die  angedeutete  Weise  hervorgehen.  Noch  seltener  werden  es  drei 
sein  u.  s.  w. 

Betrachten  wir  zuvörderst  den  ersten  nnd  beim  Verschwinden  des  Nenners  gewöhnlichen 
Fall,  wo  von  dem  vorgelegten  Systeme  von  n  Gleichungen  deren  n  —  1  beliebige  von  einander  ver- 
schieden sind  und  nur  eine,  etwa  die  letzte  entweder  als  unmittelbare  Folge  derselben,  oder  ihnen 
widersprechend  zn  betrachten  ist;  so  kann  man  jedesmal  vermittelst  der  ersten  n  —  f  nnter  ihnen 

eben  so  viele  der  Unbekannten,  etwa  x^,  x,,  ar,,  x^,.«  durch  die  letzte  x„  ausdrflcken  nnd 

erhält,  auf  diese  Weise  vorgehend,  der  Form  nach: 

71  » 
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(794)  X,  =  a,x,  +  A,,  a?,  =  a,a?,  +  A, a?„.,  ^  a^.x^  +  A^.,. 

Ein  yerscbwindender  Nenner  dieser  so  geformten  Werthe  besteht  nicht,  weil  der  Voraassetzong  nach  die 
n—  i  Gleichongen  von  einander  verschieden  sind.  Es  sind  mithin:  a^,  a,,  ...  a^,.,,  A,,  A,, . . .  h^^ 
laater  endliehe  und  bestimmte  GrSssen.  Wenn  daher  anch  die  verwendeten  n  —  1  Gleichangen  fSr 

x^,  X,,  x,|_.,  Xn  iceine  bestimmten  Werthe  geben,  so  liefern  sie  doch  bestimmte  Werthe  der 

Differenzen : 

(795)  X,  —  a.x„,  x,  —  a,ar„,  x^,  —  a^^.Xn 

nämlich  die: 

(796)  A,  ,    A, A^,. 

Diese  n  —  1  Gleichangen  vermögen  daher  aufgezeichnet  zn  werden  auch  in  der  (bigenden  Weise: 
(I,  0  (X.  ~  a,x„)  +  (I,  2)  (X,  -  a,x„)  + +  (i,  n  -  1)  (x«_,  -  a^_,xj  =  (1) 

(797)  ^^'  ^)  (^'  —  «^^"^  +  (^'  2^  (^«  ""  "«^"^  "•" +  (2,  n  --  1)  (x„_,  -  a^,x„)  =  (2) 

(/i-i,i)(x,~a,xj  +  (n  — i,2)(^,  — a,xj+ (n  — 1,  n— t)(x^.,  — a».,x^=:<n  -  !)■ 

Da  aber  der  Voraussetzung  nach  die  n^^  und   letzte  der  Gleichungen  (793)  durch  MultipUcation  ni 
Addition  aus  den  übrigen  wenigstens  nach  ihrem  ersten  Theile  abgeleitet  ist,  so  tomn  sie  ofleobar  eben — 
falls  gegeben  werden  in  derselben  Form  nämlich: 

(798)  (w,  0  (a?t  -  a,x^  +  (n,  2)  (x,  -  a,x J  + +  (n,  m  -  i)  (x«.,  -  a^,Xn)  =  (n) 

und  geht,  wenn  man  für  die  Unbekannten  (795)  die  entsprechenden  Werthe  (796)  einführt,  ol>er  inr- 
^^^^  (n,  1)  A,  +  (n,  2)  A.  + +  (n,  n  -  1)  Ä^^i  =  (n) 

und  diese  ist  die  einzige  Bedingungsgleichung,  die  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  aus  dem  Systeaie  (793^ 

0 
gezogenen  Werthe  x^,  x,,  x^  nicht  unendlich  sein,  mithin  in  der  Form  —  erscheinen  seilen. 

Sie  werden  dann  sämmtlich,  wie  die  (793)  lehren,  unbestimmt  in  so  ferne,  als  man  eine  von  ihnen  mit 
einem  willkürlichen  Zahlwerthe  belegen  und  dann  aus  den  (793)  jedesmal  die  fibrigen  dato  Anden 
kann.  Es  ist  nicht  unwichtig,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sie  nicht  immer  alle  nnbeetimnit 
sind,  weil  von  den  Coefficienten  a^,  a,, a^^  einer  oder  mehrere  gelegentlich  in  Nnll  aberge- 
hen können,  wodurch  sich  der  Werth  der  betreffenden  Unbekannten  in  einen  bestimmten  verwanddL 
Der  unmittelbare  Anblick  der  Gleichungen  (797),  die  alle  der  Form  nach  unter  sich  and  mit 
der  (798)  übereinstimmen,  belehrt  uns,  dass,  wenn  in  einem  Systeme  von  n  GIdchangen  des  ersten 
Grades,  wie  das  vorgelegte,  irgend  eine  von  den  übrigen  verschieden  zu  sein  aufhört,  indem  sie  aus 
ihnen  durch  MultipUcation  mit  bestimmten  Constanten  und  Addition  hervorgeht,  man  in  der  Regel  durch- 
aus nicht  sagen  könne,  welche  von  ihnen  sich  in  diesem  Falle  befindet  Es  hat  dann  nämlich  jede 
Horizontalreihe  der  Coefficienten  die  Eigenschaft,  aus  den  äbrigen  durch  MultipUcation  mit  bestimnteo 
Constanten  und  Addition  hervorzugehen;  ja  noch  mehr,  auch  bei  den  Verticalreihen  der  Codficientea 
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lisst  sich  dieselbe  Eig^iscliaft  ohne  Mfihe  nacliweiseD.  Bei  den  GlAichnngeo  (797)  ist  diess  in  Bezog 
auf  die  zur  Uabel^annten  x^  gehörende  Vertiealreihe  unmittelbar  zo  ersehen.  Vergleicht  man  nämlich 
die  <703)  und  die  Vorausgesetztermassen  aus  ihnen  hervorgehenden  (797)  untereinander  in  Bezug  auf 
die  zu  x„  gehörigen  Coefficienten ,  so  sieht  man  allsogleich,  dass: 

(1,  w)  =  -  a,(l,  1)  -  a,(i.  2)  - ~  a„^XU  n  -  1) 

(2,  n)  =  -  a,(2,  I)    -  aX2,  2)  - -  ö;,.,(2,  n  -  1) 

(w,  n)  =  —  «,(#1,  1)  —  a,(n,  2)  — —  a^,(n,  n  —  I) 

d.  h.  offenbar:  die  zu  Xn  in  (793)  gehörige  Vertiealreihe  der  Coefficienten  geht  aus  den  übrigen  Ver- 

ticalreihen  durch  MultipUcation  mit  den  Eactoren  — a,,  — a,, — an-i  und  Addition  hervor;  allein 

auch  die  übrigen  Unbekannten,  nämlich  x^^  ar«, x^^^^  befinden  sich  in  denselben  Verhältnissen 

und  ebenso  gut,  wie  man  vermittelst  der  Gleichungen  (794),  die  otr^ ,  x, ,  x^^^  ausgedruckt  hat  dnrch  ar,^, 
hätte  man  auch  eine  andere  wählen  können  z.  B.  x^,  die  in  den  Werthen  aller  übrigen  erscheint.  Es 
ist  zu  diesem  Zwecke  nur  nothwendig,  aus  der  ersten  von  ihnen  x^  in  Function  von  ar^  zu  suchen 
und  den  gefundenen  Werth  in  die  übrigen  zu  substituiren.  Nur  wenn  a^  =  0  ausfällt ,  wenn  also  x^ 
seinem  V^erthe  nach  nicht  unbestimmt,  sondern  bestimmt  und  gleich  A,  wäre,  lässt  sich  diess  nicht 
thun.  Diesen  speciellen  Fall,  wo  nämlich  durch  ein  System  (793)  von  algebraischen  Gleichungen  irgend 
eine  oder  mehrere  Uebekannte  z.  B.  die  x^  vollkommen  bestimmt  sind,  während  die  übrigen  unbestimmt  blei- 
ben, erkennt  man  aber  daran,  dass,  wenn  diese  ar,  allenthalben  in  die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  hin- 
übergetragen wird ,  und  man  sodann  aus  den  so  gewonnenen  n  Gleichungen  beliebige  n  —  1  an  der 
Zahl  auswählt,  als  zur  Bestimmung  von  ar, ,  ar, ,  a?„  dienlich ,  man  wieder  einen  gemein- 
schaftlichen Nenner  Null  bekömmt  und  alle  diejenigen  Unbekannten,  durch  deren  Hinfiberschaffen  in  die 
zweiten  Theile  der  Gleichungen  der  verschwindende  Nenner  nicht  weggehoben  wird,  sind  Ihrem  Wertlie 
nach  durch  die  (793)  vollkommen  bestimmt,  insoferne  sie  nicht  als  Functionen  der  übrigen,  sondern 
lediglich  als  Functionen  der  Gleicbuugscoefficienten  erscheinen. 

Manchmal  und  offenbar  viel  seltener  trifft  es  sich,  dass  von  den  vorgelegten  (793)  nur  n  —  2 
von  einander  verschieden  sind  und  die  übrigen,  z.  B.  die  letzten  zwei  durch  MultipUcation  mit  gewissen 
Grössen  und  Addition  aus  den  vorhergehenden  abgeleitet  sind.  In  einem  solchen  Falle  wird  man,  die 
n  —  2  ersten  auflösend.  Ausdrucke  für  eben  so  viele  Unbekannte  erhalten,  wie  folgt: 

X,  =  a,x„,,  +  6,a?„  +Ä,  ,    ar,  =  a,a?„.,  +  6,ar^  +  A, , a?„.,  =  a^.,a?^.,  +  6^,ar„  +  A^, .     (8C 

Man  wird  also  keine  bestimmten  Werthe  erringen  für  x^,  x^^ x^.,  wohl  aber  für 

die  Differenzen: 

^1  —  «ia?n-i  —  *ia?n ,  ar,  -  a^x,^^,  —  6,x„ ar^.,  -  a^..,a:„.,  -  b„^^x„  (8C 

nämlich  beziehlich  die: 

A,,  A,,  A^,  (SC 
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Die  anfänglichen  n  —  2  von  einander  verschiedenen  der  Gleichungen  (793)  werden  mithin  aufgestellt 
werden  können  in  folgender  Gestalt: 

(803)  (^•0(a?t-«ia?«-t-M«)+(2,2)(x,-  a,ar^,-6,jrj+. .  .+(2,n-2)(ap^,-a^,^^^ 

und  weil  aus  ihren  ersten  Theilen  durch  Multiplication  mit  gewissen  Grössen  und  Addition  vorausge- 
setzter Massen  auch  die  ersten  Theile  der  letzten  beiden  dieser  Gleichungen  gebildet  werden,  so  sind 
auch  diese  offenbar  von  derselben  Gestalt,  nämlich: 

(n-i,iXa?i-aia?»-»~6ia?i,)+(n-l,2Xir,-a,a?^,-6,a?J-h . .  .-Kw-l,»-2Xa?;^,--ön-.a?n.i-*«-.«J=(«-0 
(804) 

(nJ)(a?,-a,x^,-6,a;J+(w.2)(x,-a,a7^,-6,xJ+...+(n,n-2)(x^,-a^,«^,-6^,x^^ 

und  verwandeln  sich  durch  Einführung  der  Werthe  (802)  für  die  Ausdrucke  (801)  in: 

(n-1,  l)A,  +  (n-i,  2)A,+ +(n- 1,  n-2)  A^,  =  (n- l) 

^^^  (n,  OÄ,       +(n,2)A,       + +(„,  n  -  2)  A^    =(n) 

Man  hat  mithin  diese  zwei  Bedingungsgleichungen  des  Verschwindens  sämmtlicher  Zähler  der 

gebrochenen  Werthe  von  x. ,  ar, , x^  und  ihrer  endlichen  Beschaffenheit.  Unbestimmten  Werthes 

sind  in  der  Regel  alle,  manchmal  nur  einige  unter  ihnen,  insoferue  man  zwei  von  ihnen  mit  beliebigen 
Zablenwerthen  versehen  und  dazu  die  äbrigen  aus  den  Gleichungen  (804)  finden  kann. 

Setzt  man  diese  Beobachtungen  fort,  so  sieht  man  ein,  dass  Bedingungsgleichungen  des 
Verschwindens  sämmtlicher  Zähler  in  der  Regel  nur  Eine,  seltener  zwei,  noch  seltener  drei,  höchstens 
aber  n  an  der  Zahl  bestehen.  Dass  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  auch  zugleich  die  Anzahl 
derjenigen  Unbekannten  ist,  die  nicht  bestimmt  werden  und  die  man  mit  beliebigen  Werthen  versehen 
kann.  Welche  dieser  Unbekannten  auf  diese  Weise  willkürlich  bleiben,  kann  im  Vorhinein  nicht  ge- 
sagt werden,  sondern  muss  sich  im  Verfolge  der  Rechnung  selbst  ergeben. 

Nach  diesen  Erörterungen,  die  der  klaren  Einsicht  wegen  als  nothwendig  erscheinen,  hehren 

wir  zurück  zum  Integrationsgeschäfte  und  nehmen  die  gebrochenen  Werthe  von  f^\  \f^l^\  i^^\ 

die  unter  (792)  erscheinen,  wieder  vor.  Ihre  Zähler,  n  an  der  Zahl,  werden  beim  Verschwinden  des 
Nenners  zu  gleicher  Zeit  der  Nulle  gleich,  wenn  auch  nur  eine  einzige  Bedingung  erfüllt  ist;  mithin 
müssen  vielleicht  einige  von  ihnen  schon  in  unmittelbarer  Folge  des  verschwindenden  Nenners  zu  glei- 
cher Zeit  in  Null  fibergehen,  während  andere  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  der  der  Nulle 
gleich  gesetzt,  eben  die  einzige  in  der  Regel  vorhandene  Bedingungsgleichung  gibt.  Erwägen  wir  zu- 
dem ,  dass  in  S, ,  S, ,  S^  die  Coefficienten : 

yX-.)^     p(^-0^     j..-l)^      y^     P^     j 

enthalten  sind ;  so  wird  man  durch  eine  einzige  bestehende  Bedingungsgleichung  einen  von  ihnen«  etwa 
r^~*\  ausgedrückt  erhalten  in  linearer  Function  der  äbrigen,  dagegen  wird  ein  anderer,  der  in  den 
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ersten  Theilen  der  Gleichnngen  (786)  enthaltenen  Coeffieienten ,  etwa  x^^^  seinem  Werthe  nach  unbe- 
stimmt bleiben.  Denkt  man  sich  mithin  den  unbestimmt  bleibenden  r^^'  anf  die  andere  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens abertragen,  den  bestimmten  x^^'^^^  aber  herfiber  unter  die  Unbekannten  versetzt,  so  erhalt 
man  anstatt  der  (786)  eine  neue  Gruppe  von  Bestimmnngsgleichnngen ,  bei  welcher  kein  verschwin- 
dender gemeinschaftlicher  Nenner  erscheinen  kann ,  es  sei  denn ,  dass  man  in  den  zweiten  Theil  der 
Gleichung  keinen  unbestimmten,  sondern  einen  bestimmten  Coefficienten  übertragen  hätte,  wo  dann  aber- 
mals ein  gemeinschaftlicher  Nenner  Null  eintritt,  wie  man  sich  durch  Betrachtungen,  die  den  eben 
angestellten  homogen  sind  und  leicht  aus  ihnen  fliessen,  fiberzeugt.  Man  hat  also  mit  eifiem  Worte  die 
Uebertragung  einer,  ihrem  Werthe  nach  unbestimmten  Unbekannten  aus  den  ersten  Theilen  der  Glei- 
chungen (786)  in  die  zweiten  und  den  Ersatz  derselben  durch  eine  andere  aus  den  zweiten  Theilen  in 
die  ersten  herubergetragene  zu  veranstalten  in  einer  Weise,  dass  ein  gemeinschaftlicher  Nenner  Null 
vermieden  wird.  Nehmen  wir  an,  diess  sei  gelungen,  und  die  Gleichungen  (786)  seien  in  geänderter 
Aufstellung : 


I  •  1  1 


t  »^  »  t  (806) 

Xi-.r^-J  +  Y  p(.-)  H-  Z,j(»)  +  ^-  X^j'^'  +  a 


Der  der  Voraussetzung  nach  von  Null  verschiedene  Nenner  der  gebrochenen  Werthe  von  x'^"*\!?^^\j^*V  . 
wie  sie  aus  diesen  Gleichungen  gezogen  werden,  sei  £,  so  hat  man  im  Falle  einer  einzigen  Gleichung 
mit  einer  einzigen  abhängigen  Veränderlichen  £: 

%  =  Xx-. 
im  Falle  wo  zwei  Differentialgleichungen  mit  zwei  abhängigen  Veränderlichen  £,  rj  vorliegen,  besteht: 

3^  ==  Xx-,  Y^  —  Xx-t  Y„ 
Sind  drei  Differentialgleichungen  mit  drei  abhängigen  Veränderlichen  £,  17,  (2  gegeben,  so  hat  man: 

S  =  Xx-,Y^Z,  -  Xx.T^Z,  -  Xx-,Y,Z, 
+  Xx-.Y,Z,  -h  Xx..Y,Z,  -  Xx.,Y,Z, 

u.  s.  w.  und  es  ist  nicht  nStbig,  %  selbstständig  zu  bilden,  wenn  man  T  bereits  hat,  sondern  man 
hat  T  nur  nach  irgend  einer  Verticalrcihe  der  Coefficienten,  hier  nach  der  ersten,  zu  ordnen  und  diese 
Verticalreihe  durch  eine  andere  zu  x'^''^  gehöriger  CoeflTioienten,  d.  h.  die  erste  der  (806)  zu  ersetzen, 
sodann  aber  x  in  a  zu  verwandeln,  mit  der  hinzugefugten  Bemerkung,  dass  diese  Vertauschung  der 
Unbekannten,  respective  der  Verticalreihen  der  Coefficienten  stattzufinden  habe  in  einer  Weise,  dass 
die  nachfolgende  Substitution  x  =  a  nicht  mehr  einen  NuUwerth  des  gemeinschaftlichen  Nenners  zur 
Folge  hat. 


5C8  ▼.    A  b  8  c  h  n  i  t  t. 

Mit  der  AvflSsoiig  der  neu  aiifgesleUteo  GleiehaDgea  (806)  beginnt  jetzt  die  Reikeientwtek- 

lang  der  Bestandtheile  von  £»  17,  (2,  die  ffir  ar  »  a  stetig  bleiben,  wean  niebt  etwa  ein  Uga* 

rithmas  eine  nene  Unterbreehang  der  Stetigkeit  herbeiffibrt  nnd  dareh  einen  nnendlidien  Caeflieieaten- 
wertb  kennzeiebnet.  Die  der  Bestimmung  fähigem  in  den  (806)  enthaltenen  Grössen  sind: 

(807)  r^^^»^^^  l^'^ x^^'^K  p^}^'^\  ,c.-t),  r.  p,  j.  

Von  ihnen  werden  nur  die  Werthe  der  Unterstrichenen  in  Function  der  übrigen  gezogen,  wodurch 
sich  vorderhand  noch  gar  kein  Verlust  einer  Integrationsconstante  ergibt,  weil  auch  ffir  beliebige  a 
von  den  verzeichneten  Coefficienten  n  an  der  Zahl  durch  die  fibrigen  bestimmt  wurden,  nur  waren 
diess  die  ersten  n  der  Reihe ,  während  gegenwärtig  gerade  der  erste  nicht  bestimmt  wird.  Geht  man 
jetzt  von  der  ersten  Gruppe  der  Bestimmungsgleichungen  zur  zweiten  über  und  verfährt  mit  ihr  ebenso 
aus  demselben  Grunde,  nämlich  um  unendliche  Coefficientenwerthe  zu  vermeiden,  so  sieht  man  alsbald, 
dass  in  dieser  zweiten  Gruppe  die  folgenden  bestimmungsfahigen  Grössen  vorkommen: 

^g^o^  pc^^o^  j(v^i)  yg)^  p(^)^  j(v)^  x.^.  i.  

von  denen  wieder  nur  die  Unterstrichenen  zur  Bestimmung  gelangen,  unter  welchen  sich  auch  das- 
jenige r^^'  befindet,  das  in  der  früheren  Rechnung  unbestimmt  gelassen  wurde. 

Geht  man  jetzt  von  der  zweiten  Gruppe  der  Bestimmungsgleichungen  zur  dritten,  vierten 
u.  s.  w.  über,  so  sieht  man  erstens,  dass  in  letzter  Instanz  von  allen  bestimmungsfahigen  Coefficien- 
tenwerthen  nur  die  folgenden  unbestimmt  bleiben,  so  weit  man  auch  die  Rechnung  fortsetzen  mag, 
nämlich : 

pt'-\  r' r^-,  r>^'\  r* X,  9,i,  

Sie  sind  er  —  1  an  der  Zahl,  folglich  um  eine  Constante  weniger,  als  bei  unbestimmt  gelassenen  o, 
daher  denn  auch  nur  ein  einziges  particuläres  Integral  verloren  geht,  das  für  x  s=  a  unstetig  wird 

und  in  der  Regel  als  Bestandtheil  von  £  sowohl,  wie  auch  in  1;,  <2,  vorkommt  Zweitens 

die  wirkliche  Berechnung  der  Gruppen  von  Coefficienten  aus  den  aufeinanderfolgenden  Bestimmungs- 
gleichungen ist,  insoferne  eine  etwas  complizirtere,  als  bei  unbestimmt  gelassenem  a  all'  diesen  ver- 
schiedenen Gruppen  nicht  einerlei  gemeinschaftlicher  Nenner  mehr  zukömmt,  dieser  Nenner  vielmehr 
von  Grnppe  zu  Gruppe  ein  stets  anderer  wird.  Es  besteht  indess  ffir  denselben  immer  eine  ganz  allge- 
meine Formel,  welche  gezogen  ist  aus  der  Hauptgrappe,  derjenigen  nämlicb,  die  wir  mit: 

pw  =  0,  O'*"'  =  0,  Rf>  =  0 

bezeichnet  haben  nnd  die  in  zweckmässiger  lafeteUnng  analog  der  (806)  so  aussiebt: 

(Xi_.  +  rX5t)  r'^*'-'  +  Y^t)*i*^>  +  Z,}<''+"  +  Xxr«^+"  +  S^ 

(808)  (^3^-  +  *'?'^>  '^'^"■"''  +  y»'^"'^'''  +  ?»»'*"■'  + =  ~  ^i''^''^  +  ^r 
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Bi«r  bfllMtm  2^  8^  9t,* allgemeio  ffir  jedes  r  von  Null  ugefingen  die  folgenden  Ansdräeke : 

8,  =  -  [y^..  +  ry,]  t>(l*^*>  -  [Xx..  +  rXU  +  ^^^^  Xj]  r»^^«' 

-  |Z._.   +  rZ;]  j(»*^0  _  [Y„_.  +  rVp..  +  r^llll)  y;]  9<t^« 

-  [z,_  +  rz;,.  +  '^*'  ~  '^  z;]  i^»^'> 

-  xir>)t  -  YWp  -  zir'i  - 

t  1  1 

-  [z,_.  +  rz;]  jt»^"  --  [Yj,_  +rY;_.  +.  *'^*'~  '^  y;J  v^j^^-^ 
-  [z...  +  rz;.. -4- ^:^^^^  z;]  i^»— 

-  X(r>r  -  Yir'9  -  zw,  -  


(809) 


-  Xj-'x  -  YWp  -  ZWj 


•  •  • 

Denkt  man  sich  hier  den  gemeinschafIlicheD  Nenner  gebildet,  so  heisst  derselbe  bei  einer  eiyzigen  ge- 
gebenen Differentialgleichung  zwischen  einer  einzigen  abhangigen  Veränderlichen  £  und  der  nnab- 
bangigen  x: 

S,  =--  Xx_.  +  rX\  (8«0 

1  1 

Bei  einem  Systeme  von  zwei  Differentialgleichungen  mit  zwei  abhängigen  Veränderlichen  £,  7;: 

S-r  =  Xx_.Y,  -  Xx..Ya  +  KXxY,  -  X'xY J  (8l|) 

Bei  drei  Differenüaigleichungon  mit  drei  abhängigen  Variablen  £,  i)^  i: 

S.  -  Xx_.Y,Z,   -   Xx-.Y,Z,    ^  Xx-.Y,Z, 

I  t'3  1  S't  •  i't 

+  Xx_.YuZ,  +  Xx-.YaZ,  -  Xx-.YuZ, 

j      XxY.Z,  -  X'xY.Z,  -  XiY.Z,  <»«> 

4-  X'xY^Z,  +  X'xY  Z.  -  XiY^Z, 
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u.  8.  w.  Mfio  wird  hier  eine  neae,  in  die  Rechnung  fällende  Zahl  gewahr,  nämlich  den  Differentiatioi»^ 
index  r  und  zugleich  die  Möglichkeit,  den  Nenner  %f  abermals  verschwinden  zu  sehen,  wenn  es  näm- 
lich eine  ganze  positive  Zahl  wirklich  gibt,  für  welche  S*«.  =  0  wird.  Irgend  ein  r  wird  diess  nun 
freilich  leisten,  hier  aber  muss  es  ein  ganzes  und  positives  sein,  weil  ein  in  der  Taylor'schen  Reihen- 
entwicklung vorkommender  Differentiationsindex  nur  ganzer  positiver  Werthe  fähig  ist;  die  mit  die- 
sem allmäligen  Verschwinden  verbundenen  analytischen  Erscheinungen  verdienen  aber  hier  ebenso, 
wie  bei  einer  gewöhnliehen  Differentialgleichung  zwischen  nur  zwei  Veränderlichen  eine  sorgfSItigere 
Beachtung. 

In  diesem  einfachsten  Falle  einer  einzigen  Differentialgleichung  zwischen  £  und  x  gibt  die 
Gleichung  Sr  =  0  den  folgenden  Werth  von  r: 

(813)  ^  =  -  ir- 

Xx 

Hiebe!  verwandelt  sich  die  erste  der  (809),  die  sonst  den  Werth  zu  liefern  gehabt  hätte  von  x^^'^~*\ 
wegen  T  =  Xx  =  0   in   Ä  =  0  und  verweigert  die  Bestimmung  dieses  x^^'^"'\  zugleich  zwischen 

den  in  2  vorßndigen  Coefficienten ,   nämlich  r,  r',  r^^"'^  eine  neue  Relation   aufstellend,  die, 

wie  man  annehmen  kann,  x^^'*^  in  Function  der  übrigen  gibt  und  so  abermals  eine  Integrationscon- 
stantc  verschwinden  macht.  Opfert  man  nun  diese  auf,  so  erhält  man  aus  den  folgenden  Bestimmungs- 
gleichungen ohne  allen  ferneren  Anstand  die  Werthe:  x^^'^\  x^^'^'^^K  j|.(X+r+«)^ [^  linearer  Func- 
tion  von  r,  )C,  r^^"*'  und  von  yC^+^o^  welche  letztere  als  eine  neue  Integrationsconstante   in 

der  Rechnung  auftritt  und  multiplizirt  erscheint  mit  einem  neuen  particulären  Integrale,  welches  der 
Potenz  (x  —  ä)^  proportional  ist,  unter  h  den  folgenden  Werth  verstanden: 

h  =  X  +  r  —  \ 

Dieses  eine,   zuletzt  hinzutretende  particuläre  Integral   kann   man  auch  isolirt  der  Berech- 
nung unterwerfen,  indem  man: 

X  =  f  =  f  =  r^^"*^  =  0 

mithin  auch  2  =  0  voraussetzt,  was  alle  particulären  Integrale  wegwerfen  heisst,  mit  deren  Ent- 
wicklung sich  die  Rechnung  bis  dahin  beschäftigt  hat.  Diess  alles  ist  uns  aus  früheren  Untersuchungen 
wohl  bekannt  und  wir  wissen  sogar,  dass  das  Vorhandensein  eines  solchen  particulären  Integrales  mit 
der  A<«n  Potenz  von  x  —  a  als  Factor  keineswegs  geknfipft  sei  an  die  ganze  und  positive  Beschaffen- 
heit des  r,  wie  es  aus  der  Formel  (B13)  fliesst,  sondern  allgemein  gelte,  was  auch  die  Bedeutung 
desselben  sein  mag.  Offenbar  lässt  sich  dieser  Sachverhalt  auch  übertragen  auf  Systeme  von  beliebig 
vielen  Differentialgleichungen,  eben  weil  ihre  Integration  auf  lauter  Integrationen  einzelner  Eliminations- 
.  .  gleichungen  zurückgeführt  werden  kann;  und  wenn  wir  aus  der  gegenwärtigen  Analysis  eine  Gruppe 
erschliessen  sollten  von  Genüge  leistenden  Werfhen  mit  einem  Factor,  wie  (x  —  a)*,  wo  der  Diffe- 
rentialionsindex r  als  Bestandtheil  von  h  erscheint,  so  werden  diese  Werthe  allgemein  gelten,  gleich- 
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.viel,  ob  r  ganz  und  positiv  ist,  oder  nicht,  d.  b.  ob  es  ein  Differenüationsindex  zu  sein  vermag, 
od^r  Rieht. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  einem  Systeme  von  zwei  Differentialgleichungen  mit  zwei  abhängigen 
Veränderlichen  £ ,  p.  Der  Sachverhalt  ist  hier,  so  wie  in  den  noch  complizirteren  Fällen  ein  etwas  an- 
derer. Die  Reehnnng  kann  nämlich  auch  hier  durch  das  Erscheinen  eines  unendlichen  Coefficienten 
unterbrochen  werden.  Um  jedoch  genauer  einzusehen,  unter  welchen  Umständen  diess  geschieht  und 
bei  welcher  CoeRicientengruppe ,  nehmen  wir  an,  der  Rechner  sei  ohne  jeglicher  Unterbrechung  vor- 
gedrungen bis  zu  derjenigen  Gruppe  von  Gleichungen ,  welche  der  (808)  vorangeht ,  ohne  auf  unend- 
liche Coefficienten  zu  stossen.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung  von  nur  zwei  Gleichungen  mit  zwei 
Variablen  £,  rj  reduzirt  sich  diese  Gruppe  auf  ein  Paar,  nämlich: 

(Xx_.  +  (r  -  0  XD^r^^'-^  +  Y.pd^^'-*)  =  -  X^r^^^*-*^  -+-  2,., 

(Xx-.  +  (r  -  1)  Xjjjc^^^^-)  +  Y.p(f^+'-')  =  -  Xxr^^^-^^  +  3Ji,., 

Sie  dienen   zur  Bestimmung  von  )c(^+'*-')  und  \)^^'^^~^\  diess  jedoch  auf  verschiedene  Weise.  Der  erste 

nämlich  dieser  beiden  Coefficienten  wird  vollständig  in  linearer  Function  von  r,  p,  r'»  p\ t^~*\ 

p^l*-»)  angegeben,  der  zweite  jedoch,  nämlich  i^(J*+''-')  erfahrt  vorderhand  nur  eine  provisorische  Be- 
stimmung in  Function  der  eben  aufgezählten  Constanten  und  des  y<^+''-*\  Wie  diess  zugehe,  wird  sich 
An  der  Folge  ergeben.  Setzen  wir  diesen  Sachverhalt  einstweilen  voraus  und  gehen  wir  jetzt  über  zu 
dem  folgenden  Paare  von  Bestimmungsgleichungen  (808)  nämlich  und  drucken  wir  aus  beiden  ^f^V-'^^- 
durch  die  übrigen  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  aus,  so  ergibt  sich: 

p(^^)  =  ^  j-  [Xx-.  +  rx'xjx^^^-«^  -  Xxx^^^'-^  +  aJ     • 

i     i  \  (815) 

Diese  beiden  Ausdrucke,  für  dasselbe  p^«^^''^  einander  gleichgesetzt,  ergeben  mit  Rücksicht  auf  die  be- 
kannte Gleichung: 

T  =  XxY^  -  XxY,  =  0  ^g,^^ 

zunächst  die  folgende  andere: 

JY^  [Xx..  +  rX'xl  -  Y,  [Xx-.  +  rX'xjj  X^^^-*'  +  Y,2,  -  Y,SR,  =  0.  (817) 

Hier  lässt  sich  nun  zuvorderst  nachweisen ,  dass ,  wenn  das  vorhergegangene  Paar  von  Bestimmungs- 
gleichungen wirklich,  wie  behauptet  worden,  x^^*^^'*^  vollständig  bestimmt  gegeben  hat  in  Function  von: 

X.  9.r.V x^^^'K  rf^^'\  y^^'^ 

dasselbe  auch  hier  in  Bezug  auf  x^^^^"'^  stattfinde ,  während  p^l^^^  dann  hier  auch  nur  eine  proviso- 
rische Bestimmung  erfShrt  in  linearer  Function  der  genannten  Gr5ssen  und  des  x^^'^^\  Es  ist  wichtig, 
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sieb  diese  Rechnung  etwas  mehr  im  Detail  vorzulegen,  weil  es  FSlIe  gibt,  in  weleben  die  vorifegeiide 
Gleichung  den  Werth  von  r^^+*'^  verweigert.  Um  nun  einzusehen,  wie  diess  geschehe,  muse  man  er- 
wägen, dass  in  2^.  und  9)t^  kraft  der  Bedeutungen  dieser  Grössen  (800)  zunächst  nur  das  provisorisch 
bestimmte  p(p+^-*\  mithin  auch  das  in  demselben  enthaltene  j^^-*^^^  vorhanden  sei  und  zwar  hat  man 
aus  den  beiden  Gleichungen  (814) 

r>^^''"'  -  ^  j-  [Xx-.  +  (r  ^  0  XxJ  r^^^-^  -  X^x^^^"^  +  »^.  j 
V>^-o  =  ;^  j-  [Xx-.  +  (r  -  1)  Xi]  r^^— >  ~  Xxr^^--^^^  +  SW^j 

Da  Vorausgesetztermassen  x^^+*"-*\  so  wie  auch  9^H^+**""'\  sammt  allen  Vorgängern  dieses  Coefficienten 
vollkommen  bestimmt  sind  im  obangedeuteten  Sinne,  so  ist  dasselbe  auch  mit  2^.  und  fOt^.,  der  Fall. 

Bezeichoen  wir  also  mit  ®  und  ^  lineare  Funclionen  von  r,  ^,  r',  9',   r^^"*\  p^^"'-,  p^J""*-. 

so  hat  man  der  Form  nach : 


(819) 


Fuhrt  man   diese  Werthe  io   die  Ausdrucke   ein  ffir  2^  und  9Ji^,  indem    man   sich  zugleich   r^^'^''-"^ 

^(p+r-t) durch  die  ihnen  gleichgeltenden  Ausdrücke  in  Function  von  r,  9,  f,  p', ersetzt 

denkt,  so  hat  man  der  Form  nach: 

)y,[Xx_,  +  rXx]  -  Y,[Xx>.  +  rX'x]  +  [Y,.,  +  rY;]  Xx  -  [Y^.,  +  rY'J  Xx|r(^^^--  = 

=■■  (Y...  +  rY'  )  ^  -  (Y,_.  +  rV;)  ® 

und  hieraus  ergibt  sieh  klar,  dass  im  Allgemeinen  x^^*^^'^^  bestimmt  werde  in  linearer  Function  der- 
jenigen Grössen,  die  in  ©  und  ^  enthalten  sind,  wenn  diess  der  Fall  ist  mit  jc^^+^-*\  p<:^+'*-*^  and 
ihren  Vorgängern.   Da  diess  nun   bei  r^^"*^  wirklieh   stattfindet,  wie   man   sich  aus  der  Gruppe  (806) 

überzeugen  kann ,  so  findet  es  auch  Statt  bei  x^^\  x^^^*\  jc^^^'\  mithin  allgemein.  Diess  erleidet 

jedoch  eine  Ausnahme,  wenn  es  eine  ganze  Zahl  r  gibt,  für  welche  der  Coefficient  von  r^^-^*'""  in 
die  Nulle  fibergeht,  d.  h.  wenn  für  ein  ganzes  positives  r 

(8«1)  r|Y^X',.-Y,Xx  +  Y;Xx-Y'„.Xx|+Yj,Xx_.-Y,Xx..  +  Y_X)-Y^_.Xx  =  0 

wird.  Man  erkennt  hier  sehr  leicht  in  dem  CoefTicienten  von  r  den  ersten  Differentialquotienten  des 
mit  T  bezeichneten  Polynomes,  so  dass  also  diese  Gleichung  in  r  kurzer  geschrieben  werden  kann: 

(8«)  rT  =  Yj,X)..  -  Y^X;^.  +  Y^,Xx  -     Y^..Xx 
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Ist  diese  Gleichong  erfQlIt,  dann  hSrt  die  (820)  auf,  x^^^^^^  zn  geben  and  verwandelt  sich- In  die  fol- 
gende Relationsgleiehung  zwischen  y,  ^,  f.  p\  T^^"'\  p^H^'\  i^^H^O. 

qr^_,  +  ryp^f)  -  (Y^_,  +  rvp®  =  o  ( 

die  abermals  das  Opfer  einer  Constanten  fordert,  etwa  ^^^^K  die  nnr  als  eine  lineare  Function  der 
übrigen  erscheint,  während  man  als  Ersatz  dafür  die  durch  die  (820)  nicht  bestimmte  x^^"^^'^^  als  neue 
Integrationsconstante  in  der  Rechnung  auftreten  sieht.  Dass  dieselbe  im  ferneren  Verfolge  der  Rechnung 
keine  Bestimmung  erfahre,  davon  überzeugt  man  sich  am  kfirzesten,  wenn  man  den  vorliegenden  Glei- 
chungen zuvorderst  dadurch  Genüge  leistet,  dass  man: 

r=>  =  )C  =  9'= =  r^^~*^  =  p^^"*^  =  0 

mithin  if^^"^^  =  0  annimmt,  was  alle  die  particulären  Integrale,  mit  deren  Berechnung  man  bisher  be- 
schäftigt war,  wegwerfen  heisst.  Die  provisorischen  Werthe  von  ))^^'^^\  die  unter  (815)  erscheinen, 
werden  unter  dieser  Voraussetzung: 

V       -4-  rV 

Da  die  Gleichstellung  dieser  beiden  Werthe  nur  eben  eine  identische  Gleichung  liefert,  so  besagen 
diese  zwei  Gleichungen  eines  und  dasselbe  und  bestimmen  p^f*+'"^  provisorisch  in  Function  von  Z^'^- 
und  x^^^^"^^'  Geht  man  jetzt  über  zu  der  folgenden  Gruppe  von  Bestimmnngsgleichungen,  so  erfahrt  aus 
ihnen  das  bisher  noch  unbestimmt  gelassene  x^^-^''-^  ebenfalls  keine  Bestimmung,  bleibt  mithin  als  will- 
kürliche Constante  in  der  Rechnung,  gehörig  offenbar  zu  einem  neu  aunauchenden  particulären  Werthe 
für  5,  welcher  den  Factor  (x  —  a)^"^'"*,  zu  welcher  Potenz  x(^+*'-*^  als  CoelTicient  in  der  Mac- 
Laurin'schen  Entwicklung  gehörig  ist,  trägt,  und  da  hiezu  die  beiden  Gleichungen  (819)  Werthe 
für  p<l*+*'-*^  liefern;  die  dem  x^^**'"'^  proportional  sind,  so  gehört  zu  dem  erwähnten  particulären  Werthe 
von  £  ein  particulärer  Werth  für  rj ,  der  der  Potenz  {x  —  a)l*+^"*  proportional  ilt. 

Dass  aber  auch  das  folgende  Paar  von  Beslimmungsgleichungen  einen  Werth  für  x^^^''-'' 
nicht  geben  könne,  davon  gewinnt  man  die  Ueberzeugung,  wenn  man  sich  dasselbe  vorlegt,  bereits, 
wenn  man  will,  nach  9(?*+'+*)  aufgelöst: 

t>(f^^O  =  J-  U  [Xx..  +  (r  +  I)  X'x]r*^^  -  Xxr^^^'^  +  «r.. j 

p(^^o  =  ;^  j-  [xx_.  +  (r  +  1)  x'xy^-**>  -  xxt(^^*''  +  a»^.  j 

Mt  OlflldMCiMMf  dkwr  beiden  Weith«  fSbrt  nun  ze: 
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(8«6)  JY,  [Xx_.  +  (r  +  1)  XI]  -  Y^  [Xx_.  +  (r  +  l)  X'x] j  r^^^')  +  Yj,8^.  -  YJÜ,,,  =  0 

oder  da  hier: 

2^.  =  ~  [y„_.  +  (r  +  I)  Y J  t,«:^^--'  -  [Xx_.  +  (r  +  U  X^.  +  ^^^  Xj[]  x'^—  - 


(8f7) 


-  [¥;,_.  +  (r  + 1 )  y;,_.  +  ^^l±i^  y;]  ^^:-+-0 

3R,.+.  -  -  [  Y,_.  -H  (r  +  1)  Y;,]  »,(.-+-'  -  [Xx_.  +  (r  +  1)  Xj^..  +  ^i±^  X5[]  r^^^'-  - 

-  [Yi^- + (»•  +  0  y;-. + ^^^T^  y::]  9^^*'-' 

oder  nach  vollbrachter  Einführung  der  für  i^Q*'*^*^  und  p^«"'^^  bereits  gewonnenen  Werthe  anter  (819) 
und  (824)  mit  Rücksicht  auf  ®  =  ^  =  0 

Xx 


»r+.  =  Yl  [y-.  +  (»•  +  0  y;  I  rcx^'  + 


^[y,-.  +  (r+  i)  Y',]  [Xx^+rXi-^'^-^'-Yx]  - 

(r  +  Or^,,! 


+  «{-[Xx-.  +  (r+l)XU+^^^^Xj:]  + 

+[Y^_.+(,+oyu+^^'y;;]|^ 


^x 


,i.X+»^i' 


Xx 


(8«8)  3»,^.=^[Y^_.  +  (r  +  i)Yjr(^^)  + 


f  [y,-.  +  (r+  DyJ  [Xx_.  +  rXx-  li^lll!!!: Xx] - 


-[Xx-.  +  (r+l)XU  +  ^^^^Xj]  + 

+  [Y,-.+(r+i)Y;_.+l^^Y;;]5?i 


^  jp(X+r-t) 


und  substituirt  man  diese  Ausdrucke  in  die  Gleichung  (826),  so  ergibt  sich  aus  ihr  offenbar  eine  an- 
dere von  folgender  Gestalt: 
(889)  Ur^^^^^  +  Yj:(k^-^)  =  0 

welche  nur  dann  dem  x^^^'''*'  einen  bestimmten  Werth,  nämlich  Null  ertheilen,  mithin  das  neuerschie- 
nene particuläre  Integral,  welches  der  Potenz  (x  —  a)^^'^  proportional  ist,  wieder  aufheben  wfirde. 


wenn  U  gleich  Null  aasfiele.  Um  jetzt  einzusehen,  ob  und  in  welehem  Falle  diess  möglich  sei,  be- 
merke man,  dass: 

sei.  Zieht  man  hievon  die  identisch  vorausgesetzte  Gleichung  (821),  die  zur  Bestimmung  von  r  dient, 
ab,  so  ergibt  sich: 

V  =  T 

mithin  vermag  U  nicht  zu  verschwinden,  es  sei  denn,  dass  die  Gleichung  T  =  0  gleiche  Wur- 
zeln besasse. 

Diess  alles  ist  den  beim  aufsteigenden  Intcgriren  gemachten  analytischen  Erfahrungen  voll- 
kommen gemäss,  denn  T  ist  nach  einer  früher  gemachten  Bemerkung  der  erste  CoefTicient  der  aus 
dem  vorgelegten  Systeme  von  Differentialgleichungen  gewonnenen  Eliminationsgleichung  und  ^ie  succes- 
siven  Glieder  der  Mac-Laurin'schen  Entwicklung  des  Integrales  einer  solchen  sind  bekanntlich  ge- 
brochen durch  T',  T*,  T",  Falls  aber  T  gleiche  Wurzelfactoren  birgt,  so  deutet  diess,  wie  be- 
kannt, nicht  mehr  auf  ein  particuläres  Integral  mit  dem  Factor  (x  —  a)^^''"*  hin,  sondern  entweder 
auf  mehrere  solche  oder 'Buch  auf  ganz  andere  Vorkommnisse,  die  sich  auch  hier  bei  der  Integration 
eines  Systemes  von  Differentialgleichungen  für  den  mit  diesen  analytischen  Formen  Vertrauten  genügend 
kennzeichnen.  Nimmt  man  aber  auf  diese  Ausnahmsfälle  keine  Rucksicht,  so  bleibt  jedenfalls  p^^-*' 
als  willkürliche  Integrationsconstante  in  der  Rechnung  und  die  ferneren  Coefficienten  r^^^*'\  j(X+r+i) 
))^^^^\  9''^+**^*'  erscheinen  derselben  proportional. 

Passen  wir  den  durch  diese  Ueberlegungen  ans  Licht  gezogenen  Sachverhalt  wiederholungs- 
weise noch  einmal  in  Kurzem  zusammen,  so  ergibt  sich  Folgendes:  Wenn  die  zwei  Differential- 
gleichungen zwischen  den  zwei  abhängigen  Veränderlichen  £  und  tj  zur  Integration  vorgelegt  sind, 
nämlich: 

^\  Sf^^  +  %  V^^'  =  -  5pX.i  Bf^^'^  -  ^V'  ^'^"^  -  

SGx  ^^'  +  %  V^^'  =  -  5px-i  B^^-''  -  %-.  £^'^-*^  -  

so  setzt  man  anstatt  £  und  tj  die  ihnen  gleichgeltenden  aufsteigenden  Entwicklungen  mittelst  der  Hac- 
Laurin*schen  Formel,  nämlich: 

£=^  X  -{-xXx  ^  ä)  +jix  ~  ay  +  

7;  =  V  +  9'(^  ~ «)  +  ^  (^  -  «)•  + ; 

und  erhält  dadurch  zunächst,  indem  man  die  so  hervorgehenden  Gleichungen  für  identische  erklärt, 
ein  System  von  unendlich  vielen  Bestimmungsgleichnngen ,  die  alle  in  dem  folgenden  Paare  enthalten 
sind,  und  aus  demselben  hervorgehen,  indem  man  der  Reihe  nach  den  Stellenzeiger  r  in  0,  1,  2,  8,  . . . 
verwandelt: 
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Diese  werden  zwar  in  der  Regel  dazu  dienen  Iconnen,  um  r^^'*''*^  zu  bestimmen  and  zwar  in  Braelirorm 
mit  dem  gemeinsohaftliehen  Nenner 

T  =  XxY    -  Y  Xx 

allein  es  frommt  selten,  für  solche  Werthe  von  a  die  Integrationsarbeit  zu  unternehmen,  für  welch« 
T  von  Null  verschieden  ausfallt.  Man  wählt  daher  in  der  Regel  T  =  0  und  vermeidet  die  unendlichen 
Werthe  von  x^^^^\  ^^^^^^  dadurch,  dass  man  das  vorliegende  Paar  von  Bestimmungsgleichungen  ent- 
weder in  der  Gestalt: 

in  welcher  dasselbe  zur  Bestimmung  von  jc^^^-*)  und  9^H'+*')  dienlich  erseheint,  oder  in  der  folgen- 
den  anderen: 

Xxr^^-^'^)  +  [Yj,_.  +  rY;j  t^^H^-)  =  -  Y^^p^H^)  +  3K,,, 

in  welcher  es  zur  Berechnung  von  r^^^*"^  und  |j(J*+''-*>  verwendet  werden  kann,  hinstellt.  Der  gemein- 
Kchaniiche  Nenaer  der  so  bestimmten  Unbekannten,  auf  den  man  beziehlich  bei  der  ersten  und  zweiten 
dieser  beiden  Gestaltungen  stosst,  ist  entweder 

a;,,  =  Y^[Xx..  +  rX'x]  -  Y,[Xx.,  +  rXx] 

oder 

3^-p  =  Xx[Y^_.  +  rY'^]  -  XxEY,-.  +  rY',] 

Weder  das  Verschwinden  von  2^^«, ,  noch  das  Nullwerden  von  S^,^,  wenn  es  gelegentlich  für  irgend 
ein  ganzes  und  positives  r  vorkommen  sollte,  macht,  dass  die  Rechnung  durch  das  Auftauchen  un- 
endlicher CoeOiciebten  unterbrochen  wird;  solche  erscheinen  vielmehr  nur  dann,  wenn 

wird ,  und  die  Folge  hievön  ist  eine  Relation  zwischen  den  Integrationsconstanten ,  kraft  deren  eine 
Gruppe  von  particulären  Werthen  für  £  und  rj  aufgeopfert,  dagegen  zum  Ersatz  eine  andere  gewonnen 
wird,  proportional  bezüglich  dem  (x  —  a)^^^''"*^  und  (x  —  a)^."'^'*"*^.  Die  Existenz  dieser  letzteren 
ist  übrigens  keineswegs  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  r  eine  ganze  und  positive  Zahl  sei,  sondern 
gilt  für  beliebige  r  geradeso  wie  bei  einzelnen  DiSfereotialgleichungen,  eben  weil  die  hier  vorgenom- 
mene Rechnung  der  Integration  einer  einzelnen  Eliminationsgleichung  gleichgeltend  ist 
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Es  ist  wohl  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  dieses  Verfahren  sammt  allen  dabei  vorkom- 
menden analytischen  Erscheinungen  ein  allgemeines,  auf  beliebig  viele  Differentialgleichungen  anwend- 
bares sei.  Es  wird  nämlich  z.  B.  bei  drei  Gleichungen  mit  drei  abhängigen  Veränderlichen  £,  77,  ^ 
das  Integriren  in  aufsteigender  Reihenform  nur  fär  solche  a  in  der  Regel  erspriesslich  sein,  iur  welche 
der  gemeinsehaniiche  Nenner  T  versehwindet.  Die  allgemeine  Gruppe  von  Bestimmungsgleichungen 
wird  man  dann  in  irgend  einer  der  folgenden  drei  Formen  hinstellen : 

(Xx-,  +  rXji)  x'^+-)  +  Y^  V'.-^«-^  +  Z,  j^'+'-J Xx  t^^'-^  +  a»^, 

(Xx_.  +  rX)t)  r^^*«--'^  +  Yj,  9<i»+'-)  +  Z,  «(»+'•'  =  -  Xx  r^^^--'  +  9l,„ 

Xx  r'^^'  +  Cf  „_.  +  rYp  9<J^-»^-"  +  Z,  }(''+'-5  =  -  Y^  pS«'*'-)  +  Ä,., 
Xx  r<^-^'  +  (Y^_.  +  rYp  pf.--^--')  +  Z,  j^^^«")  =  -  Y,,  p(.-+'-'  +  2R^,, 
Xx  r^^+'-'  +  (Y^_.  +  rY' )  »>^''+'-'  +  Z,  jc*'-)  =  -  Y,  9':^+'-'  +  S»,,, 

3  a  •  8  *  8  8  •  ^ 

Xx  r^^^'-^  +  Y^  9(.-+'-'  +  (Z,_.  +  rZ;)  »("+'■->  =  -  Z.  j"'+'-^  +  »r., 

Xx  y<^^>  +  Y  p(!-^'-5  +  (z,_.  +  rz;)  i^'^'-"  =  -  z,  jo^'  +  a»^, 

Xx  r^^*«-'  +  Y„  pC!*-^)  +  (Z,_.  +  rZ;)  jtv+--') Z,  j('-^'->  +  9ir,, 

:i  •  •  8  8  3  ° 

Der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Werthe  der  hieraus  gezogenen  Unbekannten   ist  nun  einer  der  fol- 
genden drei: 

S„,  =  Xx_.Y^Z,  -  Xx_.Y^Z,  -  Xx_.Y,Z,  + 
+  Xx..Y  Z.  +  Xx..Y  Z,  -  Xx_.Y  Z,  + 

t  8*1  8  !•«  8  «^1 

f      Xx   Y  Z.  -  Xx   Y  Z,  -  X'x   Y  Z,  +1 

g^J  1  t"8  1  8*8  %  ira  I 

*"  1+  Xx   Y,Z,  +  Xx   Y,Z,  -  X'x   Y,Z,      f 

Iw  t  8»!  8  l«t  •  t«l  3 

S^,  =  XxY     Z,  -  XxY     Z,  -  XxY,_.Z,  + 

^  18"8  l|"t  «1«8 


+  XxY     Z,  +  XxY     Z,  -  XxY     Z,  + 

88*1  «1*8  88*1 

f     XxY,   Z,  -  XxY',  Z,  -  XxY-,   Z,  +1 

J  18>a  18*8  11*8  I 

1+  XxY',   Z,  +  XxY'    Z,  -  XxY:,   Z,      | 

I.  88'1  81^8  88*1  } 


S^,  =  XxYu,Zv.,  —  XxY  Zy.,  —  XxY„Z^_, 

•  itra  18"«  tirj 

+  XxY  Z,_.  +  XxY  Z,_.  -  XxY  Z^. 

88*1  81^8  atr'i 

r     XxY,?',     -XxY,Z'.     ~XxY,Z',| 

Weder  das  Verschwinden  von  S^„  noch  von  SE^,^,  noch  von  S^,^,  wenn  es  für  irgend  ein  gantes 
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positives  r  stattfinden  sollte,  hat  anendliehe  Goefficientenwerthe  zur  Folge,  wohl  aber  kommen  solche 
jedesmal  vor,  so  oft  , 

wird,  eine  Gleichung,  die  nach  r  geordnet,  die  folgende  Gestalt  annimmt: 

rT  +  S  =  0 

und   zeigt,  dass  die  gewonnenen  Goefficientenwerthe  gebrochen  durch  T\  T%  P* ausfallen. 

Mit  dem  Identischwerden  dieser  Gleichung  ist  zugleich  der  Verlust  von  einer  Gruppe  particularer  Inte- 
grale und  der  Ersatz  durch  eine  andere  verknüpft,  bei  welcher  die  <5,  i;,  <2  beziehlich  den  Potenzen 
(X  —  d^^^-\  {x  —  a)J^''-',  ix  —  a)^+'^-*  proportional  austeilen. 

Dieser  kurze  Abriss  der  aufsteigenden  Integrafionsmethode  bei  Systemen  von  Differentialglei- 
chungen mag  an  diesem  Orte  genügen ,  die  Erörterung  der  Ausnahmsfälle  aber  dem  routinirten  Leser 
überlassen  bleiben,  da  sie  in  vorkommenden  Fällen  keine  Schwierigkeit  bietet. 

§.  18. 

Asymptotische  Integration  von  Systemen  melirerer  DifferentialgleiehapgeD. 

Das  Integriren  in  der  absteigenden  Reihenform  setzt,  wie  wir  wissen,  die  Genüge  leisten- 
den Werthe  einer  Differentialgleichung  voraus  in  der  Form  eines  Produktes  aus  einer  Exponentiellei^ 
in  eine  Function  erster  Classe  und  dient  im  Wesentlichen  nur  dazu,  diese  Function  erster  Classe  zu^h 

bestimmen  in  beliebiger  Gliederzahl   und  in  absteigender  Reihenform.   Es  ist  mithin  nur  anwendbar , 

wenn  die  Differentialgleichung  wirklich  Integrale  in  dieser  Gestalt  zulässt,  was  entweder  unmittelba^r^  r 
der  Fall  ist,  oder  mindestens  durch  Transformation,  beziehlich  Abscheidung  eines  exponentiellen  Paetorr — ^ 
jedesmal  herbeigeführt  werden  kann.  Fortschreitungen  im  Niveau  oder  Abfälle  um  wenigstens  eine  Ein  ^m- 
heit  in  der  Gradzahl  in  den  letzten  CoefTicientenpanrcn  und  zwar  bei  nur  einer  DifferentialgleichungjBg, 
wenn  nur  eine  vorliegt,  und  bei  allen  Bestandgleichungen,  wenn  ein  ganzes  System  von  solchen  gege  -g-*=^P- 
ben  ist,  begründen  die  Anwendbarkeit  der  asymptotischen  Integrationsmethode.  Gesetzt  nun,  man  hätt  9  :te 
sich  von  derselben  überzeugt  bei  einem  Systeme  von  beliebig  vielen  linearen  Differenlialgleichunge-^^^eo 
zwischen  eben  so  vielen  un<abhängigen  Veränderlichen  £,  77,  (2  und  einer  einzigen  abhängigen  x,  etw-^-s^» 
den  folgenden: 

(831)  P  =  0,(?  =  0,H  =  0 

so  wird  man  zur  Ermittlung  all'  derjenigen  Genüge  leistenden  Werthe  von  5,  17,  2,  die  die 

angeführte  Form  tragen,  auf  folgende  Weise  schreiten  können,  die  den  beim  asymptotischen  Integrirev 
gewonnenen  analytischen  Erfahrungen  entnommen  ist  und  desshalb  keiner  umständlicheren  Begrundnn<; 
mehr  bedarf. 

Man  ordne  vor  allem  anderen   die  Gleichungspolynome  von  P,  0,  A,   nicht  nach 

den  Differentialquotienten  von  £,  ?;,  (2,  sondern  nach  Potenzen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x 
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zwar  absteigend.  P  gestalte  siek  hietirek  n  einem  Polynom  nach  x  yom  Grade^A,  ebenso 
m  Grade  /i ,  und  A  vom  Grade  v  u.  s.  w.  Non  denke  man  sieh  in  den  so  geordneten  Differen- 
eiehnngen  die  folgenden  Sobstitutionen  durehgefShrt: 

a  a  a 

\  u  eine  neue  Veränderliche,  L,  üf «  iV« aber  noch  unbekannte  Functionen  derselben  an- 

)n.  Die  Voraussetzung,  die  in  diese  Annahmen  stillschweigend  niedergelegt  scheint,  nämlich,  dass 

'actoren  erster  Classe  von  £,  i;,  ^, fn  absteigende  Reihenfbrm  gebracht,  sämmtlich  mit 

II  Gliede  mit  a^  anheben,  ist  zwar  nicht  immer  statthaft,  thut  aber  der  Allgemeinheit  hier  keinen 
ag,  weil  sich  im  entgegengesetzten  Falle  bei  einer  oder  einigen  dieser  absteigenden  Reihen  nur 
Anfangsglieder  Null  aus  der  Rechnung  ergeben  werden.  Einerlei  Substitutionszahl  a  und  einerlei 
rentiationsindex  A,  mnss  aber  in  sämmtlichen  Variabein  £,  i;,  <2,  ...  vorkommen,  weil  sonst  an 
dentisdiwerden  der  Differentialgleichangen  nicht  zv  denken  ist 

NoB  handelt  es  sieh  zunächst  um  die  Bildung  der  Substitutionsresultate.  Diese  kann  allge- 
Yorgenommen  werden  auf  fönende  Wetee:  Man  ersetze  in  allen  absteigend  nach  x  geordBeten 

diDgqpelynomeQ  die  £,  17,  ^, sammt  ihren  Differentialquotieuten  durch  Produkte  und  zwar: 

S..    E  .    S\  Ä^*"^ . 

dilich  durch: 

L  ,    uL  ,    u*JL   u^L   ; 

so  verwandle  man: 

rj  .    7)'  .    rf  ^  if"^  


Alich  in : 

M  ,    uM  .    xfM,  u^M\ 

dieselbe  Weise  werde  anstatt 

,  a  ,  a' ,  5" , ^'•^ 

iV  ,    uN  ,    u'N u'N 

hrieben  u.  s.  w.,  so  werden  sich  dann  die  Coeificienten  der  einzeüien  Potenzen  von  x  in  eilen 
sbingspolTnomen  ordnen  lassen  nach  den  vorderhand  noch  unbekannten  Functionen  L,  M^  N^  ... 
man  wird  aus  den  P,  0,  A,  der  Form  nach  Folgendes  gewinnen: 

Tß  =x^   [Ux   L+  Vx  M+  Wx  N+  ] 

+  x^-[irx_.L+  Vx.,M+  Wx.,N+  ] 

+  x^-'[Ui^L  +  Vx^^  +  Wx.,N  +  ]  (838) 


+  u,L  +  vja  +  wjif  + 

1  1  1 
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«t  =»1*   [U^  L+  V^  M+  W^   N+  ] 

H-  x^-'[U._,L  +  F,_.Af  +  W^_,N  + ] 

+  ».-»[CTj,..!.  +  F^_.Af  +  W^_^N  +  ] 

.,, ,., ^. 

+  [17.L  +  F.J*  +  FF.iV  + ] 

t  t  t  . 

fi  =  x^  [u,  L+  fv.-»  +  »f.,.-y'+ '- ] 

+  x>'-[ir._.L  +  V^,M  +  W^,N  +  ] 

«  8  »  ■' 

+  x^^[U,^L  +  F,_.Jf  +  W,_,N  +  ] 

^  •  •  •  -* 


+  [cr.1,  +  F.jf  +  ir.iv  + ] 

^  8  »  8  •* 

Hier  bedeuten  sämmtliehe  mit  U^  F,  W  bezeichneten  Multiplieatoren  besthnmte  algebraische  Polynom«^ 

in  u  und  ]p,  181,  H,  dasjenige,  was  aus  P,  Q.  A, wird  durch  das  angedeutete  Sub— 

stitutionsverfahren.   Es  lässt  sich  nun  sehr  leicht  einsehen,  dass  die  in  Form  von  h^'^  Differential— 

quotienten  angenommenen  £,  i^,  ^,  in  die  Differentialgleichungen  eingeführt,  dieselheh  ver— 

wandeln^werden  in: 

ata 

oder  in  entwickelter  Form : 

e'^Px'  +  (^*j  Px»-'  +  (J)  F'a?»-'  +  ]  =  0 

(835)  <,~[Qar*  +  (^^  Q'ar*-  +  (J)  O"«*'  +  ]  =  0 

e'"[Rx^  +  ('*)  R'ar*-  +  (J)  R"ar*-'  +  1  =  0 


Hier  bedeuten  P,  P,  P" Q.  0'.  Q" R,  B',  »".  da^enige,  was  aus  f.    ._ 

—f.  (II,  — .  — - *.  -r-,  -r-T Wird,  wenn  man  «  durch  a  ersetzt,  d.  h.  ts> 

du*  du    <hi*  du    du* 

ist  allgemein : 

P^--'  =  x^    [(Ux   L)^--)  +  (Vx   M)«-^  +  (Wx   N)e->  +■  ] 

+  x^-Küx-.L)^»-'  +  (Vx..»!)«-)  +  (Wx_.Ny'  +  ] 

(88«)  +  x^-[(Ux_,L)^n  +  (Vx_.M)"->  +  (Wx_,N)<'-^  +  ] 


+  [(Ü.L)^'    +  (V.M)^'-'  +  (W.N)"-   + 


OW  =  XV-   [(U^  L)W  +  (V^  M)W  +  (W^  N)"-'  + ] 

.+  «!^-[(ü^-.Ly>  +  (V^-M)«--)  +  (W^_.N»W  + ] 

+  «»^-[(u^_L)C')  +  (y^_ii)r'  +  (W^_^c-)  + .] 


+  [(UoL^)  +  (¥,»!)(••>  +  (W,N)W  +  ] 

t  9  B  -^ 

B.(r)  =  jp»   r(u,   L)(')  +  (V,   My^  +  (W,  N)W  +  1 

+  ar'-[(U^.Ly'  +  (V,_.BDe-)  +  (W._.N)«  +  ] 

8  •  S  -* 

+  »''-[(U^.L)C-)  +  (V^M)^-)  +  (W^N)'«-)  + .] 

»  •  s  -" 

+  [Ü.Ly)  +  (V,M)('->  +  (W.N)W  +  ] 

•■  8  »  S  -^ 

Nach  der  beim  asymptotischen  iDtegriren  angenommenen  Bezeiciinungsweise  verstehen  wir  auch  hier 
unter  V^^K  V^''\  W^^\  L^'-\  M^^\  N^^^  dasjenige .  was  aas  17^^\  V^''\  m^\  W\  M^^\  N^"-^  wird, 
wenn  man  nach  rmaliger  Differenzirung  u  durch  a  ersetzt.  Eben  so  ist  jedes  andere  der  hier  vorkom- 
menden Zeichen,  wie  (UL)^''^  zu  deuten;  es  ist  namlicb: 

(UL)^*-)  =  U^'->L  +  0^^  U<^')L'  +  (0  Ü^*->L"  + +  UL(^> 

Fahren  wir  nun  die  aus  den  vorliegenden  Formeln  furP^''^  0^"*^  R^*"-, unter  Voraussetzung:  r=0, 

I,  2,  3,  gewonnenen  Werthe  in  die  Gleichungen  (835),  ein,  ordnen  abermals  absteigend  nach 

Potenzen  von  x  und  lassen  allenthalben  den  gemeinschaftliehen  Factor  aller  Gieichungspolynome,  d.  h. 
e^^  als  des  Verschwinden»  unfähig  weg,  so  gelangen  wir  zu  einem  Systeme  von  Gleichungen,  denen 
dnrch  schickliche  Wahl  der  bisher  noch  unbestimmten  constanten  Werthe  für  a  und  A,  imgleichen  durch 
passende  Functionen  von  u  anstatt  L.  üf ,  iV,  gesetzt,  oder  was  dasselbe  ist,  durch  entspre- 
chende Constanten  anstatt  L,  M,  N,  L',  M',  N',  L\  M'\  IT,  Genüge  geleistet 

werden  soll.  Wir  können  nämlich  die  Functionen  JL,  Jbf,  iV,  als  bestimmt  ansehen,  wenn  uns 

die  aufsteigende  Reihenentwicklung  derselben  vermittelst  der  Mac-Laurin'schen  Formel  bekannt  ist. 
Jede  dieser  so  gewonnenen  Gleichungen  lässt  sich  dann  in  mehrere  zur  Bestimmung  der  genannten 
Unbekannten  dienende  zerfallen ,  indem  man  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x  je  für  sich 
der  Nulle  gleich  setzt.  Auf  diese  Weise  entstehen  aus  der 


a 


Die  folgenden  Bestimmungsgleichungen  in  unbegrenzter  Anzahl: 
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U)    Ii+  Vx    M  +  Wx    N+ =0 

Ux-.L  +  yx-.M  +  Wx  ,N+ •...    +(*)[(Uj^   L)'  +  (yx   M)'  +  (Wx   N)'+ ]  =  0 

üx  .1^  +  Vx_.M  +  W,..  .N  + +  (f )  [(Üx-.L)'  +  (Vx_.M)'  +  (Wx-,N)'  + ]  + 

+  (5)[(üxL)"  +  (yxM)"  +  (WxN)"+ ]  =  0 


U.L     +    V.M     +    W.N     + + 

1  t  1 

+  (J)  [(U.Ly  +  (V.M)'  +  (W.N)'  +   ]  + 

+  (2)  [(.V,L)"  +  (y.M)"  +  (W.N)"  + 1  + 


+  (J)  [(UxL)<^^  +  (yxM)  ^'  +  (WxN)^   +  ]  ==  0 

(837)  (J)  [(IJ.L)'    +  ty.M)'    +  (W.N)'    +   J  -I- 

+  (5)  [(IJ.L)"  +  (y.M)"  +  (W.N)"  + ]  + 

+  (5)  [(IT.L)'"  +  (y,M)"'  +  (W.N)"  +  J  + 


+  {x+i)  [^\^^')^"'  +  (VxM)'^^"  +  (WxN)(^+"  +  ]  =  0 

(p)  [(VM?'    +  (y.M)  P     +  (WM?'    +  ]  + 

+  [fj+i]  [(U-^)''"*'  +  (y.M)  "^'^  +  (W.N)'?+'>  4-  J  + 

+  (p-tz)  [^V'^)''"'"  "•■  (y  »'**)''**'  +  (w.N)'p^"  +- J  + 


Sie  enthalten  die  vollständigen  und  unabgekürzlen  CoelTicienlen  von  x*+^,  x*+^-*,  .    .   a:*,  x*-', 
ar*-P,  ...  der  Nulle  gleich  gesetzt.  Genau  auf  dieselbe  Weise  nun  entsteht  jetzt  aus  der  zweiten  der 
Gleichungen  (835);  das  folgende  System  von  Bestiinraungsglelchungen ,  die  in  der  Regel  in  unbegreni- 
ter  Anzahl  vorhanden  sind: 


I  ntegrationsmethodeo.  j|83 

U,L    +    V,M    +W„N    +  ]  =  0 

U,_.L  4-  \\_,M  +    W,_.N  -I-  ]  + 

+  (^)  [(Ü,L)'  +  (V^M)'  +  iwjsy  + J  =  o 

U^_,L    +  V^_M  +•  Wj,_,N  +  . . .- + 

+  (?)  [cv.-'^)'+(y!^-''>'+<^i'-^'  + 3  + 

+  (*)  [(U,  Ly+cy,,  »i)"+(W,,  N)"+ ]  =  0 

U.L     +    V.M     4-    W,N      +  ; + 

t  t  t 

+  (?)  [(U.L)'  +  (V.M)'  +  (W.N)'  +  + 

+  (2)  [iW"  +  (y.M)"  +  (W.N)"  +  + 

+  (*j  [(U,L) :-'  +  (Vj^M)':^^  +  (Wj,N)<.->  + ]  =  0 

(7    [(Ü.L)'    4-  (V.M)'   +  (W.N)'    +  ]  + 

+  {2}  [(V^,Lr  +  (y.M)"  +  (w.Nr  +. ]  + 

+  ( Jj  [(IT.L)'"  +  (.V,M)"'  +  (W.Ny"  +  ]  4- 

+  (/x4-l)  [(V!**^)'""^"  +  (YaMy-"^'^  +  (WaN)(!^+"  4-  J  =  0 

(p)  [^y.L)'P)     4-  (y.M)'P^      +  (W.N)<P''     4-  J  4- 

+  [pii)  [(.^,^^y^'^  +  (y.M)  p^"  4-  (W.N)  P-"  4- ]  4- 

+  (p  +  2)  KV«'^)'^'  +  (Y.M)*^"  +  (W,N)P^'5  + j  + 

+  (p+yi)  [(U.'^)  '''•■'' +(yaM)'f^!*-  4-(W.N)'r:-'  4- J  =  0 


len  so  erhalten  wir  ans  der  driUen  der  Gleichungen  (835),  so  wie  ans  den  folgenden,  wenn  deren 
?hrere  sein  sollten,  eine  ähnliche  Gruppe  von  Bestinimungsgleichnngen,  nämlich: 


56ft  V.    A  b  s  c  h  D  i  t  t. 

ü,   L    +  V,   M  +  W,   N  +  =0 

*  t  t 

U,_.L    +  V,_.M  +  W^.N  +  + 

*  t  t 

+  (t)  [(ü,  hy+cv,  M)r+(W,  Ny+ =0 

U._.L    +  V,_,M  +  W^.N  +  + 

s  t  t 

+  (t)  [(u,-.L)'  +iy,..My+(w,_.N)'+ ]  + 

+  (5)  [(u,  Ly+cy,  irr+(w.  n)"+ .]  =  « 

Ü.L     +    V,M     +    W,N     +  + 

+  (t)  [(U.L)'  +  (V.Mr  +  (W.N)'  +  ]  + 

+  (5)  [(Ü,L)"  +  (y.M)"  +  (W.N)"  +  ]  + 

+  (J)  [(U,L)«''>+  (y.M)t'')+  (W,N)''')+  ]  =  0 

(t)  [(U.*^)'  +  (y.M)'  +  (W.N)'  + ]  + 

+  (J)  [(U.L)"  +  (V.M)"  +  (W.N)"  +  ]  + 

+  (*)  [(U.L)'"  +  (y.M)"'  +  (W.N)"',+  ....]  + 

■^{v+i)  [(V»^)'"^''  +  (y,M)(''-^0  +  (W,N)(>+0  +  ]_o 


und  so  fortgehend,  wird  man  so  viele  Systeme  von  Bestimmungsgleichungen  aufstellen,  als  der  ge0 
benen  Differentialgleichungen  waren,  aus  welchen,  wie  gesagt,  die  Werthe  von  A,  L,  L',  L".  ... 

M,  AI',  M", N,  N',  N",  abzuleiten  sind.   Der  hiezu  einzuschlagende  Weg  ist  folg-^ 

der:  Man  stellt  zuvörderst  die  ersten  dieser  Bestimmungsgleichungen  in  eine  Gruppe  zusammen.  Sie  sio< 

UxL  -h  VxM  +  WxN  +  =0 

1  1  1 

(840)  U,L  +  y,M  +  W,N  +  =.0 

U,L  +  V,M  +  W,N  +  =0 


Sie  gestatten  ihrer  Form  nach  in  der  Regel  Iceine  andere  Auflösung,  als: 

L  =  0,  M  =  0,  N  =  0 


IntegratioDsmethoden.  585 

es  sei  denn,  dass  die  Coefficienten  dieser  Unbekannten  in  einer  bestimmten  Relation  zo  einander  stehen, 
in  Folge  deren  nicht  alle  diese  Gleichungen  von  einander  verschieden  sind,  sondern  eine  oder  mehrere 
als  anmittelbare  Folgen  der  übrigen  erscheinen,  gebildet  z.  B.  durch  Multiplication  derselben  mit  be- 
stimmten Constanten  und  Addition.  In  diesem  Falle  aber  hören  sie  auf,  bestimmte  Werthe  für  L,M,N, . . . 

M    N 
zugeben  und  liefern  nur  die  Quotienten :  -j-^  y^ Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  die  jederzeit 

Genüge  leistenden:  L  =  M  =  N:ss =o  zum  Integrationszweeke  nicht  brauchen  kann,  weil 

sidi  daraus  £=:7^=s<2r= =o  ergibt ,  was  allerdings  ein  System  Genüge  leistender  Werthe, 

aber  kein  Integral  darstellt.   Man  ist  mithin  gendthigt,  solche  Relationen  zwischen  den  Coefficienten 

wirklich  bestehen  zu  lassen,  kraft  deren:  L,  M,  N,  unbestimmte  Werthe  erhalten  und  die 

Gleichungen  von  einander  verschieden  zu  sein  aufhSren.  Man  bewirkt  diess  durch  schickliche  Wahl 
der  bisher  noch  unbestimmt  gelassenen  Substitotionszahl  a,  die  in  den  Coefficienten  enthalten  ist,  und 
die  wenigstens  dann  immer  mit  einem  solchen  Werthe  versehen  werden  kann,  wenn  auch  nur  eine 
einzige  Gruppe  Genüge  leistender  Werthe  für  £,  i;,  (2,  in  der  angedeuteten  Form  (832)  be- 
steht, und  nur  wenn  gar  keine  particuliren  Integrale  dieser  Art  vorhanden  sind,  bleiben  die  vorgelegten 
Bedingungsgleichungen  alle  von  einander  verschieden  und  deuten  durch  die  Angabe  L=M=...=0, 
aus  der  £  =  i;  =  (2  = =0  unmittelbar  folgt,  auf  das  Nichtvorhandensein  so  gestalteter  Auf- 
lösungen hin.  Wir  müssen  diesen  Fall  hier  ausschliessen ,  weil  wir  voraussetzen,  dass  der  nach  den 
Vorschriften  der  Formenlehre  rechnende  Analyst  aus  der  Gestalt  der  Differentialgleichungen  sich  von 
dem  Dasein  solcher  asymptotischer  Auflösungen  überzeugt  habe,  die  unmittelbar  und  ohne  vorgängige 
Sonderung  eines  höheren  exponentiellen  Factors  der  Berechnung  unterworfen  werden  können.  Um  nun 
alle  Werthe  von  a  von  dieser  Beschaffenheit  zu  erhalten,  kann  man  sich  zuvörderst  anstatt  der  ersten 
Gruppe  von  Bestimmungsgleichungen  (840)  die  folgende  andere  vorgelegt  denken,  in  der  noch  die 
Variable  u  erscheint,  die  spater  durch  die  Substitutionszahl  a  zu  ersetzen  ist. 


UxL  +  VxM  +  W^N  +  =  G 

U^L+V^M+W^N+  =U  (841) 

ir,L  +  V^  +  W^N  +  =  J 


s 


allwo  man  sich  unter  G,  H^  J  einstweilen  unbestimmte  Functionen  von  u  denken  mag.  Diese  Glei- 
chungen geben  im  Allgemeinen  Werthe  für  L,  Jf,  iV,  in  Bruchform  mit  einem  gemeinschaft- 
lichen Nenner  7,  der  aus  den  sämmtlichen  Coeflfieienten  auf  die  bekannte  Weise  gebildet  wird.  Dieser 
Nenner  ist,  wenn  nur  eine  einzige  Gleichung  mit  nur  einer  einzigen  abhängigen  Veränderlichen  £  voriiegt: 

i 

Sind  zwei  Differentialgleichungen  gegeben  mit  den  abhängigen  Veränderlichen  £,  i;,  so  wird  die- 
ser Nenner: 
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Hat  man  drei  Differentialgleichungen  mit  den  Variablen  i^  ij^  £*  so  geht  der  in  Rede  sCehmide  Nen- 
ner über  in: 

T  =  UxV^w,  -  UxV.w  -  er  nir,  + 

t'ti  «it»  tt*i 

u.  s.  w.  Wird  nun  dieser  Nenner  der  Nulle  gleich,  was  nur  für  bestimmte  Werthe  von  u  stattfinden 
wird,  deren  aber  so  viele  voFhanden  sein  werden,  als  die  Gradzahl  der  Gleichung  7=^  0  Einheiten 
in  sich  enthält,  so  werden  die  Werthe  von  I#,  üf«  iV, dadurch  entweder  unendlich  oder  un- 
bestimmt; im  ersten  Falle  sind  dann  die  Gleichungen  (841)  widersprechend,  im  zweiten  aber  nicht 

sämmtiich  von  einander  verschieden.  Wir  fuhren  ihn  dadurch  herbei ,  dass  wir  unter  6,  £f «  J, 

solche  Functionen  von  u  verstehen,  die  für  dieselben  Werthe  dieser  Variablen  verschwinden,  für  welche 
auch  T  ==  0  wird.  Alle  Wurzeln  dieser  letzteren  nun,  welche  der  Reihe  nach,  ti  =  a«,  ti  =  a,, 

ti  =^  a^^  ti  =  a„  sein  mögen,  können  die  Rolle  der  Substitntionszahl  a  übernehmen  und  es 

werden  aus  diesen  n  an  der  Zahl  vorausgesetzten  Werthen  von  a  eben  so  viele  Systeme  asymptoti- 
scher Integrale  für  £,  i;,  (2,  hervorgehen,  versehen  beziehlich  mit  den  exponentiellen  Factoren 

e'^^,  e*«^,  e'»*,  e*»*^.   Zu  jedem  dieser  verschiedenen  a  gehört  nun   ein  System  bestimmter 

Hl     N 
Werthe  zwar  nicht  für  L,  M,  N,  wohl  aber  für  die  Quotienten:  ,  »  j-t «  <a9s  man  sich.» 

Li      Li 

wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Nenner  T  einmal  hat»  auf  leichte  Weise  verschaffen  kann.   Ange- 
nommen, das  denGleichungen  (841)  entsprechende  System  Genüge  leistender  Werthe  für  die  L^M^N^ , , . 
sei  das  Folgende: 

^        D     '^       E     ^       F 

t^  =  ji'        T'        r 

so  entstehen  alle  Zähler  in  denselben:  D^  E^  F^  aus  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  T  dnrclm 

einen  einfachen  Substitutionsact.   Um  nämlich  D  aus  T  abzuleiten,  subsUtuirt  man  anstatt  der   in  7* 
vorhandenen  ersten  Verticalreihe  der  Coefficienten ,  die  zur  Unbekannten  L  gehörig  ist,  die  zweiten 

Theile  dieser  Gleichungen,  d.  h.  man  ersetzt  CA,  U^.^  U^^ beziehlich  durch  G^  H^J^  ...  ? 

ebenso  bildet  man  E  aus  T,  indem  man  in  T  die  alldort  vorhandenen  V\^  F^,  Fy, bezieh- 

lieh  in  dieselben  G^  H^  J,  umschreibt  n.  s.  w.   Nachdem  nun  G^  H^  J, vrillknrliche 

Functionen  von  U  sind,  von  denen  man  nur  eine  solche  Beschaffenheit  verlangt,  dass  dadurch  die  ge- 
brochenen Werthe  von  L,  M^  N  unbestimmt  und  in  der  Form  -  erseheinen,  so  wird  man  zu  diesem 
ßehufe  erstens  anstatt  u  irgend  einen  der  oberwähnten,  mit  a  bezeichneten  Werthe  und  zu  gleicher  Zeit: 

G  =  H  =  J =/         -  a 

wählen  können.  Nun  erwäge  man  ferner  noch,  dass  die  Zähler:  Z>,  E^  F^ der  Bildungsweise 

des  Nenners  T  zufolge  und  auch  der  ihrigen  wegen  lineare  Functionen  von  67,  ff,  J,  seien, 

ohne  einem  letzten  von  diesen  freien  Giiede;  so  ergibt  sich  daraus  unmittelbar,  dass  diese  Zahler  in 
der  folgenden  Form  vorkommen: 
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D  ^  iu  —  a)  A  ,    B  =  (u  —  a)  B  ,    F  ^  (u  —  a)  C 

mithin  wird  aach: 

^         A(u  —  d)       .^        B  (1/  —  a)        ^^        C  (u  —  a) 

^ -jT-^'  ^=       T       '  ^=       r       (8*») 

Hier  bedeuten  offenbar:  A,  B,  C dasjenige,  was  ans  T  entsteht,  wenn  man  einmal  säromt- 

liehe  CoelRcienten  der  ersten  Verticalreihe,  sodann  die  der  zweiten,  dann  jene  der  dritten  u.  &  w. 

durch  Eins  ersetzt   Die  gebrochenen  Werthe  von  I#,  ilf ,  iV, gehen  nun  far  ti  =  a  über  in 

—  ond  können  auf  die  belcannte  Weise  des  Differenzirens  von  2Uihler  und  Nenner  ihrem  Werthe  nach 

0 

bestimmt  werden.  Nennt  man  zu  diesem  Zweclte:   A,B,C,  T  dasjenige,  was  ans  A^  B. 

C, T'  hervorgeht,  wenn  man  u  =^  a  setzt,  so  hat  man: 

L  =  ^^    M=|;,     N  =  ^ (844) 

Es  sind  diess  aber  nicht  die  einzigen  Werthe,  die  die  Bestimmungsgleiehnngen  (841)  erffillen;  man 
wird  sie  vielmehr  noch  multipliziren  I?5nnen  mit  einer  willkürlichen  Constante,  weil,  wie  gesagt,  nur 
die  Quotienten  i-«  t'  zur  Bestimmung  kommen  können.  Dieser  Constante  kann  man  die  Form  TK  ge- 
ben  und  wird  hiemit  erhalten: 

L  =  AK,    M  =  BK,    N  =  CK (845) 

all  wo  K  die  Rolle  einer  willkürlichen  und  zu  dem  jedesmaligen  a  gehörigen  Constanten  spielt,  mithin 
diesen  verschiedenen  a^^  a^^  a^,  a^  entsprechend  eben  so  viele  willkürliche  und  möglicher- 
weise von  einander  verschiedene  Werthe  K^ ,  K, , K^,  annehmen  kann,  die  sich  als  Integrations- 
eonstanten multiplicativ  an  die  verschiedenen  Systeme   von  Werthen   für  £,  i;,  <2,  anschlies- 

sen  werden. 

Wiederholungsweise  ist  also  der  erste  Schritt  des  eingeleiteten  Rechenverfahrens  der  fol- 
gende: Man  bilde  vor  allem  anderen  den  gemeinschaftliehen  Nenner  7,  ohne  sich  vorderhand  in  dem- 
selben Abkürzungen  zu  erlauben,  also  unter  Evidenzhaltung  sammtlieher  Paetoren,  aus  welchen  die  ein- 
zelnen Glieder  dieses  T  zusammengefugt  sind.  Man  streiche  ferner  darin  alle  zur  ersten  Verticalreihe 
gehörigen  Coefficienten,  was  sie  durch  Eins  ersetzen  heisst,  und  hat  A ;  man  streiche  dann  ebenso  alle 
zur  zweiten  Verticalreihe,  mithin  zur  Unbekannten  M  gehSrigen  Paetoren  und  hat  B  u.  s.  w.;  dann 

suche  man  die  Wurzeln  der  7=0,  nämlich:  ti  =  a«,  it,,  a«  und  substituire  sie  dei;  Reihe 

nach  anstatt  u  in  die  A^  B^  C^ wodurch  A«,  B«,  C., für  u  =»  a, ,  A«,  B,,  C., 

ffir  tt  »  a.,  endlich  Aj,«  B^,  C„ für  u  «=  a„  gewonnen  werden  mögen;  so  ergeben  sieh 

daraus  allsogleich  eben  so  viele  Gruppen  von  Werthen  ffir  L,  M,  N,  .....  nämlich: 

1*1  =  AjKj  ,    M|  ==  BJK.^  ,    Nj  =  C|Ki  ,  

^9  ==  -A.jK,  ,    Mt  =  B,K,  ,    N,  =  C Jtt  , (Mg\ 

^M  ■=*  ^J^H  •    M„  =  B^^  ,    N,  =  CJi„  , 
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Nachdem  auf  diese  Weise  die  ersten  aus  den  vorliegenden  Systemen  von  Bestunmingsgleichniigen  ge- 
hörig verwendet  worden  sind,  stellen  wir  sämmtliche  zweite  von  ihnen  zu  einer  Groppe  zusammen, 
nämlich : 

yx.,L+ yx.,M+ Wx«,N+ +(*]  [(UxLy +(yxMy +  (WxN)'+ 1=0 

(847)  U^.,L  +  y^.,M  +  W^.,N+ +(?)  [(Ü^Ly  +  (y^M)'+(W^Nr+ ]=0 

y V-.L  +  y ,.,M  +  W,.,N  + +  (*)  [(ü,Ly  +  (V ,M)'  +  (W,N)'  + ]  =  0 

Sie  sehen  in  entwickelterer  Gestalt  und  wie  zur  Bestimmung  von  L  ,  M\  N\ tauglieh  hinge- 
zeichnet, da  mau  L,  M,  N,  bereits  hat,  aus,  wie  folgt: 

Ä[UxL'  +  VxM'  +  WxN  + ]  =  ~(üx-.  +  AU'x)L~(Vx..  +  ÄV5JM-(Wx.,+ÄWx)N-. . . 

(848)  A[U^L'-hV^M'+W^N'4- ]  =  -(y^-.  +  AUpL-(y^_.+Äy;jM-(Wj,_.+AW'pN-. . . 

A[U,L'  +  V^'  +  W^'  + ]  =  -  (U^.  +  AU;)L  -  (V^.  +  AV;)M  -  (W,_.  -I-  hW'^ys-. . . 

oder  nach  durchgeführter  Substitution  der  für  L,M,N,  gewonnenen  Werthe,  die  AK,BK,  CK,  . . .  sind: 
A[UxL'  +  yxM'+WxN'+ ...]  =  - [(yx..  +  Aü5J^ 

(849)  A[y^L'  +  y^M+W^N'+  . ,  .]  =  -[iV^^,+hU^)A^(Y^.,+hV'^B  +  (W  .  .]K 

A[u,L'+yvM +•  w,N  + . .  j=-[(y,.,+Äy;)A-Hty,.,+Ay;)B+(w,.,+Ä^^^        .  .]k 

Ihrer  Benützung  zum  Berechnen  von  L',  M',  N', in  linearer  Function  von  K  widersetzt  sieh 

der  Umstand,  dass  der  gemeinschaftliche  Nenner  aller  gebrochenen  Werthe  fSr  diese  L\  M\  N\  ... 
abermals  der  Nulle  gleich  wird,  weil  er  derselbe  T  ist,  von  welchem  firfiher  die  Rede  war,  wovorE 
man  sich  durch  die  in  den  Gleichungen  (841)  und  (849)  übereinstimmenden  CoefReienten  der  Unbe-* 

kannten  überzeugt.  Unendliche  Werthe  von  L',  ST,  N', sind  hievon  die  natürliche  Felge,   ihnerrn 

auszuweichen,  frommt  es  nicht,  K  =  o  zu  setzen,  weil  diess  auch  L,  M,  N, vernichten.^ 

mithin  £ ,  tj^  2. ganz  wegwerfen  hiesse.  Wir  können  daher  diesen  unendlichen  Coeffieienten — 

werthen  nur  durch  schickliche  Wahl  des  h  entgehen,  welches  so  bestimmt  werden  muss,  dass  dii^ 
vorliegenden  Gleichungen  aufhören,  alle  von  einander  verschieden  zu  sein,  und  das  eine  von   ihnen 
erscheint  als  die  unmittelbare  Folge  aller  übrigen,  gebildet  aus  ihnen  durch  Multiplication  mit  gewisse» 
Constanten  und  Addition.  Bei  den  ersten  Theilen  ist  diess  bereit«  in  Folge  des  verschwindenden  gemein- 
schaftlichen Nenners  der  Fall,  bei  den  zweiten  kann  es  jedesmal  durch  ein  schicklich  gewähltes  A  her- 
beigeführt werden.  Das  Ergebniss  wird  immer  ein  Verschwinden  sämmtlicher  Zähler  der  Wertbe  vod 
L',  M',  N',  .....  sein   und  zwar  werden  aus  leicht  einzusehenden  Gründen  alle  Zähler  gleich  Null, 


wenn  aueh  nur  eioer  von  ihneo  versehwindet.  Man  bildet  sieh  also  einen  dieser  Zahler,  indem  man 
in  T  irgend  eine  Verticalreihe  der  CoeSicienten  ersetzt  durch  die  zweiten  Theile  der  vorliegenden  Be- 
stimmongsgleichnngen  (849)  ond  setzt  ihn  gleich  NnU.  Hiedurch  gewinnt  man  eine  Gleichung,  die  ent- 
weder zur  Bestimmung  von  h  dienlieh,  oder  auch  für  jedes  h  identisch  ist.  Im  ersten  Falle  ergibt 
sich  aus  derselben  ein  einziger  Werth  von  A,  weil  die  Gleichung  in  h  nur  dem  ersten  Grade  ange- 
hört, jedoch  für  jedes  a  ein  eigener,  so  dass  man  den  a^^  ct^^  a^^  a„  entsprechend  eben  so 

viele  A|,  A,,  A,, A„  erbalten  kann.  Im  zweiten  Falle  wählt  man  eine  andere^  Verticalreihe  der 

Coefficienten,  um  anstatt  ihrer  die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  zu  substituiren.  Sollte  sich  aber  gar 
keine  solche  Verticalreihe  von  Coefficienten  finden ,  die  auf  diese  Weise  mit  den  zweiten  Theilen  der 
Gleichungen  vertauscht,  eine  Bestimmungsgleicbung  für  h  liefern  konnte,  so  gibt  äberbaupt  die  aus- 
zeichnete Gruppe  von  Bestimmungsgleichnngen  (849)  das  h  noch  nicht,  sondern  es  ist  einer  der  fol* 
genden  Gruppen  zu  entnehmen.  Angenommen,  die  Bestimmungsgleichung  in  h  gehe  aus  7=0  bereits 
durch  Vertauschung  der  ersten  Verticalreihe  der  Coefficienten  hervor,  so  ist  dieselbe  bei  einer  einzi- 
gen Differentialgleichung  mit  der  VerSnderlichen  £: 

Ux-.  +  hUir^  0  (850) 

Diese  ist  uns  bereits  bekannt.  Hat  man  zwei  Differentialgleichungen  mit  den  Variabein  £,  i;,  so  er- 
gibt sich  folgende  Bestimmungsgleichung  in  A : 

1   tl*  tft  I    tt*         .1*1  ^ 

Ä[(YxVa  -y,.vi)^  +(y^Xp  -y,.yi)«]  =  o. 

Bei  drei  Differentialgieiehnngen  mit  drei  abhängigen  Veränderliehen  £.,  rj,  B.  ergibt  sich  ebenso: 

[Ux-.yj,w,  -  yx_.  V.  w^  -  u^..yxw, + y^-.y.  w^ + u._.yxw^  -  ü,_,y^Wx]  a + 

+  [Vx_.V  W,  -  Vx_.V,W  -  V     VxW,  4- V     V,Wx+ V^.VxW  -  V^.V  Wx]  B  4- 

+  [Wx_.V,W,-Wx..V,W-W     VxW,+  W,..V,Wx+W,_.VxW-W._.V  Wx]C-h        ^^^^^ 

[UxVj^w,  -  Uxy.w,  -  y;,yxw,  +  y;aV,Wx  +  u;yxW^  -  u;y,»Wx]A+i 

+  A  <  +  lyiy^w,  -  yxy.  w^  -  y;yxw.  +  y^v,  wx  +  y;yxw^  -  y;y,.wx]  8+^=0 

+  wxv,w,-  WxV,w,-  w;vxw.+  w  v,wx-i-  w;vxw  -  w;y^Wx]c+ 

II*»  ist*  «•!«  1     »^t         1  »It*  M         %  ^    t  ^ 

und  zwar  erhält  man  immer  cömplizirter  werdende  Gleichungen  in  A,  aus  je  mehr  Differentialgleichun- 
gen das  vorgelegte  System  besteht.  Sie  sind  aber  alle  doch  nur  in  der  Regel  dem  ersten  Grade  an- 
gehörig und  können  mit  Ausschluss  der  ersten  von  ihnen,  der  (850)  nämlich,  die  ohnehin  der  Form 
nach  möglichst  einfach  ist,  noch  in  anderer  minder  cömplizirter  Weise  aufgezeichnet  werden.  Diess 
möge  zuvörderst  bei  der  (851)  geschehen,  die  einem  Systeme  von  zwei  Differebtialgleielinngen  mit 
zwei  abhängigen  Veränderlichen  entnommen  ist.  Wir  denken  ans  in  ihr  den  Factor  A  {«sondert  nnd 
unter  der  Voraussetznng,  dass  A  nicht  Null  ist,  dadurch  w^ividift,  so  erseheint  zunächst! 
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Dem  fräher  Beigebrachten  zufolge  gewinnt  man  aber  A  und  B  aus  dem  gemeinschaftlichen  Nenner: 

(864)  T  =  II,V,  -  U,Vx 

indem  man  einmal  sämmtliche  U  und  dann  zum  zweiten  Male  sämmtliche  V  ersetzt  durch  die  Einheit, 
d.  h.  es  ist: 

(865)  V  =  V,  -  Vx  .    B  =  Ux  -  U, 


hiemit  aber  ergibt  sieb; 


(856) 


B  l'X  -  U. 

.  *  A  .  X  V^  —  Vx  .  * 

B  Ui  -  U, 

•  •    A  » •    V^  —  >  1  •  • 


Gleicbungen,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  überzeugt,  indem  man  die  Brüche  wegschafft,  wodurch 
sie  in ,  kraft  der  T  =  0 ,  identische  übergehen.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  dif  vorliegende 
Bestimmungsgleicbung  in  h  ergibt  sich  sodann 

l^.-.Vi  -  lTx-.V,  -  UxV,,_.  +  ü,Vx..  + 

(857)  "     '  '      '• 

+  A  [Vxu;    -  v,üx    -  Uxv;,    +  iT.,Vxi  =  o 

I«*  t*i  ta«  «'1 

Man  erkennt  hier  auf  den  ersten  Blick  in  dem  CoefTicienten  von  h  den  ersten  Oilferentialquotienten  des 
binomischen  Ausdruckes  T,  so  dass  sieh,  wenn  man  noch  uberdiess: 

(858)  ^.-^\  -  ux.ty.  -  v^?V-  +  F.^y^-  ^  -  ^ 

statuirt,  ein  Polynom,  dessen  Ableiiung  ans  eben  demselben  T  augenfällig  ist,  die  folgende  Gieiehuns 
ergibt,  die  ihrer  Gestalt  nach  sehr  einfach  ist: 

(869)  S  +  AT  =  0 

und  daraus 

(860)  T^ 

0 
Diese  Ergebnisse  setzen  uns  in  den  Stand,  den  aiyetzt  in  oei  Form  —  erscheinenden  Werth  von  AL 

abzuleiten  in  einer  der  Berechnung  zugängigen  Gestalt;  nnr    st  es  hier  nothwendig,  bei  der  Bildung 

des  Zählers  von  hL'  und  AM\  der  dann  der  Nnlle  gleich  gesetzt  wird,  auch  diejenigen  Glieder  bei- 
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zubehalten,  die  io  diorselben  nMge  der  7=0  verschwinden.  Wir  nehmen  also  an,  die  Substitution 
n  =  a  sei  noch  nicht  gemacht,  so  dass  wir  es  noch  mit  lauter  Functionen  von  u  zu  Uian  haben,  nnd 
dass  anstatt  A,  B,  U,  V,  L,  M  annoch  die  il,  B,  U^  V^  L^  M  in  der  Rechnung  vorkommen; 
so  hat  man: 

^  =  fi^  -  r^  •  *  =  ^^  -  ^i^  (»») 

ähnlich  den  unter  (855)  aufgestellten  Relationen.  Hiemit  aber  ergibt  sich  verschieden  von  den  fol- 
genden (856) 

B               Ux-  U^  T 

V\  -  =  V\  -^ *—  =  —  Uy  +^ 

V  A        :^  V^-  Vx  ^^^  A 

(8<») 
B  Ux—  U  y 

V  —  =  V    - —  =  —  U    4-  — 

;i^  A     ; ^  r^  -  vx         Vi^  ^  a 

Bildet  man  nun  die  Zahler  von  hL'  und  h3f  mit  den  eben  gewonnenen  Werthen,  dividirt  sie  sodann 
durch  T  und  denkt  sich  die  Substitution  u  =  a  gemacht,  was  durch  Verwandlung  der  Buchstaben 
U.  V,  L,  M  in  V,  Y,  L^M  geschieht,  so  erhält  man: 

AL'  =  ACS  +  AT1K  _  ^^^^  _  ^^_^^^  _  ^^^ 

T  ...  (8g3) 

AM  =  ^^^  \''^^  -  (Ux-,  -  üj,_.)K  -  hWK 

iNur  die  ersten  Bestandtheile  dieser  Werthe  erscheinen  nocli  in  der  Form  - ,  wenn  durch  schiclcliche 

0  0 

Wahl  des  h  die  Gleichung  (859)  erfßllt  ist  Der  Werth  des  Bruches,  welcher  dann  eben  die  Form  - 

gewinnt,  d.  h. 

S  +  AT  „ 
— T^*^ 

lässt  sich  mit  Bestimmtheit  hier  nicht  angeben,  wird  aber  jedenblls  eine  neue  Constante  K'  vorstellen, 
die  erst  durch  einen  späteren  Rechnungsschritt  zur  Bestimmung  gelangen  kann.  Man  hat  also  vorläufig 
der  Form  nach: 

AL'  =  AK'  -  (V^.,  —  Vx..)K  —  AA'K 

AM  =  BK'  -  (Ux_.  —  U„_.)K  -  ABK  ^^^^ 

t     '  t  • 

Hieraus  ergibt  sich  aueh  ftodi  die  Richtigkeit  der  a  priori  klaren  Thatsache  a  posteriori,  dass  nimlieh 
im  Allgemeinen  das  Nollsetzen  der  Zähler  zu  einerlei  Bestimmungsgleichung  in  h  leitet,  mindestens 
so  lange  A  und  B  von  Null  verschieden  ausfallen. 

Nicht  viel  verwickelter  gestaltet  sich  die  Rechnung  bei  drei  gegebenen  Differentialgleichun- 
gen mit  drei  abhängigen  Veränderlichen.  Geht  man  nämlich  aus  von  der  (852)  und  sondert  zuvörderst 
den  Factor  A  aus;  so  erhält  man  zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  A  nicht  Null  ist: 
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V.    Absebaitt 


B 


(SM) 


+ X  [T'^-.Y^T'-Y'^-y'yi*-?'.'-y^T''+y»^-y»y'^+?'-y5^f  i^-f-y^f  ^1 

ü'xv^w,  -  uxv,w^  -  u;vxw,  +  ülv,Wx  +  u;vxw,  -  u;v^Wx 


+  Ä 


r*.!* 


1      «       1    *^ 


.>" 


+ 1  ty^Y^y»  -  y^Y-y.^  -  y'.y^t*  +  Yi^y-y^ + y-y^y.  -  y'-YpT^i 

+  Y  [Wyy^^^-  Wxv,w  -  w;vxw,+  ir,v,Wx+  w;vxW,-  w;v,Wx] 


(866) 


3        9  • 


Auch  hier  werden  A,  B,  C  sämmflich  aus  T  abgeleitet,  indem  man  einmal  alle  U,  ein  zweites  Mal 
alle  y  und  ein  drittes  Mal  alle  W  ersetzt  durch  die  Einheit,  d.  h.  es  ist: 

A  =  VW,  -  V,W^  -  VxW,  +  V,Wx  +  YiW^  -  V,Wx 

B  =  UxW.  -  UxW„  -  ll„  W,  +  U„  Wx  +  Ü,W„  -  Ü.Wx 

c  =  UxV„    -  UxV,    -  ü,Vx    +  U,V,    +  U,Vx    - 

isr  IS*  t*i  t*t  tl 

Hiezu  hat  man  aber  noch: 

^y  W,  -  V,WJ  5  +  uw,  -  V,W^  =  0 
fi^t  tt«^A  tr»  tt* 

(VxW,  -  V,Wx)  f  +  üxW,  -  V,Wx  =  0 

(Vxw„  -  y.Wx)  ?  +  Uxw„  -  u„  Wx  =  o 


(867) 


■i*Vl* 


;i*. 


VI*        TJ*. 


(VW,  -  V.WJ  ^  -  II„V,  4-  U.V    =  0 

«i^t  »•'^A  »^»  ttr 

(VxW.  -  V,Wx)  §  -  üxV,  +  U.Vx  =  0 

It  siA  1*  si 

(VxW^  -  V  Wx)  ^  -  Uxy^  4-  Ü^Vx  =  0 

Von  der  Richtigkeit  aller  dieser  Relationen  überzeugt  man  sich  durch  Wegschaffen  der  Bruche  and 
Substitution  der  unter  (866)  für  A,  B,  C  gegebenen  Werthe.  Sie  gehen  nämlich  alle  auf  diesem  Wege 
in  identische  über,  indem  sich  ihre  Polynome  verwandeln  in  das  verschwiAdeiide  T  nur  nodi  mriti* 
plizirt  mit  einfachen  Factoren  von  der  Form:  Wy  —  W^  u.  s.  w.  Indem  man  nun  vermittelst  dieser 
Relation  A,  B,  C  aus  der  Bestimmungsgleichung  (865)  in  h  eliminirt,  ergibt  sich  wieder: 

(868)  S  +  AT  =  0    mithin  in    A  =  —  — 


allwo  jedoch  S  den  folgenden  compllzirten  Wertb  besitzt: 
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s  =  Ux-.v,  W,      -  Ux_.V,   W,     -  U,_.Vx  W,     -4- 

it<t  ist'  t*is 

+  U,-.V,    Wx     +  U,_.Vx   W       -  U,_.V,   Wx     + 

t»a  I  at  t»  8«'i 

+  Vx   V,..W,      -  Ux   V,_.W,     -  IT,  Vx_.W,     + 

1  t«*a  1  8  t'  a*i  a 

+  ü,   V,_.Wx     +  ü,   Vx..W,     -  IT,   V,..Wx     + 

t>a  1  Sl  9'  39*1 

4-  Ux  V     W,_.  -  Ux  v,   W,_.  -  U,  Vx  w,_.  + 

it^t  tat'  t'it 

+  U,   V,   Wx..  +  U,   Vx   W,_.  -  U,    V     Wx-, 

t'a  1  t  1  «•  -t  a^i 

während  T  den  ersten  Differentialquotienten  des  unter  (842)  erscheinenden,  verschwindenden,  gemein- 
scbafllichen  Nenners  andeutet.  Zugleich  ist  die  Verwandtschaft  des  hier  aufgeführten  S  mit  dem  T 
augenfällig.  Um  nämlich  S  aus  dem  T  zu  erhalten,  verringert  man  zuerst  alle  Stellenzeiger  des  U  um 
die  Einheit,  und  zeichnet  das  Resultat  auf,  dann  auch  die  Stellenzeiger  der  verschiedenen  Y  um  die 
Einheit  und  schreibt  abermals  das  resultirende  Polynom  nieder,  ferner  vermindert  man  auch  noch  die 
Stelleiizeiger  von  W  um  die  Einheit  u.  s.  w.,  wenn  der  Differentialgleichungen  und  Variablen  mehr 
als  drei  vorkommen  sollten.  Das  Aggregat  aller  auf  diesem  Wege  aus  T  gewonnenen  Polynome  ist  nun 
S  und  es  erscheint  hiemit  wieder  eine  zweiCe  Abtheilung  der  Rechnung  geschlossen.  Während  nämlich 
die  erste  Gruppe  von  Bestimmungsgleichnngen  alle  möglichen  Werthe  von  u  geliefert  hat,  nämlich: 

11  =  a,,  a,,  a, a„ 

zieht  man  aus  der  zweiten  Gruppe  von  Bestimmungsgleichungen  den  Werth  des  Differentiationsindex  A, 
und  es  versteht  sich  von  selbst,  dass  einem  jeden  a  ein  eigenes  h  entspreche  im  Allgemeinen  wenig- 
stens, so  dass  man  also  beziehlich  zu  diesen  a  gehörig  haben  wird: 

Ä  =  A, ,  Ä, ,  hn 

Der  gegenwärtig  vorgetragenen  Analysis  nach  gilt  zu  ihrer  Ermittlung  die  folgende  allgemeine,  ihrem 
Ausdrucke  nach  sehr  einfache  Regel ,  wenn  auch  mitunter  die  damit  verknüpften  Rechnungen  etwas 
weitläufiger  ausfallen  sollteD.  Aus  dem  annoch  die  Variable  u  enthaltenden  T  bilde  man  S,  indem  man 
der  Reihe  nach  die  Stellenzeiger  von  CT,  F,  VF,  . . .  um  die  Einheit  verringert  und  alle  so  gewon- 
nenen Polynome  addirt,  dann  zeichne  man  den  Bruch 

_  S 
T 

auf,  und  substituire  in  demselben  anstatt  u  der  Reihe  nach  alle  Wurzeln  der  7=  0,  die  da  sind: 

«t*  öc,,  a,,  a„ 

so  hat  man  alle  zu  diesem  a  gehörigen  Differentiationsindices  A.  Angenommen,  es  gehe  durch  diese 
Substitutionen  fi(  der  Reihe  nach  fiber  in : 

S|  9    S,  ,    8,  , S^ 
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(889) 


«194  ^-    Abschoitt. 

T'  hingegen  in: 

t;  ,  r. ,  T. , r„ 

so  ergibt  sieh: 

(870)  Ä=_?i       yi=_®!L,A=_?!  h    =  -^ 

Diese  zwei  in  der  Rechnung  vollbrachten  Schritte  erledigen  nun  den  vornehmsten  Theil  der  asymptoti- 
schen Integration   eines  Systemes  von  Differentialgleichungen.   Sie  geben  nämlich  die  Asymptoten  der 

verschiedenen  Werthe  von  £,  i;,  c2, in   Form  eines  Produktes  aus  einer  Exponentialgrosse 

wie  e^^  in  das  Anfangsglied  einer  absteigenden  Reihe,  einem  Ausdruck,  dem  sich  die  wirklichen  Werthe 

von  £,  i;,  (2,  bei  dem  fortwährenden  Wachsen  von  x  ins  Unendliche  nähern. 

Man  weiss  also  vermöge  der  bisher  durchgeführten  Rechnung,  dass  für  grosse  Werthe  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  die  abhängigen  Variablen  £,  17,  <2  gegeben  seien  durch  die  folgen- 
den Formeln: 

5  =  A,K,e^*^a:*»  +  A,K,e^'a:*»  + +  A^K^e^-^x*» 

(871)  1;  =  B,K.e^»^a?*^  +  B,K.e^*^x*«  + +  B;,K^i?«»^x*- 

5  =  C,K,e^*^x**  +  C^e'^Q^  + +  CJK^e««=^x^» 

all  wo  K,,  K,,  K,f  eben  so  viele  Integrationsconstanten  andeuten,  und  es  genügt  dieses  Ergeb- 

niss  in  sehr  vielen  Fällen  dem  Analysten  vollkommen,  bei  einer  undulatorischen  Bewegung  z.  B.«  wo 
es  sich  nur  um  den  Vorgang  handelt  in  grosser  Entfernung  von  der  Err^ungsstelle ,  so  dass  hiemit 
die  Rechnung  als  abgeschlossen  betrachtet  werden  kann.  Wünscht  man  jedoch  in  den  Besitz  der  ge- 
naueren Werthe  von  £,  7;,  (2,  nicht  nur  fSr  sehr  grosse  x,  sondern  auch  für  massige  und 

kleine  Werthe  dieser  Variablen  geltend,  zu  gelangen,  so  hat  man  die  Rechnung  fortzusetzen;  ehe  man 

jedoch  zu  dem  folgenden  Systeme  von  Bestinunungsgleiohungen  schreitet,   zu  bemerken,   dass   sieh 

0 
aus  der  bereits  erledigten  zweiten  Gruppe  von  solchen  unbestimmte  und  unter  der  Form  —  ersehei- 
nende Werthe  der  Reihencoefficienten:  AL',  ASfS  AN', ergeben. 

Um  zu  ihnen  zu  gelangen,  ist  es  abermals  nothwendig,  die  nachträglich  der  Nulle  gleich 
zu  setzenden  Zähler  noch  als  Functionen  von  u  vollständig  und  mit  Beibehaltung  deijenigen  Glieder  zu 
constniiren,  die  in  Folge  von  7=0  verschwinden,  weil  die  Division  derselben  durch  den  verschwin- 
denden Nenner  T  ein  von  der  Nulle  verschiedenes  Resultat  liefern  kann.  Wir  haben  zu  diesem  Zwecice 

A  =  V.W,  -  V,W^  -   VxW,  +  V,Wx  +  VxW.  -  V^fVx 

(878)      .  B  =  UxW,  -  UxW.  -  U.W,  +  U.Wx  +  U,W^  -  U,W, 

IS  l         %     ^  t*»  t»l  »t'  91 

c  =  UxV,  -  UxV,  -  u^Vx  +  UV,  +  u,Vx  -  cr,F„ 

ia>  la  t't  t*^t  ti  st' 

Relationen,  die  den  (866)  ähnlich  sind.  Hieraus  gehen  aber  andere  hervor,  die  von  den  darauffolgenden 
(867)  in  etwas  differiren ,  in  Gliedern  nämlich ,  die  dem  T  proportional  sind.  Sie  sind : 


(873) 
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iV^W,  -  V,WJ  B  +  (CT, IT,  -  U,WJ  A  =  nW,  -  fPJ 

(Fx>F,  -  F.iFx)  B  +  (rx»r,  -  r,irx)  a  =  nw,  -  w^) 

1         t  S  I  IS  8  1  S  1 

iVxW^  -  V^Wi)  B  +  (UxW,  -  U^Wj,)  A  =  nW^  -  Wy) 

(F  IT.  -  niFj  c  -  (iT^F,  -  ir,rj  ^  =  T\V   -  F,) 

t^a  8«»  t'8  81'  1»^  8 

iVxW,  -  F,>Fx)  C  -  (ITxF,   -  ü,Fx)    ^  =  r(Fx  -  F,) 

18  8         1  18  3         t  1  8 

{VxW,  -  V^Wx)  C  -  (CTxF,  -  Ü^Fx)    A  =  r(Fx   -  F^ 

19'  a*i  it«  i»i  1  t» 

B  C 

Fährt  man  die  daraus  hervorgehenden  Werthe  von  -r-  und  --  in  die  verschiedenen  Bestandtheile  des 

A  A  j^ 

Polynomes  (865)  ein ,  so  gelangt  man  zu  einem  Werthe  des  Zählers  von  hV  der  annoch  mit  — - 
muitiplizirt  nach  vorgängiger  Substitution  ti  =  a  zu  dem  Werthe  von  AL'  selber  leitet,  welchem  analog 
auch  jene  von  AM'  und  AN'  aufgezeichnet  werden  können.  Sie  sind : 

AL'  =  AK'  -  AK 

i 

AM'  =  BK'  —  BK  (874) 

1 

AN'  ==  CK'  -  CK 

0 
In  diesen  Formeln  bedeutet  K'  den  in  form  -  erscheinenden,  einstweilen  nocli  nnbestimmt  bldbenden 

Werth  des  Bruches 


K' 


(S  +  ÄT')K 


unter  A,  B,  C  hingegen  werden  die  folgenden  Werthe  verslanden,  deren  Ableitung  aus  den  A,  B,  C 
dieseibe  ist ,  wie  jene  des  8  +  hT  aus  dem  T ,  d.  h. 

A  =  v^_,w,  -  y,_.Wj,  -  yx..w,  +  y,..wx  +  yx_.Wj,  -  y^_,wx  + 
+  y^w,_.  -  y,w^_.  -  yxw,_,  +  y,Wx_.  +  yxw,_,  -  y^Wx_.  + 
f     y,w,    -y;w,    -nw,    +  y;wx    +  nw,    -  f.Wx +i 

"•"M+y^T'  -x»r^  -y^^'  ^y^^^L  +yxw:.  -y^wi  | 

B  =  yx_.w,  -  üx.w  -  y    w,  +  u    Wx  +  ü,_.w,  -  u,_.Wx  + 

1  1  8  18»  8*8  8»!  88'  •  1 

+  yxw,_.  -  yxw^_.  -  u,w,_.  +  u^Wx_.  +  u,w,_.  -  y,Wx_,  +  (876) 

+  hi    ^'^^  ~^'^^    "•'•^^^    ■*"^'''^'   "^i"^-"   ^^'^'   "l 

?  =  v^-y.^  -  v>-'y>  -  v^-T^  +  ii^-y«  +  v-y^  -  v-t.^  + 

+  Wr.  -  uxy.-.  -  y,yx-.  +  y,y,_.  +  ü,yx_.  -  ü,y,_.  + 

^  J+V^y,    -m,    -y.yx    4-ü',y.    +ü;yx    -ü;y,   +^ 
1+W,  -yxy;   -y,yx   +y,y;  .+.ü,yx    -y.y;,  +f 

75* 
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(877) 


Schreiten  wir  jetzt  zur  Portsetzung  der  Rechnon^^  zu  der  dritten  Gruppe  von  Bestimmungs- 
gleichungen,  die  wir  aus  den  Systemen  (837),  (838),  (839)  herausheben.  Sie  sind: 

Ux-.L  +  Vx^M  +  Wx_.N+ + 
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+  (J)  [(ÜX..L)'  +  q^x-.My  4-  cWx_.N)'  + ]  + 

+  (J)  [(UxL)"    +  (yxM)"    +  (WxN)"    4- ]  =  0 

U^_.L  +  y^_.M  +  W^_,N  + + 

+  [fj  [iv^-.hy  +  (y^_,M>  +  (w^_.N)'  +' ]  + 

+  (5)  [(Vi^"-)"  +  (Y,.M)"  +  (w^Nr  + ]  =  0 

U,_,  +  V,_.M  + W._N+ + 

+  (J)  [(Uv-.L)'  +  (y,..M)'  +  (W,_.N)'  + ]  + 

+  (2)  [(^M'  +  (y-MT  +  (W.N)"   + ]  =  0 

und  sehen  in  entwickelter  Gestalt,  so  wie  zur  Bestimmung  von  L",  M",  N",  dienlich,  hinge 

zeichnet,  folgendermassen  aus: 

(J)  [üxL"  +  VxM"  +  WxN"+ ]  = 

=  -(J)[(üx-.  +  (Ä-l)ÜDL'  +  (yx_.  +  (A-i)y5^M'  +  (Wx_.  +  (A-l)W'x)N'+ ] 

-(üx-.+(?)vu+(5)ü'x)L-(yx-.+(?)yu+(5)yOM- 

-(wx-.  +  (t)YU  +  (5)wx)N~.... 

(*)[U^L"4-y^M''  +  W,N''4- ]  = 

(878)  =  _(*)[(Uj,_,  +  (Ä-l)UpL'  +  (y^_.-|-(Ä-l)ypM'  +  (W^_»  +  (A--l)WpN'+... 

-(v.-.+(?)v'-'+ß)v'^)'^-(v«+(t)T:»-+(2)Y;)»*-     - 
-(y.-.+(?)?^-+(?)?^:0^- 

(*j  [U.L"  +  y.M"  + W,N"+ ]  = 

c=_(J)[(u,_.4-(Ä-i)u;)L'+(y,_,+(Ä-oy',)M'+(w^.+(Ä-t)w;)N'+      ]- 

-(v-+(?)v-+(5)v'0'^-(Y-+(?)y'-+(5)r.)»'- 


-J 


iDtegrationsmethoden.  597 

Fahrt  man  in  die  zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  die  bereits  aufgefundenen  unter  (845)  und  (874) 
erscheinenden  Werthe  ein  von  L,  M,  N,  L',  M',  N\  so  erhält  man  offenbar  der  Form  nach: 

(*)  [UxL"  +  VxM"  +  WxN"  + ]  =  DK  +  GK' 

(*)  [JJ^V  +  y^M"  +  W^N''  +   ]  =  EK  +  HK'  (879) 

(*)  [U,L"  +  y,M"  +  y,N"  + ]  =  FK  +  IK' 


Auch  diese  Gleichungen  verweigern  die  Werthe  von  U\  M!\  N'\ indem  sie,  nach  ihnen  aufge- 
löst, gebrochene  Werthe  mit  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  Null  bieten,  mithin  diese  Unbekannten 
Cur  unendlich  erklären,  es  sei  denn,  dass  auch  die  sämmtlichen  Zähler  verschwinden.  Diess  findet  aber 
jedesmal  Statt,  so  oft  auch  die  zweiten  Theile  der  Gleichungen  insofeme  von  einander  nicht  verschie- 
den sind,  wie  die  ersten,  nämlich  wenn  irgend  einer  von  ihnen  hervorgeht  aus  den  äbrigen  durch 
Multiplication  mit  denselben  bestimmten  Constanten  und  Addition.  Diess  erfordert  eine  einzige  Bezie- 
hnngsgleichung  zwischen  den  genannten  zweiten  Theilen,  mithin  zwischen  den  unbestimmten  Grössen 
K  und  K',  kraft  deren  K'  als  dem  K  proportional  erklärt  wird,  etwa: 

K'  =  ÄK  (880) 

Hienit  hört  die  Unbestimmtheit  von  K'  auf  und  es  bleibt  lediglich  dem  K  der  Character  einer  will- 

karlichen  Integrationsconstante.  Zu  gleicher  Zeit  sind  L',  BT,  N'«  . als  dem  K  proportional  zur 

Bestimmung  gebracht,  nämlich: 

ÄL'  =  (AÄ  -  A)  K,  AM'  =  (BÄ  —  B)  K,  AN'  =  (CA  -  C)  K, (881) 

and  man  rermag  jetzt  die  in  der  asymptotischen  Form,  d.  h.  als  Produkte  ans  einer  ExponentialgrSsse 

in  eine  alMteigende  Reitie  ersdieinenden  £.,ff,  2.,  wie  sie  ans  der  Bntwicklnng  der  angenom- 

meneB  Snbstitutionswertbe  (832)  iiervorgehen,  nämlicli: 

£  =  e«  [Lar»  +  (*)  L'x*-  ■+■  (*)  L"ar»-  + !....] 

i;  =.  ««»  [mar*  +  (J)  M'a?»-  +  (J)  M"a?»-*  + ] 

5  =  c»*  [Nar»  +  (*)  N'a?»-  +  Q  N"a?»-*  + ] 


(88f) 


aofeiudcluieo  in  zwei  GUedem  der  Entwiclüing,  nämlich: 

S.  =  K.««"  [A,a?»«  +  (A.*.  -  A.)  ar*'-]  + 
+  K.«"»*  [A.ar»«  +  (A^.  -  A.)  ar**"']  + 


(888) 
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7f  =  K.e'«*  [B.«»«  +  (B.Ä.  -  B.)  ar»«-]  + 
+  K,e'«^  [B.X*'  +  (BA  -  B.)  x»«-]  + 


+  K^e"-'  [B^x*-  +  (BA  -  B„)  x*--J 
a  =  K.e«'*  [C.a?*'  +  (CA  —  C.)  »*'-']  + 
+  K,e«»*  [C.x"»  +  (C.ft,  -  C.)  X*»-']  + 

+  K„e"''^  [C„x*-  +  (CA  -  C„)  X*-  •] 


Während  biemit  die  sfimmtlicben  Variablen  £,  rf,  Si  in  zwei  Anfangsgliedem  zur  völKgen  Bestimmung 
gebraeht  sind,  erfahren  die  dritten  Glieder  derselben,  d.  h.  die  Reibencoeffioienten 


(*)l-.  (*)m',  (*)n~. 


einstweilen  nur  eine  provisorische  Bestimmung  aus  den  Gleichungen  (879).  Da  nämlich  ihre  Werthe 
auch  in  der  Form  -  erscheinen,  so  sind  diese  Gleichungen  nicht  von  einander  verschieden;  man  wird 

mithin ,  irgend  eine  derselben  streichend ,  aus  den  übrigen  etwa  ( ^ )  ^ '«  ( 2 )  ^ ' gewinnen 

können  in  Function  von  [2 )  ^'  "^^  ^  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^^^^^  irgendwie  anstatt  der  ^^ )  ^^  eingeffibr- 
ten  neuen  Constanten  K"  und  von  K.  Geht  man  nun  mit  diesen  so  gewonnenen  Werthen  zu  dem  fol- 
genden Systeme  von  Bestimmungsgleichungen  über,  welche 

(»)l-.    (*)m-,   (*)n". 

Uefem  sollen,  so  sieht  man  auch  hier,  so  wie  bei  den  übrigen  Coefficienten  den  gemeinschaftlichen 
Nenner  T  =  0  erscheinen,  ist  mithin  auch  hier  genöthigt,  die  Zahler  alle  gleicbfolls  zum  Versehwin- 
den zu  bringen,  indem  man  zwischen  K"  und  K  oder  [2)  ^"  ^"^  ^  ^^^^  bestimmte  Relation  fest- 
stellt, wodurch  dann  auch  yA  M'\  (2)  ^^  zu  vollkommen  bestimmten,  dem  K  proportionalen 

Werthen  gelangen  werden.   Mit  diesem  Schritte  in  der  Rechnung  lassen  sich  dann   die  Werthe   von 

£,  7;,  (2 bereits  dreigliedrig  aufzeichnen. 

.  Dieser  aus  Operationen  von  einerlei  Art  zusammengesetzte  Calcul ,  in  dessen  Einzelnheiten 
hier  nicht  näher  eingegangen  werden  soll,  weil  ohnehin  jeder  Rechner  nach  getroffener  Einleitung  den- 
jenigen Weg  gehen  wird,  der  für  ihn  der  bequemste  und  sicherste  za  sein  scheint,  lisst  sich  fort- 
setzen nach  Belieben  und  wird  auch  nirgends  unterbrochen  durch  eine  besondere  zum  Abbrechen  der 
Rechnung  nöthigende  Erscheinung.  Wiewohl  es  sich  nämlich  treffen  kann,  dass  irgend  eine  der  aufein- 
anderfolgenden Coefficientengruppen  etwa  L^^^  M^''\  N^''\ unendlich  wird ,  so  geschieht  diess 

doch  nur  lediglich  desshalb,  weil  ihnen  der  gemeinschaftliche  Factor  i\  angehängt,  d.  b.  weil  die 
Rechnung  eigentlich  die  Werthe  der  Unbekannten: 


(;)l('),  (jjMc-),  (;)nw 

gibt,  und  w«I  der  Binomialeoefficient  T^  |  mitunter  Null  zu  werden  vermag,  wenn  der  Differentiations- 
iodex  h  gelegentlich  in  eine  ganze  positive  Zahl  fibergeht.  Das  hiedureh  herbeigeführte  Unendlichwer- 
den ven  L^'"^  M^^\  N^*"^  bewirkt  aber  unter  diesen  Umständen  nur  die  Verwandlung  der  Werthe  von 

£.^  7)^2.^  . in  unendliche  Reihen,  denn  die  obangefuhrten  Produkte  sind  es  eigentlich,  die  in 

£,  77,  ^, vorkommen  und  diese  Produkte  bleiben  endlich,  können  aber  auch  gelegentlieh  in 

Null  übergehen,  wodurch  dann  die  unendlichen  Reihen,  mit  denen  £,  ?;,  ^  multiplizirt  erscheinen, 
sich  in  geschlossene  algebraische  Polynome  zu  verwandeln  vermögen.  Gewisse  Bedingungsgleich ungen 
zwischen  den  constanten  Parametern  der  vorgelegten  Differentialgleichungen  müssen  erfüllt  sein,  wenn 
dieses  Abbrechen  der  Reihen  erfolgen  soll.  Ihre  AufRndung  bietet  für  deiyenigen  keine  Schwierigkeit, 
der  sich  mit  der  asymptotischen  Integration  einer  einzigen  Differentialgleichung  zwischen  nur  zwei 
Variablen  vollständig  befreundet  hat. 

8.  19. 
Integration  von  Systemen  mehrerer  Differentialgleichungen  dnrol  bestimmte  Integrale. 

So  wie  jede  Form  des  Integrales  einer  Differentialgleichung  oder  eines  Systemes  von  solchen 
ihre  besonderen  Vorzuge  hat,  und  ihre  besonderen  Fälle  Vorzugs  weiser  Berechtigung;  so  ist  es  auch 
mit  der  des  bestimmten  Integrales.  Man  wird  es  nicht  selten  wunschenswerth  finden,  auch  in  dieser 
Gestalt  die  einem  Systeme' von  Differentialgleichungen  Genüge  leistenden  pcrticulären  Werthe  entweder 
alle,  oder  wenigstens  einige  bestimmte  Gruppen  derselben  zu  besitzen  und  namentlich  wird  diess  dann 
der  Fall  sein,  wenn  geringe  Ansteigungen  in  den  Anfangsgliedem  der  vorgelegten  Differentialgleichun- 
gen auf  particuläre  Integrale  in  der  Form  e^^  hindeuten  von  gebrochener  Ordnungszahl  der  Function  ^, 
mithin  auf  irrationale  solche,  und  wenn  man  die  irrationalen  Formen  durch  die  Anwendung  des  be- 
stimmten Integrales  zu  umgehen  wfinscht.  Das  Integriren  in  dieser  Gestalt,  da  es  zu  ganz  ähnlichen 
Rechnungsformen  fuhrt,  wie  das  im  vorhergehenden  Paragraphe  abgehandelte  asymptotische,  kann,  da 
es  keine  weiteren  Schwierigkeiten  bietet,  hier  um  so  kfirzer  in  wenigen  Grundzugen  abgemacht  werden. 

Die  vorgelegten  Differentialgleichungen  in  beliebiger  Anzahl  zwischen  den  abhängigen  Ver- 
änderlichen £,  77,  (2  ...  und  der  einzigen  noabhängigen  a:  seien,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphe: 

P  =  0  ,    Ö  =  0  ,    Ä  =  0,  

Die  Gleichungspolynome  P,  (^,  A,  ...  denke  man  sich  nicht  nach  Differentialquotienten  der  £,  1;,  (2, 
sondern  nach  Potenzen  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  geordnet  Hiedureh  gestalte  sich  P  zu  einem 
Polynome  in  x  vom  Grade  A,  Q  vom  Grade  /x,  R  vom  Grade  v  u.  s.  w.  und  nun  substituire  man 
anstatt  £,  rj^  ^, die  folgenden  Werthe  in  Form  von  bestimmten  Integralen: 

1^'  W  11* 

«  =^  frLdu  ,    ;;  =  ftf'Mdu  ,    2  =  f^Ndu ■■   . 

•V  *v  «v  
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Hier  ist  u  eine  neue  Veränderliehe,  u'  und  ü"  von  x  unabhän^ge  Integrationsgrenzen,  die  aus  der 

Rechnung  zu  bestimmen  sind,  L^  M^  N^ aber  bezeichnen  schicklich  gewählte  Functionen  von  u^ 

damit  die  so  gestalteten  5,  t),  2,  .   ...  sich  in  ein  System  Genüge  leistender  Werihe  verwandeln. 

Die  Herstellung  des  Substitutionsresultates  geschieht  nun  auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  der 
asymptotischen  Integration.  Man  ersetzt  nämlich  5,  S!,  £",  . . .  g^*"^  beziehlich  durch:  L,  uL^  u^L^... 

tfL;  ebenso  schreibt  man  anstatt  ?;,  ij\  r(\ if^"^  beziehlich  die  Produkte:  Jf,  uJtf,  ti*ilf, 

vJ^Mx  genau  auf  dieselbe  Weise  setzt  man  anstatt  2,  2',  <2",  . . .  c^^**^  beziehlich:  iV,  wiV,  «•iV, . . . 

%fN^  n.  s.  w.   Angenommen  nun,  die  Gleichungspolynome  P,  Q^  A,  gehen  dadurch  fiber  in 

y,  tt,  1,  .....    so  sind  die  gesuchten  Snbstitutionsresultate,  wie  sie  zunächst  gewonnen  werden, 
die  folgenden: 

(885)  fe^du  =  0  ,      ß'^'itdu  =  0  ,     ß^^du  =  0,   

*4  -v  -v 

AUhier  bedeuten,  wie  gesagt:  y,  flt,  B,  die  Ergebnisse  der  so  eben  genannten  Substitutionen 

in  P,  (^,  A,  die  in  entwickelterer  Gestalt  hingezeichnet,  die  folgenden  sind: 

»=  U.L+  V.M+  WJV+ 
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+  X  [U,L  +  V,M  +  W,N  +....]  + 

*■  1  1  1 

+  x*\U,L  +  r.M  +  W,N  + ]  + 


+  3^[UxL  +  VxM  +  WxN  + ] 

A  =  ir.L  +  r,  jf  +  w,N  + 

+  X  [ir.L  +  F.ü  +  W,N  + ]  + 

»                 •                  • 
(886)  +  3*[VJL  +  V,M  +  W,N  + ]  + 


+  x?[U^L  +  V^M  +  W^N  + ] 

1  =  Ü.L  +  V,xH  +  W,N  +  

a  s  a 

+  X  [Ü,L  +  F.M  +  W,N  + ]  + 

*■  8  8  8 

+  x\V,L  +  F,3f  +   W,N  +  ]  + 

+  x'W^L  +  V^M  +  W^N  +  ] 

*■  8  8  8 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  (833)  des  vorigen  Paragraphes  Seite  579  vollkommen  fiber- 
ein  und  es  bedeuten  hier  und  dort  die  mit  17,  F,  W  bezeichneten  Coeffieienten  genau  dieselben  Poly- 
nome in  u.   Man  ordne  nun  die  Polynome  der  Substitutionsgleichungen  (885)  nach  Potenzen  von  ar 


lntegratioD8  in  e  t  h  o  d  e  b. 

absteigend  und  unterwerfe  ein  jedes  Glied,  dem  irgend  eine  r<«  Potenz  von  x  als  Factor  zuge- 
fallen ist,  dem  Verfahren  des  theiiweisen  Integrirens  r-Mal,  bemerkend,  dass  ganz  allgemein  für  eine- 
beliebige  Function  von  u^  anstatt  8  gesetzt,  die  folgende  Formel  bestehe: 

Von  dieser  Formel  mache  man  zur  Umgestaltung  der  Gleichongspolynome  (885)  Gebrauch,  indem  man 
sie  alle  in  zwei  Tbeile  zerlegt»  einen  vom  Integralzeichen  freien  und  einen  anderen  noch  damit  behaf- 
teten, welcher  letztere  aber  kein  x  mehr,  ausgenommen  im  Bicponenten  der  Exponentiellen  e^  besitzen 
darf.  Die  auf  solche  Weise  umgestalteten  6leiehungeft  sind: 

0  =  fe^'fdu  — 

==  fc"*Ai  \V.L  +  V^M  +  W^N  +  - 

-  {V.hy  -  (F,iif)'  -iW^Ny  -....+ 

i  f  1 

+  (-   0^1  (iriL)'^>  ^K:  {y)Mi>i^  +  (H^x^^  ^^  +  ]]  + 

.  \  #         , 

+j  e"-j«^-'[l/^^L  +  FxM  +  WxN  +  .]  + 


+  7^- 


v\-^^  +  n.«  +  Wx^^  + -j 

-iVx-M  -  iVx-M)'  -  iWy,Ny  -  .*. . . .  J 
+  (irxL)"    +(Fxilf)"   +(w^x^"   + J 


+  r.L    +    F.ilf    +    IF.iV      + 

1  1  1 

-  iUM  '  w^y  -  iw.Ny  -  ...V 

,+  (ir.L)"  +  (F,Jfy'  +  (IF.^.+  . ., ^. 

■f-f ...V....:. • >....;,.:-»...j.:t.     V      < 

h}  (-  i)^-[(i;Aß)(i-')  4-cnÄy^->  M-  (rxiv)'^-'  + ]jj 


(888) 
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0  =  ^" 
J^  ^       *  •  • 

-(UM  -  iV,My  -  iW,Ny  -  . 

a  t  t 


+(-  iy[iu^,Ly¥-^  +  (F^M)^»'^  +  (w^mi^^  + ]]+ 

+je"'jx.-»[U^L  +  V^M+  ff^y-^ ]  + 

[-(ir^L)'  -  iv^My  -  (>F^iV)'- J 

-  (l^^_.L)'  -  (F^_.JIf)'  -  (  w^-.Ny  - j 


+    IT.L     +    V,M    +    W,N     + 


t 


-  iU,Ly  -  iv,jny  -  iwjffy  - 

%  %  % 

t  t  t 


+(- 1)!*-'  [(p^i«yc-*'+(F^iif)"*-*'+(wviV)^'*-*^+ ]jj 

0  =  ^"*idM  = 
*v 

:  l^du[     U,L     +    V,M     +    fV^     + 

-(Ü^.L)'  -iV,My  -(>F.iV)'  - 

a  s  • 

+  (ir.L)'  +  (F,M)''  +  iw.m'  + 


aas 


+  (-  iVliUM"^  +  (FvJtfy»>  +  iW^Nf'^  + ]  + 

*-      8  •  S  ■■ 

+(«•«(      x'-riT^L  +  V,M  +  »F,iV  + 1  + 


«  a 


[-(UM-iV,My-iW,Ny-  J 


iBtegratioBSMetliodeB. 

I  -  iU^,Ly  -  (F^.M)'  +  (IFv..iV)'  + j 

|_+(17,1.)"    -\-iV,M)"    +iW,Nr    + J 


+    Ü,L     +    F.ilf     +    IF.JV     + 
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^tzt  diesen  Gleichungen  Genüge  za  leisten  durch  schickliche  Wahl  der  mit  L^M^  N^ 

Iineten  Functionen  von  u  und  der  Integrationsgrenzen  vf,  uf'  und  diess  zwar  fär  beliebige  Werthe 

,  zerlegen  wir  eine  jede  dieser  Substitutionsgleichungen  in  deren  zwei,  indem  wir  erstens  den 

dem  Integralzeichen  stehenden  Ausdruck,  der  alldort  mit  dem  Factor  e^^du  multiplizirt  erscheint» 

ßh  der  Nulle  gleich  setzen,   unter  JL,  üf,  jV, zu  diesem  Zwecke  schicklich  gewählte 

onen  von  u  verstehend.  Die  so  gewonnenen  Gleichungen,  ebenso  viele  an  der  Zahl,  als  der 

iten  Variablen  £,  rj^  2^ sind  Differentialgleichungen  in  L,  üf,  iV^, beziehlicb  den 

Igen  A,  ju,  r, angehSrig,  nämlich: 

0  =    l^,L     +    V.M     +    W.N     +  

i  1  t 

-iV,Ly  -iv^m  -iW^Ny  - 
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Gelingt  es,  sie  allgemein   zu  integriren,  so  erhält  man  Systeme  von  Werthen  für  5,  tf,  ^,  

und  zwar  A+/i  +  i^+ =cT  an  der  Zahl  mit  eben  so  vielen  Integrationsconstanten.  Von  diesen 

Constanten  nun  macht  man  unter  gleichzeitig  passender  Wahl  der  Integrationsgrenzen  u\  u"  Gebrauch« 
um  die  übrigen  Bestandtheile  der  Gleichungspolynome  (888),  die,  nach  x  geordnet  gedacht,  aus  Glie- 
dern  X  +  fi  +  V  + =  er  an  der  Zahl  bestehen,  und  zwar  Glied  für  Glied  verschwinden  zu 

machen.  Diess  wäre  im  Allgemeinen  der  Gang  der  Rechnung;  es  gibt  jedoch  specielle  Fälle  und  nament- 
lich der  gleich  im  Anfange  dieses  Paragraphes  berfihrten  ?ou  geringen  Ansteipngen  mit  gebrochener 
Repartitionszahl  in  den  Anfangsgliedern  der  Differentialgleichungen,  Falle,  in  denen  gerade  das  Inte- 
griren  in  Gestalt  von  bestimmten  Integralen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  und  wo  man  gar  nicht 
nöthig  hat,  die  allgemeinen  Integrale  der  Hilfsgleichungen  (889)  wirklich  zu  ermitteln,  wo  es  mitunter 
zureicht ,  ein  einzelnes  particuläres  Integral ,  oder  eine  Gruppe  von  wenigen  solchen  für  L,  3f,  iV,  ... 
aufzufinden,  und  wo  aus  diesem  einzigen  oder  jener  Gruppe  die  Genüge  leistenden  Werthe  von 
5,  1;,  (2 entweder  alle,  oder  doch  mindestens  ein  grosser  Theil  derselben  unmittelbar  hervor- 
gehen. Diess  geschieht  nämlich  dann,  wenn  in  den  Hilfsgleichungen  für  L,  Jf ,  iV,  ...  sehr  bedeutende 
AnSteigungen  in  den  Anfangscoeificienten  vorkommen,  welche  bekanntlich  die  reciproken  Werthe  der 
Ansteigungen  in  den  vorgelegten  Differentialgleichungen  sind,  mithin  in  den  Hilfsgleichungen  r  Ein- 
heiten betragen ,  wenn  die  vorgelegten  Differentialgleichungen  in  £ ,  7; ,  (2 , die  gebrochene 

Repartitionszahl  -  wiesen.  Hiemit  ist  nämlich  jedesmal  eine  Gruppe  von  Werthen  fSr  L,  üf,  iV,  ... 
r 

angedeutet,  versehen  mit  einem  gemeinschaftlichen  exponentiellen  Factor  von  der  Form  e^^,  allwo 
^  eine  Function  der  ersten  Classe  in  u  von  der  Ordnung  r  andeutet,  so  zwar,  dass  das  absteigend 

geordnete  ^  mit  einem  Gliede  aü^  anfängt  und  die  Functionen  L^  Si^  N^ ,  zerlegt  in  ihre  zwei 

Factoren,  den  der  zweiten  nämlich  und  den  der  ersten  Classe  angehfirigen,  aussehen,  wie  folgt: 


r+i 


Ott'"*«    . 


Diese  Werthe  nun  werden  als  particuläre  Integrale  die  Hiifsgleichungen  (889)  identisch 
erfüllen  und  auch  die  übrigen  Glieder  der  Substitutionsgleichungen  (888)  offenbar  auf  NuH  bringen, 
wenn  man  die  Integrationsgrenzen  u\  it'  unter  den  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung  wählt: 

/iii^+*  ==  —  00 

Man  wird  aber  auch  zu  diesen  r  +  1  an  der  Zahl  vorhandenen  unendlichen  Wurzein  noch  einen  an- 
deren beliebigen  Werth  t/  =  A  oder  t/  =  0  hinzufügen  können  im  Einklänge  mit  der  beim  Integriren 
einer  einzigen  Differentialgleichung  an  mehreren  Orteri  dieses  Werkes  geübten  Gepflogenheit,  und  wird 
dann  die  untere  Grenze  h  oder  0  sein  lassen,  die  obere  hingegen  unter  den  unendlichen  Wurzeln  der 
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obigen  algebraischen  Gleichung  wählen.  Hiemit  wird  man  Aosdräcke  bilden  für  £,  ?;,  (2,  r  +  i 

an  der  Zahl,  von  denen  zwar  keiner  die  Eigenschaft  eines  particulären  Integrales  besitzt,  die  aber  die 
SobstitQtionsgleichungen,  wenn  nicht  auf  Null ,  doch  wenigstens  auf  einen  und  denselben  Werth  brin- 
gen. Fugt  man  nun  einem  jeden  von  ihnen  noch  eine  willkürliche  Constante  als  Factor  hinzu  und  lässt 
die  Summe  aller  dieser  Consfanten  gleich  Null  sein,  so  wird  die  Summe  alier  so  gewonnenen  Werth- 
systeme  von  £,  i;,  (2, die  Eigenschaft  besitzen,  die  Differentialgleichungen  identisch  zu  erfül- 
len und  man  wird  entweder  das  allgemeine  Integral,  oder  auch  nur  ein  partieulares  gewonnen  haben, 
je  nachdem  r  =  a  oder  r  <  er  ist. 

Die  Entwicklung  der  Hilfsgleichungen,  die  in  der  Regel  nothwendig  sein  wird,  bevor  man 
zur  Integration  schreitet,  kann  man  entweder  durch  directes  Differenziren  der  darin  enthaltenen  Pro- 
dukte, oder  auch  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Formel  (579)  Seite  476  vornehmen,  indem  man  erst  die 
mit  JLr,  dann  die  mit  ilf,  sodann  die  mit  N  verbundenen  Glieder  mittelst  derselben  erledigt.  Der  nächste 
Reehnungsact  ist  dann  die  Abscheidung  des  exponentiellen  Fatcors  zweiter  Classe  von  L,  3f,  iV, . . . . 

durch  Transformation  oder  Einfahrung  neuer  abhängigen  Veränderlichen  anstatt  L,  3i,  N,  

Nachdem  diese  Abscheidung  des  Factors  zweiter  Classe  gelungen  ist,  hat  man  noch  die  der  ersten 

Classe  angehkrigen  multiplicativen  Bestandtheile  £,  91,  9t, durch  asymptotische  Integration 

der  80  weit  transformirten  Hilfsgleichungen  zu  ermitteln;  die  sodann  aus  diesen  Elementen  zusammen- 
gesetzten £,  i;,  ^,  mit  einer  oder  mehreren  hinzugefügten  Beziehungsgleichungen  zwischen 

den  Integrationsconstanten  scbliessen  den  Reehnungsact  ab. 


TL   Abschnitt 

Partielle  Differentialgleichungen. 

ü.  1. 

Einleitung. 

Es  steht  zu  vermuthen,  dass  das  bisher  aufgeführte  Lehrgebäude  der  linearen  Differential- 
gleichungen die  Erwartungen  der  Mehrzahl  der  Leser  und  namentlich  deijenigen,  die  selbst  bemnht 
waren ,  sich  auf  diesem  Felde  neue  Wege  zu  eroffnen ,  getauscht  haben  wird.  Auch  der  Verfasser  bat 
Anderes  gewünscht  und  gehofft  und  wieder  Anderes  errungen.  Der  jugendliche  Wunsch  nach  Genüge 
leistenden,  wo  möglich  geschlossenen  Formen,  der  nicht  befriedigt  werden  konnte,  musste  am  Ende 
der  practischeren  Tendenz  Platz  machen,  die  Sprache  der  Differentialgleichungen  verstehen  zu  wollen. 
Nachdem  hiezu  durch  eine  neue  Eintheilung  der  Functionen  in  Classen  der  Grund  gelegt  t  und  eine 
Formenlehre  gebildet  war,  in  deren  Besitze  der  Mathematiker  aus  dem  unmittelbaren  Anblicke  der 
Differentialgleichung  oft  schon   mehr  erschliesst,  als  der  alte  Analyst,  wenn  er  schon  integrirt  hatte, 
zu  sagen  vermochte,  trat  uns  nicht  eine  Form  des  Integrales,  sondern  eine  Fülle  von  solchen,  entspre* 
chend  den  speciellen  Werthen  der  constanten  Parameter  der  Gleichung  vor  das  Auge  und  die  Integration 
verwandelte  sich  naturgemäss  in  eine  Discnssion  aller  dieser  verschiedenei^  Formen,  die  das  Integral  in 
den  zahlreichen  verschiedenen  Fällen  anzunehmen  vermag,  die  die  wechselnde  Beschaffenheit  jener 
Parameter  bietet  und  die  sich  oft  bei  der  geringsten  Veränderung  an  denselben,  wie  die  Bilder  eines— 
Kaleidoskopes  verdrängen  können.  Da  sich  nun  solchergestalt  das  Integriren  oft  als  ein  mühsames,  mit 
der  wachsenden  Anzahl  der  Parameter  langwieriger  werdendes  Geschäft   ausweist,  sogar  die  ver- 
wandte Discussion  der  Curven  höherer  Ordnungen  wegen  des  grösseren  Reichthumes  an  Formen  fiber— 
bietend,  so  ist  es  fiir  ihn  auch  ein  ernstes  Geschäft,  zu  welchem  schon  in  der  Regel  Hnth  und  Aus- 
dauer gehört,  und  welches  daher  nicht  leicht  Jemand  bloss  zu  seiner  Unterhaltung  an  einer  willkuriich 
hingestellten  und  complizirten  Differentialgleichung  vornehmen  wird  mit  der  wenig  ermuthigenden  Aus- 
sicht, um  den  Preis  grosser  Mühen  die  Masse  überflüssigen  Wissens  zu  vermehren.  Diese  Betrachtun- 
gen dringen  uns  die  grosse  Wahrheit  auf,  dass  die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen,  so^ 
wie  überhaupt  die  formale  mathematische  Wissenschaft   nicht  Zweck  sei,  sondern   Mittel   zu  einem 
höheren  Zwecke,  und  dieser  letztere   ist  hauptsächlich  Studium  der  Natur.   Die  Mechanik  also  und  die 
mathematische   Physik  sind  die   eigentlichen  Tummelplätze  des  Analysten,  und  wenn  in  vergangenen 
Zeiten  die  Integration  von  Differentialgleichungen,  wie  die  Rieati*sche,  die  Pfaf fache ,  die  Aofmerk- 
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samkeit  der  Gelehrten  vielfach  besehäfligen  kooBten,  GleichuogeD,  die  kein  anderes  Verdienst  haben, 
als  dass  sie  sich  integriren  lassen,  so  war  diess  in  jenen  Zeiten  nur  dämm  nicht  zu  tadehi,  weil  in 
solchen  Bestrebungen  der  Keim  liegen  konnte  zu  einer  allgemeinen  und  befriedigenden  Theorie  der 
Differentialgleichnngen.  Jetzt  aber,  wo  man  bereits  eine  solche  hat,  ziemt  es  dem  mathematischen 
Wissenschaftsforscher,  ein  höheres  Ziel  anzustreben,  und  mit  den  neu  gewonnenen  Kräften  der  Analysis 
dfe  Lösung  der  vielen  mechanisch -physikalischen  Probleme  vorzunehmen^  die  man  wegen  des  Mangels 
an  zureichenden  IittegratioBsmethoden  entweder  ganz  aufgeben,  oder  auf  Unwegen  zu  bewericstelligen 
genothigt  war. 

Wiewohl  es  nicht  im  Zwecke  dieses  Werkes  liegt,  eine  neue  mathenuitische  Physik,  wenn 
auch  nur  theilweise  zu  conslruiren,  so  ist  es  doch  nothwendig,  hier  auftnerksam  zu  machen  auf  die 
Katar  der  mechanisch -physikalischen  Probleme  im  Allgemeinen,  weil  nur  dadurch  der  Nutzen,  den  die 
Theorie  der  Differentialgleichungen  bieten  kann ,  klar  an  den  Tag  gelegt  und  fiber  die  Art  und  Weise 
ihrer  Verwendung  in  umfossender  Weise  Aufechluss  gewonnen  werden  kann.  Es  ist  nichts  geeigneter, 
dem  nutzlosen  Schwelgen  in  analytischen  Formen  Einhalt  zu  thun,  als  eine  grundliche  Bekanntschaft 
mit  diesen  Problemen,  die  erst  recht  eindringlich  lehrt,  was  Noth  thue,  und  eine  jede  Form  nach  ihrem 
wahren  und  auf  den  jedesmaligen  Zweck  richtig  bezogenoi  Werth  absehfitzt.  Wir  schenken  ihnen  deas- 
halb  hier  eine  erhöhte  Aufmerksamkeit,  indem  wir  ihre  Natur  so  grundlich  zu  erfassen  sudieu,  als 
diess  zu  unserem  Zwecke  nöthig,  und  ohne  viel  in  das  Detail  der  Redinngen  einzugehen,  möglich  ist. 

Die  PnAleme  der  Mechanik  lassen  sich  alle  anf  ein  Hauptproblem  zurückfuhren,  welehes 
folgendermassen  lautet:  man  soll  die  Gesetze  des  Gleichgewiehtes  und  der  B^ew^ef  nng 
irgend  wie  angeordneter  und  irgend  wie  auf  einander. wirkender  materieller 
Massen  angeben.  In  dieser  Fassung  begreift  es  im  sieh  die  ganze  Mechanik  des  Hnnlnels,  Sehwin- 
gungen  elastischer  Körper,  die  Theorie  des  Lichtes,  der  Electricitat,  des  Magnetismus  u.  s.  w.  und  es 
unterscheiden  sich  diese  so  viele  verschiedene  Namen  habenden  physikalischen  Tlieorien  nicht  in  ihrer 
inneren  Natur,  sondern  nur  in  ihrer  Auffassungsweise,  die  der  Natur  des  meMchlichen  Gastes  nnd 
seinem  Fassungsvermögen  angepasst  ist.  Es  ist  hier  nothwendig,  die  verschiedenen  Arten  der  Auffas- 
sung dieses  Haupiprfblemes  so  viel  als  möglich  kurz  und  scharf  zu  kemzeicbnea.  Sie  sind: 

Erstens:  Man  kann  zu  wissen  wünschen,  welchen  Platz  eine. jede  der  zum  SyateuM  geiiiri- 
gen  materiellen  Massen  entweder  bestandig,  oder  nach  dner  bestimmten  Zeit  t  einnehmen  werde,  je 
nachdem  vom  Gleichgewichte  oder  Bewegung  die  Rede  ist.  Dieser  Ort  im  Baume  erferdert  fBr  jede  der 
Massen  die  Angabe  von  drei  Goordinaten,  die  hier  sammtlich  als  Funelionea  vei  t  aufgefasst  werden, 
die  mithin  3n  an  der  Zahl  vorhanden  sind,  wenn  n  die  Anzahl  der  materiellen  Massei  andestet«  aus 
denen  das  System  zusammengesetzt  ist  und  wenn  man  auf  die  drehende  Bewegung  dieser  Beataidthrile 
keine  Bficksicht  nimmt  Es  sind  biezu  3it  Gleichungen  erforderlich,  die  sehen  desshalb  Differentialgld- 
Aungw  ^nd  und  zwar  der  zweiten  Ordnung  angehörig «  weil  der  in  ihnen  erseheinende  Ausdraek  der 
Kraft,  wekbe  die  wirkliehe  Bewegung  des  Punktes  erzeugen  kann,  ein  zweiter  Differentialquotienl  der 
Goordinaten  ist,  nach  der  Zeit  t  gewonnen.  Wünscht  man  auch  die  Gesetze  der  drehenden  Bewegnn- 
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gen  kennen  zu   lernen,  so  geschieht  diess  durch  Angabe  von  6n  Punctionen  von  t  vermitfelst  eben  so 
vieler  Gleichungen. 

Die  Aufstellung  aller  dieser  Gleichungen  bietet  keine  Sebwierigkeir,  allein  man  reicht  danir 
auch  nicht  weit.  Sie  besagen  so  Viel  und  so  sehr  Verwickeltes,  dass  der  menschliche  Geist  mit  seinem 
beschränkten  Passungsvermögen  nur  eben  eine  geringe  Anzahl  allerdings  sehr  wertbvoller  und  gratser 
Naturgesetze  aus  ihnen  ableiten  kann  und  zur  Vervollstfindigung  der  Detatikenntniss  genOthigt  ist,  den 
besonderen  Weg,  der  so  zu  sagen  zersetzenden  Analysis  einzuschlagen,  der  in  der  Natur  dareh  die 
obwaltenden  besonderen  Umstände  begünstigt  ist.  Unvermögend,  die  sehr  complizirten  Wirkungen  sehr 
vieler  Ursachen  selbst  dann  zu  äberschauen,  wenn  sie  ihm  durch  eine  weitläufige  mathematische  Formel 
wirklieh  geboten  werden,  nimmt  er  eine  Bintheilung  der  einen  sowohl,  wie  auch  der  anderen  seinen 
Bedurfnissen  gemäss  in  Sorten  und  Ordnungen  vor  und  fragt  z.  B.:  wenn  es  nur  zwei  HimmelskSn^r 
gäbe,  einen  grossen  und  einen  kleinen,  welche  krumme  Linie  würde  dann  einer  um  den  anderen  ke- 
scbreiben.  Gelangt  er  auf  diese  Weise  zur  elliptischen  Bewegung  als  erster  Approximation  und  Haopt- 
wirkung,  so  fasst  er  dann  die  Wirkungen  der  übrigen  Anziehungen  als  StSrungen  auf,  die  nichts  weiter 
zur  Folge  haben,  als  eine  allmäliche  Aenderung  der  Form  und  Lage  dieser  Curve  oder  der  sogenannten 
elliptischen  Elemente.  Diese  Aenderungen  nennt  er  theilweise  eine  secullre  oder  periodische,  flisal  sie 
aber  immer  als  sehr  klein  auf,  vernachlässigt  somit  die  hSheren  Potenzen  und  gelangt  so  noflrwc«d|s' 
zn  DifTerentialgleichungen  von  linearer  Form,  hier  erst  der  Theorie  dieser  analytischen  Gebilde  einem 
passenden  Angriffspunkt  bietend.  Diese  Gleichungen  sind  gewöhnliche  oder  sogenannte  totale  DilTeren- 
tial^eichnngen  von  der  Art  der  in  diesem  Werke  abgehandelten.  Diese  wäre  also  die  erste  Art ,  wie 
man  bei  mechanischen  Problemen  zu  linearen  Differentialgleichungen  gefShrt  wird.  In  der  Mecbanilc  iem 
Himmels  findet  sieh  ihr  grosses  Muster,  und  da  diess  eine  beinahe  abgeschlossene  Wissenschall  ist, 
so  lässt  sieh  auch  hier  darüber  nicht  viel  erheblich  Neues  sagen. 

Zweitens:  Hat  man  ein  System  materieller  Theilchen  von  im  Znstande  des  Gleiebgewiehte» 
regelmässiger  Anordnung,  etwa  einen  festen  eder  flüssigen  Körper  von  beslimmfer  innerer  Textnr,  sm' 
thnt  man  besser,  nicht  zu  firagen  nach  den  von  einzelnen  Punkten  dnrchroessenen  Curven,  seadem, 
wie  folgt:  Welche  ist  die  Bewegungsweise,  die  sieh  nicht  an  ein  bestimmtes  Tlieilehen,  sondeiB  mm 
einen  bestimmten  Punkt  des  Raumes  knüpft,  oder  mathematisch  gesprochene  Welche  Bewegung  nimm^ 
das  Theilchen  an,  das  sich  im  Zustande  des  Gleichgewicbtes  im  Punkte  des  Raumes  or,  jf,  «  liefindeD 
wurde.  Die  Componenten  seiner  Bewegung  werden  mithin  nicht  mehr  auf^efasst  als  reine  F^netioneiB 
der  Zeit,  sie  enthalten  vielmehr  im  Allgemeinen  vier  Variable,  nämlich  x,  y,  s,  I;  die  Bewegnngs- 
gieichangen  schliessen  in  aicli  Differentiak|uotienten  nach  i  als  Ausdrucke  der  die  Bew^ung  zn  erzen- 
gen ffihigen  Kräfte  und  IMfferentialquotienten  nach  den  Coordinaten,  als  gehörig  zum  analytischen  Aus- 
druck der  Wirkungen  der  Nachbartheilchen ,  die  sich ,  von  allen  Seiten  und  nach  allen  Rfehtnngeo 
stattfindend,  nothwendig  theilweise  gegenseitig  aufheben,  mithin  als  Gesammtwirkung  nur  in  Bllferenz- 
fbrm,  oder  was  dasselbe  ist,  in  Gestalt  eines  Differenliales  erscheinen  können.  Die  Differentialgleiehmi- 
gen  der  Bewegungen  sind  also  partielle  mit  höchstens  vier  unabhängigen  Veränderlichen,  was  eine^- 
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selts  das  ProMen  verwiekelt;  andererseits  aber  hat  man  den  Vortbeil,  dass  man  nnabbangig  wird  von 
der  Anzahl  der  Punkte  des  Systemes,  nnd  nnr  drei  Differentialgleichungen  der  progressiven  Bewegung 
n  integriren  hat  und  höchstens  noeh  drei  andere  der  drehenden,  weil  ja  der  Punkt  ar,  jf,  s  jeder 
beliebige  des  Systemes  sein  kann.  Diess  alles  ist  der  Fall,  wenn  das  System  eine  Ausdehnung  naeb 
drd  Dimensisnen  im  Räume  bat.  Sind  jedoeb  sammtliche  materielle  Massentbeilchen  längs  einer  gera* 
des  oder  krummen  Linie  angeordnet,  so  hat  man  nur  eine  einzige  Coordinate  als  zweite  nebst  der 
Zeit  t  auftretende  unabhängige  Veränderliehe  in  den  partiellen  Differentialgleichungen  der  Bewegung« 
eben  so  treten  bei  längs  ctoef  Ebene  oder  krummen  Fläche  ausgedehnten  materiellen  Systemen  der 
ibhingigen  Veranderiiehen  drei  auf,  nämlich  zwei  Coordinaten  und  die  Zeit.  Die  abhängigen  Veränder- 
lichen sind  hier  ihrer  Zahl  nach  abhängig^  von  der  Beschaffenheit  des  Systemes  und  in  linearer  Form, 
wenn  die  Voraussetzung  zu  Grunde  gelegt  wird,  dass  jeder  materielle  Massenbestandtbeil  sich  im  Zu- 
stande der  Bewegung  nur  sehr  wenig  von  seiner  Ruhelage  entferne,  also  um  dieselbe  nur  Schwingun- 
gen von  sehr  geringen  Amplituden  ausfahre.  Diese  Anschauungsweise  passt  aber  nur  auf  Systeme  regel- 
misoig  angeordneter,  im  stabilen  Gleichgewichte  sich  befindender  Massentbeilchen,  ist  aber  dennoch, 
wiewohl  sie  vorzugsweise  den  festen  elastischen  KSrpern  angehfirt,  auch  bei  flüssigen  dastiscben  Kör- 
pern anwendbar,  insoferne  diese  ebenfalls  als  Systeme  betrachtet  werden  kSnnen,  im  stabilen  Gleich- 
gewichte, wenn  auch  der  Grad  der  Stabilität  ein  sehr  geringer  ist,  weil  man  ja  die  Schwingungen 
eines  solchen  Systemes  dermassen  klein  annehmen  und  die  Kräfte,  durch  die  sie  hervorgebracht  und 
unterhalten  werden ,  dermassen  gering  voraussetzen  kann ,  dass  sich  der  flussige  Körper  unter  solchen 
Umständen  wie  ein  fester  elastischer  benimmt. 

Drittens:  Handelt  es  sich  bei  flussigen  Massen  um  heftigere  Bewegungen,  bei  welchen  es 
bereits  nothwendig  ist,  das  System  von  materiellen  Theilchen  als  ein  im  Znstande  des  labilen  Gleich- 
gewichtes befindiiches  anzusehen ,  so  tritt  eine  dritte  Behandlungsweise  solcher  Bewepngsprobleme  auf, 
die  von  den  zwei  firuher  erwähnten  wieder  wesentlich  verschieden  ist  Sehr  geringe  Kräfte,  ja  oft  die 
unbedeutendsten  Umstände,  die  keine  Kräfte  sind,  reichen  hier  hin,  um  die  Umstände  der  Bewegung 
sehr  wesentlich  zri  verändern.  Gewiss  muss  es  jemals  geschienen  haben,  dass  sich  dieser  Gegenstand 
in  seiner  Regellosigkeit  der  mathematischen  Analysis  schwerlich  werde  unterwerfen  lassen.  Dem 
forschenden  Menschengeiste  ist  es  gleichwohl  gelungen «  diese  Schwierigkeiten  zu  umgehen ,  indem  er 
das  Regdmässige  in  der  Regellosigkeit  der  Erscheinungen  herausgehoben  und  seinen  Rechnungen  zu 
Grunde  gelegt  hat,  die  flussigen  Korper  als  stetige  Systeme  beachtend,  welche  die  Eigenschaft  besitzen, 
den  inneren  Druck  nach  allen  Seiten  gleich  zu  vertheilen  und  auf  ehie  jede  Ebene  senkrecht  zu  ge- 
stalten. Diese  Grundansieht  nSthigt  nun  weiter  den  Analysten  mit  Ausserachtlassung  der  Geschichte  eines 
jeden  einzelnen  Theilchens,  nur  den  Vorgang  an  einem  bestimmten  Orte  ins  Auge  zu  ftissen  und  nach 
dem  aildort  vorhandenen  Druck,  Dichte,  Bewegungsintensität  und  Richtung  zu  fragen.  Er  gelangt  da- 
durch zu  Differentialgleichungen,  die  zwar  ursprunglich  die  lineare  Form  nicht  besitzen,  die  jedoch, 
auf  dieselbe  in  zahlreichen  Fällen  tindulatorischer  und  strömender  Bewegung  zuruckgeffifart  zu  werden 
vermögen. 
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Von  ihnen  enthSIt  die  erste  die  Gesetze  der  Schwingungen  gespannter  Saiten  und  auch  die  Fortpflanzung 
des  Schalles  in  einem  Rohre.  Die  zweite  ist  aufgestellt  für  die  Schwingungen  eines  elastischen  Stabes. 
Die  dritte  gilt  für  schwingende  Membranen;  die  vierte  für  elastische  Platten;  die  fünfte  enthält  die 
Theorie  des  Schalles;  die  sechste  jene  der  Wärme  und  das  System  der  drei  folgenden  ist  fär  elastische 
Körper  sowohl,  wie  auch  für  die  Lichttheorie  aufgestellt;  die  drei  letzten  endlich  gehören  einer  flussi- 
gen Masse  als  Systeme  im  labilen  Gleichgewichte  an.  Sie  sind  alle  versehen  mit  constanten  Coefficien- 
ten  und  ein  grosser  Theil  von  ihnen  ist  noch  überdiess  homogen.  Sie  scheinen  zum  grössten  Theil  durch 
die  älteren  Methoden,  die  man  ffir  solche  Gleichungen  besitzt,  integrabel  und  der  neueren,  die  auf  variable 
Coefficienten  Bezug  nehmen,  gar  nicht  bedürftig.  Ein  etwas  tieferes  Eingehen  in  die  Natur  der  Sache 
wird  uns  aber  vom  Gegentheile  belehren ,  vorderhand  aber  soll  in  Bezug  auf  diese  Gleichungen  nur 
Folgendes  bemerkt  werden : 

Die  (1)  setzt  eine  allenthalben  gleich  dicke  Saite  voraus  ohne  Gewicht,  welche  daher  in 
einer  jeden  Lage  vollkommen  geradlinig  gedehnt  und  auch  in  allen  ihren  Punkten  einerlei  Spannung 
unterworfen  ist.  Wird  jedoch  auf  das  Gewicht  der  Saite  Rücksicht  genommen ,  so  geht  sie  allsogleidi 
in* eine  andere  mit  variablen  Coefficienten  über,  i^nd  verwandelt  sich  in: 

wenn  vo^  einem  vertical  gespannten  Seile  oder  einer  Kette  mit  Rucksicht  auf  das  Gewicht  derselben 
die  Rede  ist  Ebenso  verhält  es  sich  mit  der  Mehrzahl  der  übrigen  Gleichungen  auch.  Sie  setzen  alle 
geradlinige  oder  ebene  Systeme  materieller  Punkte  voraus  von  aUerwärts  gleicher  Dichte  und  Verthei- 
lung  und  auch  von  gleicher  Spannung  oder  Druck  in  allen  Punkten,  mithin  einen  imaginären  Znstand, 
der  nirgends  in  der  Natur  anzutreffen  ist.  Es  soll  hiemit  durchaus  kein  Tadel  dieser  Gleichungen  oder 
der  Anaiysis,  die  dazu  gefährthi|t,  ausgesprochen  sein;  es  ist  vielmehr  rationell«  im  Bereiche  der  mathe- 
matischen Wissenschaftsforschung,  sich  vor  allem  den  einfachsten,  aller  variablen  Nebenumatände  m6g- 
liehst  entkleideten  Fall  vorzulegen  und  gruiidlich  zu  erledigen,  sodann  aber  zur  Erörterung  der  selten 
fehlenden  Nebenumstände  und  Nebenwirkungen  zu  schreiten,  die  man  dann  als  Störungen  aufzufassen 
das  Recht  hat.  Das  Brstere  ist  nun  geschehen,  hätte  aber  weit  klarer  und  eleganter  geschehen  können« 
wenn  man  Integrationsmethoden  für  Gleichungen  mit  veränderlichen  CoelTicienten  besessen  hätte«  das 
zweite  aber  überstieg  bisher  die  Kräfte  der  vorhandenen  Anaiysis. 

Da  sieh  ohne  eine,  wenn  auch  nur  oberflächliche  Auseinandersetzung  der  älteren  Integra- 
tionsmethoden nicht  gut  die  Lucken  erkennen  lassen ,  welche  übrig  geblieben  sind  und  durch-  unsere 
neueren  Methoden  ausgefüllt  werden  können,  und  weil  zu  diesem  Zwecke  das  einfachste  Beispiel  nicht 
bloss  genügt,  sondern  eben  wegen  seiner  Einfachheit  auch  das  geeipetste  ist;  so  nehmen  wir  die 
Differentialgleichung  für  die  Schwingungen  gespannter  Saiten  vor  und  integriren  sie  nach  den  bisher 
in  Anwendung  gebrachten  Hauptmethoden,  zugleich  zwischen  denselben  vom  Standpunkte  der  entwickel- 
ten Wissenschaft  aus  Parallelen  ziehend,  um  zu  sehen«  welche  derselben  zur  weiteren  Fortbildung  für 
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«nsere  Zwecke  die  fähigste  und  würdigste  sei.   Besonders  elegant  integrirt  sich  zuvörderst  diese  Dif- 
ferentialgleichung durch  willkürliche  Functionen.  Man  setzt  nämlich: 

(10)  y  =  fix  +  at) 

voraus,  und  gewinnt  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  die  DifTerentialgleichung  (1)  allsogleich: 

a'  =  a'    mithin    a  =  Hh  a 

woraus  sieh  das  allgemeine  Integral  als  Aggregat  von  zwei  Functionen  willkürlicher  Form   ableiten 
lässt,  also: 

(11)  y  =  fix  +  aO  +  Fix  ^  at) 

Könnte  man  eine  jede  partielle  Differentialgleichung  eben  so  leicht  integriren,  so  Irrauchte  man  aller- 
dings gar  keine  Theorie  und  hatte  nicht  bloss  die  Auflösung,  der.  gestellten  Aufgabe  in  sehr  bequemer 
analytischer  Form,  sondern  zugleich  auch  die  Auflösung  unzählig  vieler  anderer  Probleme  errnngen,  die 
zu  derselben  Differentialgleichung  fuhren  und  vielleicht  nicht  einmal  Schwingungsprobleme  sind;  denn  es 
liegt  auf  der  Hand,  dass  vermöge  der  Willkurlichkeit  der  Functionen  f  und  F  auch  Ausdrücke,  wie: 
Ax  +  Bt,  oder  Ax  +  Bi  +  Cxi  und  unzählige  andere  dieser  Art,  in  welchen  A^  B^  C  willkür- 
liche Constante  sind,  die  Eigenschaft  haben,  die  Differenlialgleichung  zu  erfüllen,  ohne  einen  Schwin- 
gungszustand  darzustellen.  Noch  mehr  bestochen  wird  dann  das  jugendliche  Gemüth  von  der  Leichtigkeit, 
mit  der  dieser  Ausdruck  den  Bedingungen  an  den  Grenzen  des  Systemes,  d.  h.  an  den  beiden  Befe- 
stigungspunkten der  Saite  durch  die  Erklärung  der  periodischen  Beschaffenheit  des  fnniF  Genüge 
leistet  und  endlich  durch  die  Bereitwilligkeit  in  die  Bedingungen  des  ursprünglichen  Err^nogszostan- 
des  «inzugehen.  Der  erfahrene  Analyst  jedoch,  der  sich  viele  Jahre  hindurch  mit  Differentialgleichungen 
beschäftigt  hat,  und  dem  unzählige  Male  die  Regel  eingeprägt  worden  ist,  dass  man  die  Analysis  nie 
um  zu  viel  auf  einmal  und  wo  möglich  nur  um  Eines  fragen  dürfe,  wenn  man  die  Antwort  darauf  ver- 
stehen will,  sieht  in  diesem  Verfahren  einen  mathematischen  Formfehler,  der  eben  darin  besteht,  dass 
man  nach  Allem  auf  Einmal  fragt,  und  der  sich  im  gegenwärtigen  Falle  nur  darum  niebt  rächt,  weil 
die  Antwort  auf  die  gestellte  Frage  eine  äusserst  einfache  ist  In  allen  anderen  nur  etwas  eomplizir- 
teren  Fällen  verweigert  die  Analysis  die  Antwort  anf  solche  Fragen  entweder  ganz  und  gar,  oder  diese 
Antwort  ist  dem  Fragenden  unverständlich.  Es  muss  wohl  zugegeben  werden,  dass  die  Gldebnng  (f) 
nicht  die  einzige  sei,  die  durch  den  Kunstgriff  der  Substitution  (10)  integrirt  werden  kann.  Alle  homo- 
genen linearen  Differentialgleichungen  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  t  weichen  diesem 
Verfahren.  In  der  That,  wenn: 

d«)  ^rfF+^^rfr^  +  ^'dF^+  +^-d^  =  ^ 

vorliegt,  wird  man  vermittelst  derselben  Substitution  die  algebraische  Gleichung: 
(13)  A.a"  +  ^.a"-  +  A^"-*  +  +  A^  =  Q 
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gewinnen,  welche  in  der  Regel  n  verschiedene  Wurzeln:  a^,  a,«  a,, a^  darbietet  und  das 

folgende  allgemeine  Integral: 

y  =  F,(ar  +  aj)  +  F.(x  +  a.O  +  Ki^  +  ct.f)  + +  F„(x  +  a„i)  (14) 

liefert  Es  lässt  sich  audh  allgemein  nachweisen , .  dass  nichthomogene  lineare  Differentialgleichungen 
zwischen  einer  abhängigen  und  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  als  Integral  ein  Aggregat  so  vieler 
willkürlicher  Functionen  bestimmter  Grundgrossen  liefern,  als  ihre  Ordnungszahl  Einheiten  enthält 
Gleichwohl  ist  dieses  Verfahren  bei  keiner  der  folgenden  hier  aufgezählten  Differentialgleichungen  von 
Nutzen  und  schon  die  zweite  muss  nach  einer  anderen  Methode  behandelt  werden,  die  den  Gesetzen 
der  mathematischen  Wissenschaftsforschung  besser  entspricht  und  die  wir  hier  ebenfalls  auseinander- 
setzen wollen ,  der  Einfachheit  und  Klarheit  wegen  jedoch  wieder  in  Anwendung  auf  die  erste  und  zwar 
speciell  mit  Rücksicht  auf  die  Schwingungen  gespannter  Saiten. 

Einen  Schwingungszustand  im  Auge  behaltend,  stellt  man  vor  allem  andern  die  sehr  specielle 
Frage  an  die  Differentialgleichung ,  ob  ein  solcher ,  mithin  in  der  Zeit  /  periodischer  Zustand  möglich 
sei,  indem  man 

y  =  X  Sin  at    oder    y  =  X  Cos  at  (15) 

statuirt.  Hiemit  schliesst  man  im  Vorhinein  alle  diejenigen  Werthe  aus,  die  die  partiellen  Differential- 
gleichungen zwar  erfüllen  und  die  Auflösung  sehr  vieler  anderer  Aufgaben  bilden,  welche  zu  dieser 
Differentialgleichung  fuhren,  aber  keinen  Schwingungszustand  darstellen  können.  Die  Antwort  ist  für 
beide  Substitutionen  in  der  einzigen  Gleichung: 

enthalten.  Mithin  leistet  ein  jedes  y  von  der  folgenden  Form  der  Differentialgleichung  Genüge: 

y  =  X  {A  Cos  at  +  B  Sin  «0  (17) 

wenn  X  ein  Integral  ist  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  (16)  mit  constanten  Coefficienten, 
d.  h.  wenn 

(XX  (IX 

X=  G  Cos  —  +  H  Sin  —  (18) 

wird,  allwo  il,  0,  Cr,  H  und  auch  a  vorderhand  noch  unbestimmte  Constanten  andeuten.  Man  hat 
mithin: 

y  =  [ö  Co«  ^  +  jff  Sin  ^]  [it  Cos  at  +  B  Sin  af]  (19) 

und  in  dieser  Gleichung  li^  die  vollständige  Antwort  auf  die  gestellte  Frage  nach  einem  Schwingung»- 
zustande«  der,  wie  man  aus  ihr  ersieht,  ein  vollkommen  periodischer  nach  t  sowohl,  wie  auch  naoh  x 
und  wegen  der  darin  enthaltenen  Constanten:  il,  J3,  6,  fl  und  a  unendlich  vieler  verschiedener 
Modificationen  filhig  jst. 


a 

• 

raic 

......  ^ 

•Nan  firagt  aber  die  Methode  weiter:  Was  ist  der  Einflass  der  Bewegung   eines  solehen 

Systemes  von  materiellen  Punkten.  Die  %aite  ist  namlieb  nicht  unendlich   lang,   sondern  reicht  onr 

von  07  =3  0  bis  j?  =  /  und  ihre  beiden  Endpunkte   sind  fest,  vermögen  mitbin  weder  eine  Ver- 
di/ 
Schiebung  y  noch  eine  Geschwindigkeit  -^  anzunehmen.   Die  Antwort  erfolgt ,  dass  auch  diesen  Bedin- 

gungen  für  beliebige  /  der  Ausdruck  für  y  sieh  füge,  wenn  nur  die  Constanten  6,  17  und  a  schick- 
lich gewählt  werden.   Es  muss  nämlich  6r  =  0  und  a  gleich  einer  Wurzel  erkiesen  werden  der  ein- 
fachen transcendenten  Gleichung : 
(«0) 

Diese  aber  sind  enthalten  in  folgender  Reihe 

an    : 

(81)  '^  =  ^^T'~r 

^        geben  mithin  mehrere  Ausdrucke  für  y^  von  welchen  der  erste  der  Nulle  gleich  ist«  was  zwar  einen  ^ 

Genüge  leistenden  Werth,  aber  keinen  Schwingungszustand,  mithin   nichts  zur  Sache  Gehöriges  gilt.  _ 

Die  übrigen  enthalten  die  unendlich  vielen  einfachen  Schwingungsweisen  des  Systemes  und  die  Art  tj 

ihres  Bestehens  in  der  Zeit.  Diese  unendlich  vielen  einfachen  Ausdrücke  für  y  lassen  sich  dann  noch  m 

vermöge  der  linearen  Form  der  Differentialgleichungen  mit  willkärlichen  Constanten  multipliziren  und  ^ 
addiren.  Die  Summe  ist  wieder  ein  zulässiger  Werth  von  2^,  nämlich: 

(t»)  y  =  S  \sin  =  [a^  Co,  '-^  +  B^  Sin  ^j| 

Endlich  stellt  die  Methode  die  Frage:  Welcher  ist  der  Einfluss  der  anfänglichen  Erregung,  durch  die^^ 

die  Saite  in  Schwingungen  versetzt  wird?  Um  diese  zu  characterisiren,  nimmt  man  iin,  dass  im  Augen 

dy 
blicke  <  =  0,  y  =  f(x)  und  -^=F(x)  gewesen  sei,  d.  h.  dass  die  Saite  eine  bestimmte  gegebene^^ 

dt 

Form  und  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  ihrer  einzelnen  Theile  in  diesem  Zeitmomente  besessen  habe. 

Diess  bestimmt  die  Werthe  der  Constanten  ^  und  jB,  die  sich  annoch  in  y  Vorfinden,  und  die  man^i.^ 
um  diesen  anfänglichen  Bedingungen  Genfige  zu  leisten,  so  wählen  muss,  dass 

fix)  =  s[Ar8m'^]  =  A,8in'^+A,8m^  +  A,8in^^      

^*'^       Fix)  =  8[r^B^8n^r:f]  +  ^[^^  ] 

wird.  Um  diesen  beiden  Gleichungen  die  Werthe  der  Constanten  ^,,  ^,,  A^^ wie  der  jB^,  A,* 

A,,  zu  entringen,  sucht  man  sie  durch  ein  Verfahren,  welches  sich  allgemein  anwendbar  her- 
ausgestellt hat,  zu  isoliren.  Man  multiplizirt  nämlich  beide  Theile  der  Gleichung  mit  einer  gewisses 
Differentialfunction  ^(x)  dx  und  integrirt  dann  zwischen  den  Grenzen  0  und  /,  die  zugleich  die  Gr«i- 
zen  des  linearen  Systemes  sind,  und  sucht  hiebei  die  Function  ^  so  zu  wählen,  dass  in- dem  zweites 
Theile  der  Gleichung  das  Integrationsresultat  bei  allen  Gliedern  mit  Ausnahme  eines  einzigen  der  Nulle 


/ 
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vyctC 
gleich  wird.  Diese  Function  ^  ist  iiier  leicht  gefunden.   Sie  ist  nämlich  Sin  — —  selber,  wenn  man 

A^  oder  B,.  haben  will,  weil  sich  sehr  leicht  beweisen  lässt,   dass  so  lange  r  und  «  zwei  von  ein- 
ander verschiedene  ganze  Zahlen  sind : 

Sin  ——  Sin  — -  d j?  =;  0  («4) 


ß 


ausfalle  und  nur  für  r  =  «  besteht: 


A 


Sin*  — -  dx  =  -  (85) 


Daher  allgemein : 


^r  =  ]fnx)8in^dx 

0  ,  (86) 

B,  =  ^ /F(ar)  Sin  ^  dx 

erhalten  wird,  und  hiemit  ist  die  Theorie  der  Schwingungen  gespannter  Saiten,  insofeme  sie  aus  der 
ersten  der  partiellen  Differentialgleichungen  (1)  abgeleitet  zu  werden  vermag,  vollständig  erledigt. 

Diese  Methode  ist  es  nun,  die  man  als  die  ausbildungsfähigste  und  von  demselben  Geiste 
durchwehte  zu  betrachten  hat,  der  die  Entstehung  dieses  Werkes  ermöglichte,  dem  Geiste  der  stufen- 
weise-voi^ehenden  klaren  und  besonnenen  Forschung.  Sie  fragt  nie  mehr,  als  Einerlei  auf  Einmal  und 
ordnet  die  Fragen  zudem  nach  der  ihnen  zukommenden  Wichtigkeit  und  zwar  erstens  nach  dem  Be- 
stehen eines  periodischen  oder  undulatorischen  Zustandes  im  unbegrenzten  Systeme  und  seinen  Gesetzen, 
zweitens  nach  dem  Einflüsse  der  Bewegung ,  od.er  mit  anderen  Worten  nach  den  Gesetzen  der  Refle- 
non  der  schwingenden  Bewegung  und  endlich  drittens  nach  dem  Einflnsä  der  irgendwie  gearteten  an- 
fängliehen Erregung  und  es  ist  offenbar,  dass,  wenn  man  auch  nicht 'alle  drei,*8ondem  nur  zwei  oder 
auch  nur  eine  einzige  dieser  Fragen  beantwortet  erhält,  die  Ausbeute  jedenfalls  eine  lohnende  genannt 
werden  kann,  während  denyenigen,  der  nach  allem  auf  Einmal  fragt,  gewöhnlich  gar  keine  oder  wenig- 
stens eine  solche  Antwort  zu  Theil  wird,  die  er  nicht  versteht.  Ihrer  Ausbildung  ist  hier  eine  beson- 
dere Sorgfalt  gewidmet,  man  sieht  sich  jedoch  genothigt,  um  in  demselben  Geiste  fortzuschreiten,  in 
verwickeiteren  Fällen  die  Anzahl  der  an  die  ^nalysis  zu  stellenden  Fragen  zu  vermehren.  Die  Veran- 
lassung dazu  soll  im  Folgenden  zur  Sprache  kommen. 

Nebst  den  zwei  hier  ih  dem  einfachen  Beispiele  der  Schwingungen  gespannter  Saiten  erSr* 
terten  Behandlungsweisen  der  Undulationsprobleine  sind  wohl  noch  andere  vorhanden,  die  aber  von  den 
zweien  nicht  wesentlich  abweichen;  so  ist  das  oft  geübte  Integriren  linearer  Differentialgleichungen  mit 
constanten  Goefflcienten  vermittelst  der  Fourier'sehen  Formel  nichts,  als  eine  Integration  vermittelst 
willkürlicher  Functionen  bestimmter  GnindgrSssen,  und  fuhrt  desshalb  auch  alle  Nachtkeile  im  Gefolge, 


die  mit  einer  Methode  verbanden  sind,  welehe  naeh  Allem  auf  Einmal  n«^., 
werden  soll. 

Das  Integriren  doreli  willkorliehe  Functionen  bestimmter  Grundgrdssen  ist  bei  den  mdsten 
der  angefahrten  partiellen  Differentialgleichungen  und  namentlich  bei  den  (3)«  (5),  (7)  den  hemogeBen 
nämlich  unter  ihnen  der  Einfachheit  wegen  gerne  geübt  worden.  In  der  That  lasst  sich  die  (3)  dadmreb 
unmittelbar  zur  Integration  bringen ,  dass  man 

(«D  t  =  f(ctx  +  ßy  -  st) 

voraussetzt  Das  Substitutionsresultat  ist: 
(t8)  ,«  =  fl«  (a«  4-  ß') 

woraus  ein  zweiwerthiges  s,  nämlich: 

(29)  «  =  ±  a\/a'  +  /8» 
folgt,  und  ein  allgemeines  Integral  mit  zwei  willkürlichen  Functionen  hervorgeht,  nämlich: 

(30)  £  =  fiax  +  ßy-  atyja'  +  ß")  +  F{ax  +  ßy  +  at^a'  +  ß'} 

allein  man  hat  schon  hier  die  Wahl  zwischen   unendlich  vielen  Grundgrossen ,  die  Ider  WiUknriiehkeit 
von  a  und  /j  entkeimen,  und  weil  ox  +  /8y  hF  at^a*  +  ß*  ==  o  die  Gleiehnng  ist  einer  geraden      ^a 
Linie  in  der  Ebene  zwischen  x«  y,  die  parallel  zu  sich  selbst  nach  zwei  entgegengesetzten  Richtangen^=ss= 
und  mit  der  Geschwindigkeit  a^a^+ß*  im  Räume  fortschreitet,  so  spricht  das  so  erhaltene  IntegraL-Mk 
oATenbar  von  längs  einer  unendlichen  geraden  Linie  stattfindenden,  an  derselben  fiberall  gleich  intensive 
Bewegungen,  d.  h.  geradlinigen  unendlichen  Wellen,  die  in  der  Natur  nirgends  verbanden  sind.  Diese 
trachtung  eines  hypothetischen  Zustandes  kann  zwar  nicht  getadelt  werden,  weil,  wie  gesagt,  aaeh 
alle  hier  aufgezählten  partiellen  Differentialgleichungen  von  der  Voraussetzung  eines  hypotheCisAen 
Zustandes  ausgehen,  was  gerade  nothwendig  ist,  wenn  man  zu  den  reinen  Wirkungen  nigliehst  iseürter 
Ursachen  gelangen  will ;  aber  die  Forschung  kann  hiemit  nicht,  als  abgeschlossen  angesehen  werde 
denn  es  lässt  sich  schon  aus  einem  sehr  populären  Grunde  nachweisen,  dass  die  Differentialgieiehvn 
für  Schwingungen  gespannter  Membranen,  von  der  hier  die  Rede  ist,  auch  noch  andere  Integrale  zi 
lassen  müsse,  mit  Functionen  anderer,  als  linearer  Grundgrössen  und  namentlich  mit  Functionen' 
Ausdruckes  x*+y*.  Diess  folgt  nämlich  schon  daraus,  weil  in  einem  Systeme  von  materiellen 
von  überall  gleicher  Dichte  und  Spannung  und  gleicher  Elasticität  nach  allen  Seiten  jede  in  irgeaA 
einem  Punkte  erregte  schwingende  Bewegung  sich  nothwendig  auf  gleiche  Weise  und  mit  derselben  Ge— 
sehwindigkeit  nach  allen  Riehtungen  fortpflanzen  muss.  Diess  gibt  hier  den  Kreis  als  natirliche  Wellen- 
form,  die  offenbar  zugleich  diejenige  ist,  welche  den  treuesten  Ausdruck  der  Erscheinungen  enthalte» 
muss;  wenn  man  aber  nach  ihr  fragt,  so  versehwindet  die  lineare  Gleichung  mit  constanten  CoefieieB- 
'    '««I*  Character  der  Homogenität  geht  verioren  und   man  erhält  als  Antwort  znnidisl  efaM 
**^-'  Toeffieienten.  Mithin  wird  man  zu  Differentialgleichungen  dieser  Art, 


Partieiie  Differco  tiaigleieh  angeo.  ßff 

nämlich  mit  veränderlichen  Coefficienten  auch  noch  dadurch  gefuhrt,  dasa  man  sieh  auf  analytischem 
Wege  nach  den  GrundgrSssen  erkundigt  deijenigen  Functionen,  die  im  Integrale  erscheinen  können, 
wenn  dieses  den  naturgemässesten  Ausdruck  der  Erscheinungen  in  sich  enthalten  soll,  oder  mit  anderen 
Wortmi,  man  erhalt  Diffcrentialgleiehungen  mit  veränderlichen  Coefficienten,  wenn  man  nach  der  Wellen- 
linie oder  nach  der  Welleufläche  fragt. 

Die  Sache  verhält  sich  nicht  anders,  wenn  ansutt  einer  einzigen  Partialgleichnng  ein  System 
von  mehreren  mit  mehreren  abhängigen  Veränderlichen  vorlicigt,  z.  B.  das  (7).  Vermfige  der  homogenen 
Beschaffenheit  lassen  sich  nämlich  auch  hier  zusammenhängende  Integralwerthe  für  £,  i;,  ^  denken 
als  Functionen  linearer  Grundgrössen,  und  man  bekömmt: 

5  =  9ifiax  +  ßy^r^-  9i) 

rf  =  9^f{ax  +  ^  +  y»  -  *0  (81) 

substituirend ,  das  folgende  Resultat: 

«,•  =  «•  [«(3a*  +  /3*  +  y)  +.2aöa/j  +  26ay] 

»«•  =  «•  [«(a*  +  3y8*  +  r)  +  26/8y  +  2%aß]  (81) 

g,»  =  a'  [6(a*  +  /8*  +  3y')  +  2«ay  +  22ißy] 

Es  beweist  diess  die  Möglichkeit,  den  Gleichungen  durch  willkürliche  Functionen  linearer  Grundgrössen 
tu  genügen.  Da  aber 

ax  +  ^y  +  y%    -  «/  =  0  (88) 

die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  die  sich  parallel  zu  sich  selber  im  Räume  mit  dem  Wachsen  der  Zeit  t 
fortbewegt;  so  erhält  man  hier  nichts  als  die  Fortpflanzungsgesetze  solcher  hypothetischer,  in  der  Natur 
nirgends  vorhandener  unendlicher  ebenen  Wellen,  denn  diese  wurden  nur  da  sein,  wenn  sich  irgendwo 
eine  leuchtende  Ebene  von  unendlicher  Ausdehnung  im  Räume  befände.  Gleichwohl  ist  auch  hier  nicht 
XU  übersehen,  dass  der  Natur  der  Sache  nach  in  einem  Mittel  von  gleicher  Beschaffenheit  in  allen 
Punkten  und  von  gleicher  Elasticität  nach  allen  Seiten  die  Kugelform  die  natürliche  Form  der  Wellen- 
fläche sei.  Mithin  hätte  man,  um  zu  einem  practisch  brauchbaren  Integrale  zu  gelangen,  lieber  durch 
Functionen  der  Gnindgrösse :  x'  +  y'  +  %*  integriren  sollen.  Man  vermag  diess  auch  und  zwar  durch 
schicklich  gestellte  analytische  Anfragen  auf  mehrere  verschiedene  Arten,  aber  jedesmal  gehen  die 
Differentialgleichungen  mit  eonstanten  Coefficienten  in  solche  mit  veränderlichen  über,  und  man  sieht 
sich  genöthigt,  zu  den  Metboden  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  die  in  diesem  Werke  auseinandergesetzt  sind. 
Die  eingeleitete  Integration  durch  Functionen  linearer  Grundgrössen  ist  aber  desshalb  nicht 
ohne  Nutzen,  denn  sie  lehrt  z.  B.  schon  unter  Voraussetzung  des  speciellen  Falles  a  =  l.  ß  =  y=0 
die  aber  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  keineswegs  beschränkt,  dass  man  auf  zwei  verschiedene 
Arten  Genüge  leisten  könne,  einmal  nämlich  dadurch,  dass  man: 

,  =  .+:  fl,  «  =  0  (Sk) 
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SB  und  €  willkürlich ,  das  andere  Mal  dadurch,  dass  man: 

(86)  «  =  ±  «Vä.  SB  =  6  =  0 

ttid  V  willkärlieh  nimmt.  Die  erste  Anflosung  entspricht  einer  schwingenden  Bewegung,  die  ihrer  Bieh- 
tung  nach  in  der  Wellenebene  enthalten  ist,  die  zweite  einer  darauf  senkrechten.  Ihnen  entsprechen 
verschiedene  Portpflanzungsgeschwindigkeiten:  die  der  transversalen  Welle  eigene  ist  nämlich  a,  die 
der  longitudinalen  zukommende  ist  a\f^.  Das  Experiment  weiss  nun  fireilieh  Nichts  von  dieser  letzteren 
und  macht  hiemit  den  Argwohn  rege,  als  wären  die  Differentialgleichungen  (7)  mindestens  diejenigen 
nicht ,  welche  den  analytischen  Ausdruck  der  Lichterscheinung  enthalten.  Darauf  kommt  indessen  hier 
Nichts  an,  da  hier  nicht  der  Zweck  verfolgt  wird,  eine  neue  Undulationslehre  aufzustellen,  sondern 
nur  ein  passendes  Integrationsverfahren  für  Schwingungsprobleme  zu  begründen. 

Poisson  hat  den  ebenen  Wellen  Cauchy's  den  Vorwurf  gemacht,  sie  seien  unpractisch 
und  in  der  Natur  nirgends  zu  finden.  Diesem  Vorwurfe  zu  entgehen,  hat  dieser  grosse  Mathematiker 
die  Pourier'sche  Pormel  zur  Integration  seiner  Differentialgleichungen  verwendet  und  es  liegt  wirk- 
lich in  dieser  Formel  der  Beweis,  dass  man  sich  eine  jede  beliebige  Bewegungsweise  als  aus  lauter 
ebenen  Wellen  zusammengesetzt  denken  kann,  in  deren  jeder  die  stattfindende  Bewegungsintensität 
unendlich  klein  ist.  Allem  es  erscheinen  in  Cauchy's  Theorie  die  mit  der  Pourier^schen  Formel 
gewonnenen  Werthe  von  £,  r;,  <2  ursprünglich  als  sechsfache  bestimmte  Integrale,  die  sich  dann  allge- 
mein auf  vierfache  und  in  einem  homogenen  Mittel  von  gleicher  Elasticität  nach  allen  Seiten  speeiell 
auf  bestimmte  Integrale  mit  doppeltem  Integralzeichen  zurückfahren  lassen.  Alle  diese  Ausdrucke  aber 
sind  dermassen  undurchsichtig,  dass  ihnen  in  Bezug  auf  Erklärung  und  Angabe  des  Verlaufes  der  Licht- 
erscheinungen beinahe  gar  Nichts  zu  eutnehmen  ist.  Diess  ist  aber  auch  ganz  naturlich.  Mit  der  F  o  u- 
rier^schen  Formel  integriren  nämlich  heisst,  diess  mit  willkürlichen  Functionen  thun  und  diess  heisst 
wieder  nichts  anderes ,  als  nach  allem  und  jedem  auf  Einmal  fragen :  nach  allen  möglichen  Gestalten 
der  Wellenfläche,  nach  den  von  Punkt  zu  Punkt  veränderliehen  Schwingungsintensitäten  in  derselben 
u.  s.  w.  Es  ist  mithin  kein  Wunder,  wenn  auf  alles  zusammen  geantwortet  wird  mit  einer  der  Frage 
entsprechenden  Unbestimmtheit  und  in  einer  Weise,  die  beinahe  gar  keiner  Antwort  äquivalent  ist. 

Um  nun  diejenigen  Aufschlüsse,  welche  die  allgemeinen  Integralformeln  zu  geben  verweiger- 
ten, auf  einem  anderen  Wege  zu  erringen,  hat  Cauchy  die  Wellenfläche  beträchtet  als  das  Resultat 
der  Uebereinanderlagerung  unzähliger,  in  den  verschiedensten  Richtungen  sich  kreuzender  und  für  /=0 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geführter  Wellensysteme.  Dass  man  diess  thun  dfirfe ,  beweist 
ja  eben,  wie  schon  gesagt,  die  Fourier'sche  Pormel.  Diejenige  krumme  Fläche  nun,  welche  alle 
diese  ebenen  Wellen  am  Ende  der  Zeit  t  berührt,  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  die  Einhüllende 
derselben  ist  die  Wellenfläche.  Auf  diese  Weise  aber  wird  ein  mechanisches  Problem  übertragen  auf 
den  Boden  der  Geometrie  und  die  nächste  Folge  davon  i^  der  Verlust  aller  mechanischen  ErrungeD 
Schäften.  Man  lernt  nämlich  nur  eben  die  Gleichung  der  Welleufläche  kennen.  Von  Schwingnngsrichtung 
(4l  und  Intensität  in  den  verschiedensten  Punkten  der  Wellenfläche  erfährt  man  aber  gar  Nichts  mehr  und 
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kann  ofienhar  80  lange  Nichts  erfahren,  als  man  den  geometrieehen  Weg  nicht  verläset  nnd  den  mecha- 
nisetaen  wieder  betritt. 

Es  kann  hier  zn  wiederholten  Malen  bemerkt  werden,  dass  die  Einseitigkeit  in  der  Richtung  der 
C an  chy*sohen  Analyse,  so  wie  überhaupt  die  Einseitigkeit  in  den  analytischen  Untersuchungen  vornehm- 
lieh im  Gebiete  derDifferentialgleichuBgen  kdneswegs  ein  Tadel,  sondern  vielmehr  ein  Lob  m.  Gauehy 
hat  sehr  wohl  daran  gethan,  zur  Bestimmung  der  Wellenfläche  den  sehr  eleganten  geometrischen  Weg 
einzuschlagen.  Die  Wissenschaft  darf  aber  dabei  nicht  stehen  bleiben,  sondern  sie  muss  mit  der  bereits 
ihrer  Gestalt  nach  ermittelten  Wellenfläche  zurfickkehren  zu  den  Differentialgleichungen  und  ihnen  die 
übrigen  Umstände  der  Bewegung  möglichst  stufenweise  und  Stuck  um  Stuck  abfragen,  mit  Klarheit  und 
Präcision  analytisch  ausgedruckt  sämmtliche  Fragen  stellend,  auf  dass  man  eben  so  klare  und  präcise 
Antworten  erhalte.  Wie  diess  beiläufig  zu  geschehen  habe  mit  deiyenigen  neuen  Hilfsmitteln  der  Aiialysis, 
die  das  vorliegende  Werk  bringt,  soll  in  den  einfachsten,  aber  auch  desshalb  vorwiegend  wichtigsten 
Beispielen  der  hier  angeführten  partiellen  Differentialgleichungen  auseinandergesetzt  werden.  Da  hier, 
wie  bereits  dargethan,  die  natürliche  Wellenlinie  ein  Kreis,  die  naturliche  Wellenfläche  aber  eine 
Kugel  ist,^  so  erleichtert  diess  die  Untersuchungen  insoferne,  als  man  zur  Ermittlung  der  Wellenfläche 
keinerlei  Nebenbetraehtungen  vonnöthen  hat  und  z.  B.  überzeugt  ist,  dass  den  Gleichungen  (3)  und  (4), 
die  die  Schwingungen  gespannter  Membranen  und  Platten  in  sich  enthalte,  noth wendig  Genüge  zu 
leisten  sein  muss  durch  solche  Werthe  der  abhängigen  Veränderlichen  £,  die  nur  t  und  eine  Coordi- 
nate  r  in  sich  enthalten,  welche  mit  den  orthogonalen  x  und  y  zusammenhängt  durch  die  Gleichung 
des  Kreises,  nämlich: 

X*  +  y'  =  r«  ( 

also  durch 

Ausdrficke,  welche  x  und  y  nur  insoferne  in  sich  begreifen,  als  solches  in  r  enthalten  ist.  Ist  diese 
Voraussetzung  richtig,  so  wird  man,  anstatt  der  Differentialquotienten  nach  x  utad  y  solche  nach  r 
einfahrend,  zu  n«nen  Differentialgleichungen  anstatt  der  (3)  und  (4)  gelangen  mfissen,  welche  von  x 
und  y  keine  Spur  mehr  enthalten,  sondern  nur  t  und  r  als  unabhängige  und  £  als  von  ihnen  abhan- 
gige Veränderliche.  Man  hat  aber: 


d'e 


dr       X 
dx       r 

dr       y 

dy       r 

- 

d£        X  ds. 
dx~  rdr* 

ds.       y  de. 
dy       r  dr 

iTf       x*  «T«      y*  de. 
dx*  ~  r*  dt*'^  r*  dr  ' 

dTi      y'd'e      x*  de 
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-  I2ap^»  d*e 
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womit  die  MögKchkeit  der  Fortpflanzung  kreisrunder  Wellen  in  einer  gespannten  Membrane  nnd  in  einer 
elastisehen  Platte  erwiesen  ist.  Die  Gesetze  der  Portpflanznng  dieser  Bewegungen  aber  mfiasen  dnreh 
Integration  dieser  beiden  Gleichungen  errungen  werden.  Sie  sind,  wie  schon  oben  bemerkt,  bereits 
versehen  mit  veränderlichen  GoeSicienten  und  wenigstens  die  zweite  von  ihnen  konnte  mit  den  ilteren 
Hilfsmitteln  der  Analysis  nicht  mehr  bewältiget  werden,  erheischt  mithin  die  Anwendung  unserer  neuen 
Integrationsmethoden. 

Aehnlich  und  nur  noch  etwas  verwickelter  ist  der  Sachverhalt,  wenn  man  Systeme  von  meh- 
reren Differentialgleichungen  mit  mehreren  abhängigen  Veränderlichen,  wie  z.  B.  das  System  (7) 
ins  Auge  fasst.  Willkürliche  Functionen  von  unzählig  vielen  GrundgrSssen  sind  hier  im  Stande,  die 
Gleichungen  zu  erfüllen:  Ebene,  eyliodrische,  Kugelwellen  vermögen  sich  fortzupflanzen  im  Räume  Je 
nach  ihren  eigenen  Gesetzen  und  die  Art  und  Weise  der  Uebertragung  aller  dieser  Bewegungssorten 
von  Theilchen  zu  Theilchen  im  Räume  ist  jedenfalls  ein  würdiger  Forschungsgegenstand;  allein  am  j 

meisten  muss  denn  doch  die  Fortpflanzung  der  Kugelwellen  interessiren  schon  darum,  weil  in  der  Natur  -) 

die  vorhandenen  Leuchtquellen  entweder  selbst  Kugelgestalt  oder  zum  mindesten  ziemlich  geringe  Ans-  ^ 

dehnung  haben,  demnach  entweder  in  aller  Strenge  oder  doch  mindestens  nahe  genug  Kugelwellei  Mä 

aussenden.  Es  ist  mithin  vor  allem  anderen  wichtig,  sich  nach  den  Portpflanznngsgesetzen  sphärischer  -r 

Wellen  zu  erkundigen,  nur  ist  es  hier  etwas  schwieriger,  die  diessfällige  Anfrage  an  die  DUTereatial-  — 

gleichungen  (7)  gehörig  analytisch  zu  formuliren,  weil  ja  die  in  Rede  stehende  sphärische  Wellenfläche  e 

verschiedene  Bewegungen  beherbergen  kann  mit  den  mannigfaltigsten  Componenten  £,  7,  ^.  Wir  haben  j 

nämlich  schon  in  der  Wellenebene  longitudinale  und  transversale  Schwingungen  kennen  gelernt  und 
wahrscheinlich  werden  sowohl  die  einen,  wie  die  anderen  in  der  Kugelwelle  stattfinden  können.  Diese 
Schwingungen  können  erstens  erfolgen  radial ,  d.  h.  senkrecht  auf  die  Oberfläche  der  Wellenkngel  und 
können  dann  etwa  auf  allen  Punkten  der  Wellenoberfläche  einerlei  absoluten  Werth  besitzen.  Die  Frage 
nach  der  Möglichkeit  solcher  Bewegungen  ist  eine  vollkommen  bestimmte,  und  lässt  sich  mit  Pridsion 
in  die  Sprache  der  Analysis  übertragen.  Zweitens ,  die  Undulationen  können  aber  auch  stattfinden  ia 
der  Wellenfiäche  selber  und  zwar  auf  unzählige  verschiedene  Weisen.  Die  Theile  können  z.  B.  schwin- 
gen geradlinig,  sie  können  aber  auch  geschlossene  Curven  beschreiben,  um  die  Position  ihres  Gleich- 


i 
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gewiehtes,  die  in  der  WellenflSehe  liegen.  Die  Frage  nach  solehea  transverBalea  Schwingangea  wäre 
demoaeh  noch  keine  bestimmte  Frage.  Man  wird  also  z.  B.  fragen  können,  ob  und  nach  welehen  Ge- 
setzen sich  eine  transversale  undnlatorische  Bewegung  fortzupflanzen  vermöge,  die  so  stattfindet,  als 
ob  die  schwingenden  Theilchen  an  die  sphärische  Flache  angeklebt  wären  and  als  ob  diese  sphärische 
Flache  selbst  in  sehr  kleinen  drehenden  Schwingungen  befongen  wäre  am  ihre  Rotationsaxe  so  zwar, 
dass  die  allerintensivsten  Bewegungen  am  Aequator  der  Kugelfläche  stattfinden,  und  dann  gegen  die 
Pole  zu  im  Verhältnibse  des  Halbmessers  des  ihnen  zugehörigen  Parallelkreises  abnehmen  wurden  bis 
zu  Null.  So  gestellt  an  die  Analysis ,  hat  die  Frage  ebenfalls  mathematische  Präcision  und  man  vermag 
sie  in  Rechnung  zu  setzen. 

Erledigen  wir  zuerst  den  Fall  der  longitudinalen  Schwingungen.  Nennen  wir  die  absolute  Ver- 
schiebung aus  der  Ruhelage  eines  beliebigen  Theilchens  9,  und  sehen  wir  dieses  9  als  gleich  an  in 
allen  Punkten  der  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschriebenen  Kugelfiäche,  somit  als  gleich  in 
allen  Punkten,  in  welchen 

X*  +  y*  +  »•  =  r«  (41) 

denselben  Werth  hat;  so  ist  9  eine  Function  der  zwei  Variablen  r  und  /,  die  mit  Ausnahme  des  in  r 
vorflndigen  kein  weiteres  x,  y,  z  mehr  in  sich  schliesst;  f ,  tf  und  2  aber  sind  die  drei  Projectionen 
des  9  auf  die  drei  Coordinatenaxen,  mithin  gegeben  durch  die  drei  Gleichungen: 

Fährt  man  diese  Werthe  in  die  Differentialgleichungen  (7)  ein,  alle  Differentialquotienten  nach  a?,  y,  « 
in  solche  nach  r  umsetzend,  so  muss  man  allerdings  drei  Differentialgleichungen  erhalten,  die  aber, 
nachdem  sie  eine  und  dieselbe  Function  9  bestimmen,  alle  drei  zusammenfallen  müssen  in  eine  einzige, 
die  keine  Spur  mehr  von  x,  y,  z  in  sich  enthalten  darf.  Man  hat  zum  Behufe  dieser  Substitution: 

dr        X        dr y        dr       % 

dx       r  *     dy       r  "     dz       r  * 


d£_x^df       »•+-«'        dv_y^df       a:*-h«»        da       z^  d^       x*  +  y* 
dx~f^dr'^        i^^~^'  dy~r^dr^        iP^~  ^'  dz~7*dr'^        r^~^ 

ds. di}        xy  d^       xy        dl       da        xz  df       xz        dtj       da       yz  df       yz 

dy       dx       r*  dr        r*  ^'  dz~  dx        r*  dr        r*  ^^  dz  ~  dy  ~  r*  dr       r* 
rf*£        ar*  d V        3ar(  y*  +  «•)  d<f»       3ar(jf '  4- »") 


0 


dar«       r»  rfr»    '  r'  dr  r* 

d'n^U'd'f       3yix'  +  z')df       ^yjx'  +  z') 
dy*       r»  dr'  "^  r*  dr  r* 

d'e       g*d>       Sz{x'+y')  d^  _  3g(x*  +  y*) 
dz'  "^  r»  dr'  "*"  r''  dr  r*  ^ 


9  (43) 


^  ^  =  ^±-  =  ^ ^  ^  y{-2x'  +  y'  +  z')  d^  _  y(- 2x' +  y' +  g') 

dx'       dxdy        r*    dr'  r"  dr  r^  ^  «  »»> 
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<te*       iteJs  "^   r»  rfr»  "*"  r*  rfr  i^^^  ^ 

«Tf  ^   <fiy    —  ^  !Ü?  I   ap(ap'  — 2y*  +  »*)  J9  ^  ag(g*— 2y*+g') 

££=rJ^       y'»^y       «(g*  — 2y'  +  g*)rf»       g(g'  — 2y*  +  g*) 
dy'       dyd» "  r»  dr»  "*"  r*  dr  r*  ^ 

d^        d*^        a»*  d'9       »(x*  +  y*  —  2«*)  df       x(x*  +  y*  —  2»*) 

(fy  ^   d'a   ^y'd'y       y(g*  +  y*  —  2»*)  d»       y(x*+y»  — 2«^ 
d»*       ifyd«        r»  dr«  ^  r^  dr  r*  ^ 

and  der  Erfolg  ist  der  vorherverkondete,  wie  auch  zu  erwarten  war,  nämlich  die  erhaltenen  drei 
Differentialgleichongen  in  ^  fallen  in  eine  einzige  znsammen,  in  der  keine  Spar  der  orthogonalen  Coor- 
dinaten  mehr  wahrzunehmen  ist,  nämlich: 


dr  Ldr'        r  dr        r^J 


Sie  hat  auch  veränderliche  Coefficienten  and  vermag  durch  zwei  willkärliche  Functionen  bestUnmter 
aus  r  und  /  zusanunengesetzter  Grundgrössen  integrirt  zu  werden ,  jedoch  ist  es  immer  weit  vorzu- 
ziehen, die  Integration  durch  einzelne  Genüge  leistende  Werlhe,  die  noch  eine  gewisse  Anzahl  Con- 
stanter  in  sich  enthalten,  zu  bewerkstelligen,  so  wie  bei  der  Integration  der  Differentialgleichungen 
gespannter  Saiten  und  dann  über  diese  Constanten  entsprechend  zu  verfugen.  Es  erscheinen  im  gegen- 
wärtigen Falle  um  drd  mehr,  denn  eben  so  gut,  wie  man  sich  r  gegeben  denken  kann  durch  die 
Gleichung  (41),  kann  man  auch  voraussetzen  : 

(45)  (X  -  ay  +  (y  -  ßy  +  («  -  y)'  =  r« 

und  der  Erfolg  würde  dieselbe  Differentialgleichung  in  9  sein.  Man  hat  also,  wie  gesagt,  um  die  drei 
willkürlichen  Constanten  a,  ß,  y  mehr  und  br/iucht  sie  auch,  um  das  Problem  der  Reflexion  der 
Wellen  zu  erledigen. 

Die  Fortpflanzungsgesetze  derjenigen  Kugelwellen,  bei  denen  die  Schwingungsrichtung  in  der 
Wellenfläche  selber  liegt,  hängen  ab  von  einer  anderen  Differentialgleichung,  die  man  aber  gewinnt 
auf  dieselbe  Weise;  und  lässt  man  der  Einfachheit  wegen  die  Axe  der  z  die  Rotatiensaxe  sdn,  um 
welche  die  Bewegungen  der  kleinsten  Theilchen  stattfinden;  so  hat  man  nicht  nur  (2  =  0,  sondern  es 
hängen  noch  überdiess  £  und  7)  durch  eine  gewisse  Relationsgleichung  zusammen,  zu  der  man  auf 
folgende  Weise  gelangt:  Man  bezeichne  die  absolute  Verschiebung  aus  der  Ruhelage  der  Theilchen,  die 
sich  am  Aequator  der  Kugelfläche  befinden,  mit  9 ;  so  steht  zu  dieser  grössten  Verschiebung  die  einem 
anderen  Parallelkreise  entsprechende  in  demselben  Verhältnisse,  wie  der  Radius  p  dieses  Parallelkreises 
zum  Kugelhalbmesser  r.  Zur  Bestimmung  von  r  und  p  hat  man: 

(46)  r»  =  X*  +-  y*  +  «•  ,    p*  =  r«  —  »'  =  x'  +  y* 
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■UhiB  181  diese  absolate  Venehiebmig: 

;  9  =  ^  (47) 

Ihre  Omiponenten  oder  ProjectioneD  auf  die  zwei  Coordinateoaxen  sind  f  und  i; ,  und  denkt  man  sieh 
die  Bew^vng  in  einem  Sinne  stattfindend,  dass  dadnrch  die  Coordinate  y  des  so  l)ewegten  Punktes 
yeifr6s8ert  wird ,  mithin  rj  positi?  ansfSlIt ,  so  wird  zn  gleicher  Zeit  die  Coordinate  x  yerkleinert, 
mithin  ist  £  negativ  nnd  man  äberzengt  sich  dnrch  eine  sehr  einfache  Zeichnung,  die  sich  der  Leser 
seihst  Torlegen  mag,  dass: 

£  =  «?i^  =  _^9,,;=^i^=^^,2  =  0  (48) 

^i.  Behufs  der  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Differentialgleichungen  hat  man: 

dr^^x        dr^y        dr^z 
dx       r  *     dy       r  *     dz       r 

4U  dri xy  rdf       i     i    dd y*  df       x*  + «' 

4tx  dy  r*  Idr       r^jdy  r*  dr  r*       ^ 

yz  idf        1       ^    dt)  a:'  d<p       y*  +  »'        dti xz  rd^        1     i 

dx^  dxdy  r»   dr^^  r^^  ^  \dr       r  ^J 

4Pn  X*  d^f       3a:     ,        ,,  idy       1     I 

^v  d^d         art/'  d*f       ar  ,  ,  ,        ^^  fdf       1     i 

dy*  dxdy        r*   dr' ^  r' ^  ^  -r     ^  [  j^       ^  yj 

rf*£  d'i;  xyz  d*(f>       3xyz  rd^ 


4l£ 

dz 
d*^ 


>       3xy«  ra^        1     i 
;^'*"~7*~ld7~  r^J 


^ards^  dydz  r*    dr' 

ufid  die   zwei  ersten  der  Differentialgleichungen  (7)  verwandeln  sieh  vermöge  dieser  Werthe  in   eine 
«inzige  in  9,  während  die  dritte  identisch  erfüllt  ist.  Diese  einzige  ist: 

dV  ,  idV    ,2  dif»        2 


^  =  «.|^  +  il^_%l  (50) 

dr  idr*       r  dr       r*'}  ''    ^ 


and  besitzt  so  wie  alle  äbrigen  gleichfalls  variable  Coefficienten.  Ihr  Integral  verstattet  die  Einfihraig 
ron  Doch  mehr  willkürlichen  Constanten  und  zwar  von  deren  fünf,  weil  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel-. 
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welle  aach  ausserhalb  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  nach  dem  Orte  a,  ß^  y  hätte  versetMB 
können  und  zugleich  die  Rotationsaxe  beliebig  gegen  die  Coordinatenaxen  neigen,  ohne  dass  daraas  eine 
Veränderung  der  Form  der  letzterhaltenen  Differentialgleiehung  hervorgegangen  wäre.  Diese  fünf  Con- 
stanten dienen  zu  dem  doppelten  Zwecke :  erstens  jede  beliebige  gerad-  oder  krummlinige  Schwingongs- 
weise  und  Intensität  der  Theilchen  an  einem  bestimmten  Orte  z.  B.  denyenigen,  von  welchem  die  Sehwin* 
gungen  ausgeben«  zu  erzeugen  und  zweitens  die  Gesetze  der  Reflexion  solcher  Wellen  kennen  zu  lernen. 

Diese  Betrachtungen  berechtigen  zu  folgenden  Schlüssen:  Erstens:  Die  Differentialgleichua- 
gen  die  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik  und  Physik  und  namentlich  der  Undulationstheorie  erscheinen, 
sind  zwar  beinahe  durchgehends  partielle  mit  constanten  Coefficienten ,  so  lange  man  den  allereinfach- 
sten  und  hypothetischen  Fall  voraussetzt,  der  in  der  Natur  nirgends  stattfindet,  dass  nämlich  das  im 
Schwingungszustande  begriffene  System  materieller  Punkte  ein  lineares  oder  ebenes  sei  mit  gleicher 
Anordnung  und  Dichte  in  allen  Theilen.  Sie  gehen  aber  allsogleich  in  andere  mit  variablen  Coefficienten 
Aber,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  zu  sein  aufhören.  Zweitens:  Die  fernere  Discussion  dieser 
Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten  bleibt  nur  so  lange  eine  mit  den  älteren  Hilfsmitteln  der 
Analysis  durchfährbare,  als  man  nur  die  Schwingungsgesetze  haben  will  für  einen  hypothetischen 
Fall,  der  wieder  nirgends  in  der  Natur  anzutreffen  ist,  als  man  nämlich  unendlich  viele  gerade  oder 
ebene  Wellen  zum  Gegenstande  seiner  Betrachtungen  maeht.  Fragt  man  aber,  um  die  Ausspruche  der 
Theorie  gegen  jene  des  Experimentes  zu  halten,  nach  demjenigen,  was  stattfindet  an  i^end  einer 
krummen  Linie  oder  krummen  Fläche,  so  besteht  die  Antwort  zunächst  wieder  in  Differentialgleichun- 
gen mit  veränderlichen  Coefficienten  und  zwar  gelangt  man  sehr  oft  nur  zu  einer  einzigen  solchen  zwi- 
schen nur  zwei  Veränderlichen,  einer  unabhängigen  und  einer  abhängigen  nämlich:  Brstere  ist  die 
Zeit  oder  eine  Coordinate,  Letztere  eine  lineare  Bewegungsgrösse  oder  Temperatur.  An  der  einen  Seite 
des  Gleichheitszeichens  hat  man  dann  einen  isolirten  zweiten  oder  ersten  Differentialquotienten  nach  der 
Zeit  l;  an  der  anderen  Seite  vermögen  verschiedene  Differentialquotienten  nach  der  Cooi*dinate  zu  ersehe- 
nen. Nach  ihnen  trägt  die  Differentialgleichung  gewöhnlich  eine  gerade  Ordnungszahl :2,4,  6 

und  solche  sind  es,  deren  schickliche  Behandlung  der  Gegenstand  unserer  Bestrebungen  ist 

Es  handelt  sich  also  gegenwärtig  nicht  darum,  eine  Theorie  aufzustellen  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen mit  veränderlichen  Coefficienten  überhaupt.  Eine  solche  nämlich  wfirde  ihre  eigene 
Formenlehre,  ihre  eigenen  Transforroationsmethoden  u.  s.  w.  in  Anspruch  nehmen  und  wäre  von  einem 
Werke  über  Differentialgleichungen  nicht  ein  Abschnitt,  sondern  ein  selbsständiges  Werk  für  sidi, 
welches  an  Umfang  das  vorliegende  leicht  überbieten  könnte.  Es  liegt  vielmehr  nur  in  unserer  Ab- 
sicht, der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  auf  dem  Felde  der  mathematischen  Physik  einen 
passenden  Tummelplatz  zu  verschaffen  und  auch  hier  sollen  es  nicht  alle  möglichen  Behandlungsweisen 
partieller  Differentialgleichungen  sein ,  die  wir  zu  unseren  Zwecken  auszubilden  gedenken ,  sondern 
hauptsächlich  nur  eine  einzige  und  zwar  diejenige,  die  durch  ihr  besonnenes  und  stufenweises  Fort- 
sehreiten nie  zu  viel  auf  einmal  fragend,  dem  Geiste  nach  am  meisten  den  Methoden  dieses  Werkes 
verwandt  ist. 
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Urspronglich  sehon  von  d'A  1  e  m  b  e  r  t  in  der  Theorie  der  Scbwingongen  gespannter  Saiten 
in  Anwendung  gesetzt,  später  von  Poisson  bei  den  Sebwingungen  elastiseber  Stabe  weiter  fortge- 
bildet, ist  sie  diejenige,  die  dem  matbematisehen  Naturforscher  die  meiste  Ausbeute  verspricht,  und  es 
ist  uns  gelungen,  sie  allgemein  bei  denjenigen  Differentialgleichungen  mit  veränderlichen  GoeflScienten, 
welche  auf  dem  Felde  der  Physik  erscheinen  können,  für  alle  Fälle  brauchbar  zu  gestalten.  Ihr  ist 
mithin  im  Wesentlichen  dieser  letzte  Abschnitt  des  Werkes  gewidmet 

Trotz  ihres  sehr  ausgedehnten  Wirkungskreises  und  ihrer  übrigen  Vorzäge  reicht  aber  doch 
diese  Methode  nicht  hin,  um  alle  Sorten  mechanischer  Probleme,  die  in  letzter  Instanz  zu  einer  einzigen 
linearen  Partialgleichung  fuhren,  zu  bewältigen.  Vorzugsweise  für  lineare  Systeme  herangebildet,  be- 
darf sie  nämlich  nicht  nur  sehr  bedeutender  Modificationen  in  den  Fällen,  wo  das  in  den  Bewegungs- 
zustand versetzte  materielle  System  zwei  oder  auch  drei  Dimensionen  im  Räume  hat,  sondern  sie  muss 
sogar  von  vorhinein  aufgegeben  werden  in  allen  Fällen,  wo  sich  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  des 
Systemes  nicht  durch  lineare  Gleichungen  ausdrücken  lassen,  oder  wo  diess  zwar  möglich  ist,  jedoch 
erst  nach  erfolgter  Integration  der  Hauptgleichung  bewerkstelligt  werden  kann,  wie  z.  B.  im  folgenden 
Falle:  Eine  schwingende  Saite  ist  zusammengesetzt  aus  zwei  heterogenen  Stucken  von  ungleicher  Masse 
ffi  und  M  der  Längeneinheit.  Das  eine  Stück  von  der  Masse  ni  reicht  von  or  =  —  oo  bis  x  =  0, 
das  andere  von  der  Masse  M  ist  von  x  =  0  bis  x  =  +  oo  ausgedehnt;  man  soll  die  Gesetze  der 
Wellenbewegung  in  einer  solchen  Saite  angeben.  Betrachtet  man  hier  die  Masse  p,  der  Längeneinheit 
als  eine  Function  von  x,  so  ist  diess  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  vorkommende  p, 
unstetig  und  kann  nur  durch  besondere  analytische  Hilfsmittel,  wie  die  Exponentielle  dritter  Classe 
Libri*s  wiedergegeben  werden,  etwa  wie  folgt: 

fx  =  m  +  {M  —  m)  (f^ 

Ich  habe  in  einer  Abhandlung  in  den  Denkschriften  der  kaiserl.  Akademie  über  die  Schwin- 
gungen solcher  gespannter  Saiten  gezeigt,  dass  sich  derlei  Gleichungen  mit  unstetigen  Coefficienten 
sehr  gut  der  Integration  unterwerfen  lassen.  Ich  setze  hinzu ,  dass  sich  mit  Hilfe  dieser  unstetigen 
Functionen  und  durch  Intention  von  Differentialgleichungen,  deren  Coefficienten  aus  solchen  zusam- 
mengesetzt sind,  das  Problem  der  Reflexion  der  Bewegungen  auf  eine  grundlichere  und  vollständigere 
Weise  erledigen  lasse,  als  diess  bisher  geschah,  und  so  begegnen  wir  wieder  einer  neuen  Art  des 
Vorkommens  veränderlicher  Coefficienten  in  den  Differentialgleichungen,  die  auf  dem  Gebiete  der  mathe- 
matisohen  Wissenschaftsforschung  nicht  unerheblichen  Nutzen  zu  bringen  verspricht. 

Der  unstetigen  Functionsformen  von  der  Art  der  Exponentiellen  Libri*s  besitzt  aber  die 
Analysis  bereits  einen  grösseren  Vorrath.  Ich  rechne  hiezu  die  Fourier*scbe  Formel,  das  trigonome- 
trische Integral,  von  welchem  Lejeune-Dirichlet  bei  der  Attraction  der  Sphäroide  einen  sehr 
eleganten  Gebrauch  gemacht  hat  und  andere  mehr.  Alle  gestatten  bei  der  Integration  der  Differential- 
gleichungen mannigfache  nutzliche  Verwendung.  Sie  erscheinen  bald  ursprunglich  in  der  Differential- 
{^eichung  selbst,  bald  erst  später  im  Integrale  und  es  ist  gewiss  von  Wichtigkeit,  das,  was  über  ihre 
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Verwendong8weise  bisher  herausgebracht  wordeo,  äbersichtlich  geordnet  zusammenzustelleo,  denn  diese 
Functionen  gehen  offenbar  schon  aus  dem  Grunde  einer  höheren  Bedeutung  in  der  Wissenschaft  entge- 
gen, weil  sie  viel  fifter  Repräsentation  in  der  Natur  finden,  als  die  bisher  in  der  Mathematik  beinahe 
allgemein  und  ausschliesslich  im  Gebrauche  stehenden  algebraischen  und  damit  verwandten  stetigen 
Functionen. 

Die  Wege  sind  also  sehr  mannigfaltig,  auf  welchen  man  zu  linearen  Differentialgleichung^ 
mit  veränderlichen,  stetigen  oder  unstetigen  Functionen  geführt  wird;  da  aber  die  Integration  derselben 
keineswegs  ein  Schwelgen  sein  soll  in  nutzlosen  Formen,  die  die  Eigenschaft  besitzen.  Genfige  zn  leiste, 
sondern  ein  klares  Darlegen  eines  gewissen  Vorganges  in  verstandlicher  analytischer  Sprache ,  mithin 
einem  jeden  speciellen  Falle  gehörig  angepasst  werden  muss;  so  ist  wohl  nichts  geeigneter,  den  Nutzen 
der  in  diesem  Werke  entwickelten  Inlegrationsmethoden  auf  das  Klarste  darzulegen,  als  eine  Sanunlung 
gewählter  Beispiele.  Der  analytische  Character,  den  ich  diesem  Werke  zu  wahren  wünsche,  lässt  es  ^ 

jedoch  nicht  zu,  demselben  mehr  Beispiele  einzuverleiben,  als  die  allereinfaehsten  und  nothwendigsten.  Ich  mi 

bin  daher  gesonnen,  eine  solche  Beispielsammlung  in  anderer  Weise  der  Veröffentlichung,  nSnüich  in  mi 
den  Schriften  der  Akademie  nachfolgen  zu  lassen,  und  betrachte  die  Schwingungen  solcher  gespannter  -si 
Saiten,  die  aus  heterogenen  Theilen  zusammengesetzt  sind,  als  die  erste  dieser  kleinen  Abhandlungen;  ^\ 
dieser  letzte  Abschnitt  hingegen  möge  der  allgemeinen  Auseinandersetzung  der  zu  ahnlichen  Integ^-  — 
tionszwecken  vorzuglich  brauchbaren  Methoden  gewidmet  sein. 

AoffiDdoDg  Geofige  leistender  Werthe  bei  einer  lioeareD  PartialgleichoDg  nod  BehenigoBg  der      ^* 
BedingoRgeD  an  den  Grenzen  eines  linearen  Systemes  materieller  Punkte. 

Nach  den  im  vorhergehenden  Paragraphe  gewonnenen  Ergebnissen  ist  die  grosse  Mehrzahl  '^ 

derjenigen  Probleme,  die  zu  linearen  Partialgleichungen  fuhren,  der  Undulationslehre  angehörig,  und  f^ 

man  verfolgt  den  Zweck,  die  schwingenden  Bewegungen  fester  oder  flussiger  elastischer  Körper  oder  ^^* 

auch  tropfbar  flussiger  Massen  kennen  zu  lernen.  Solche  materielle  Systeme  sind  entweder  linear  mit  ^^ 

nur  einer  einzigen  Ausdehnung  im  Räume  oder  gestatten  mindestens  die  Zuruckführung  auf  ein  solches  ^ 

lineares  System  in  dem  Sinne,  dass,  wenn  man  die  Bewegungen  aller  in  eine  gewisse  gerade  oder  '^■ 

krumme  Linie  fallenden  Punkte  kennt,  auch  die  der  äbrigen  daraus  abgeleitet  werden  können,  ohne  dass  ^ 

man  zu  diesem  Zwecke  die  Integration  einer  weiteren  Differentialgleichung  vorzunehmen  hat  Solche  ^ 

Probleme  sind  die  der  Schwingungen  gespannter  Saiten  oder  aufgehängter  Ketten,  elastischer  Stabe  ^ 

u.  s.  w.   Sie  fuhren,  wie  gesagt,  zu  einer  einzigen  Differentialgleichung  zwischen  zwei  unabhängigen  ^ 
Veränderlichen,  von  welchen  die  eine  eine  Coordinate  ist,  die  wir  im  Folgenden  mit  x  bezeichnen  wer- 
den, die  andere  die  Zeit  /  und  einer  abhängigen  Veränderlichen,  die  y  heissen  soll  und  die  Bedeutung 
hat,  einer  sehr  kleinen  mit  x  und  /  veränderlichen  Verschiebung  des  materiellen  Theileheos  aus  der 


/ 
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Ruhelage.  Einer  solchen  Diflerentialgleichnng  kommt  stets  eine  nnd  dieselbe  Form  zn,  wie  die  eben  im 
vorigen  Paragraphe  angefahrten  Beispiele  znr  Genfige  lehren.  Man  hat  nämlich  von  der  einen  Seite  den 
zweiten  Differentialqnotienten  der  Verschiebung  y  nach  der  Zeit  t  genommen  als  Ansdrnck  der  die 
schwingende  Bewegung  zu  erzeugen  fähigen  Kraft,  die  selbstverständlich  in  der  Bewegungsgleichung 
vorbanden  sein  muss.  Auf  der  anderen  Seite  befinden  sich  nur  Differentialqnotienten  nach  x  und  es  ist 
nach  diesen  die  Gleichung  gewohnlich  von  gerader  Ordnung,  d.  h.  es  liegt  bei  einem  linearen  mate- 
riellen Systeme  stets  eine  Partialgleichung  vor,  die  aassieht,  wie  folgt: 

^•»  dx^  +  ^'"-^  rf^?^  +  ^^'  dx^^'^~  dr  ^**^ 

Aber  auch  bei  materiellen  Systemen  von  zwei  oder  drei  Dimensionen  im  Räume  erscheinen  gewöhnlich 
Differentialgleichungen  von  dieser  Gestalt,  wenn  auch  nicht  ursprfinglich  und  unmittelbar,  doch  wenig- 
stens in  Folge  einer  analytisch  durchgeführten  specielleren  Voruntersuchung,  die  nach  der  Wellenlinie 
oder  Wellenfläche  fragt.  Gewöhnlich  geht  man  nämlich  von  mehreren  Differentialgleichungen  mit  meh- 
reren abhängigen  und  auch  mehr  als  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  aus  und  eben  durch  diese  Vor- 
ontersuchung  reduzirt  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  auf  Eine  und  die  Anzahl  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen auf  zwei,  von  denen  wieder  die  eine  eine  Coordinate,  die  andere  die  Zeit  ist.  Man  gelangt 
also  wieder  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  der  (51),  wie  diess  in  einigen  Beispielen  im  vorigen 
Paragraphe  gezeigt  worden  ist;  es  erscheint  mithin  von  Wichtigkeit,  dieser  Form  (51)  erhöhte  Auf- 
merksamkeit zuzuwenden  und  für  dieselbe  eine  eigene  Methode  der  Integration  sowohl,  wie  auch  der 
ferneren  Behandlung  des  errungenen  Integrales  gemäss  den  verschiedenen  Fällen ,  die  vorkommen  kön- 
nen, festzustellen. 

Auch  bei  den  Problemen  der  Wärmelehre  gelangt  man  zu  ähnlichen  Differentialgleichungen, 
wie  die  (51),  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  y  keine  Verschiebung  aus  der  Ruhelage,  sondern  eine 
Temperatur  bedeutet,  und  dass  nicht  der  zweite  Differentialquotient  dieses  y  nach  f,  sondern  der  erste 
auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  zu  stehen  kommt.  Dieser  geringfügige  Unterschied  nöthigt 
nur  zu  ganz  unbedeutenden  Aenderungen  in  der  Methode. 

Es  ist  nicht  zu  bestreiten  und  die  Zeit  scheint  nicht  mehr  ferne  zu  sein,  wo  die  Undulations- 
lebre  sowohl,  wie  auch  die  Theorie  der  Wärme  sehr  wesentliche  und  durchgreifende  Veränderungen 
erfahren  wird.  Ganz  andere  Differentialgleichungen,  verschieden  sowohl  der  Anzahl,  als  der  Form 
naeh,  werden  davon  die  Folge  sein.  Die  Form  (51)  wird  aber  doch  dabei  von  ihrer  Bedeutung  nichts 
verlieren  und  man  wird  auch  künftighin  am  Ende  zu  einer  einzigen  Gleichung  von  dieser  Gestalt  ge- 
langen, und  das  Integrationsgeschäft  wird  eben  bei  derselben  beginnen.  In  der  That,  es  ist  sehr  wohl 
KBöglich,  dass  man  künftighin  die  Körper  nicht  mehr  betrachten  wird  als  Systeme  von  materiellen  Punkten 
vmi  einerlei  Art,  einerlei  Kräften  und  einerlei  Wirkungsweise  auf  einander,  sondern  als  Inbegriffe  von 
mehreren  solchen  materiellen  Systemen,  die  sich  gegenseitig  durchdringen.  Sind  solcher  Systeme  r  an 
der  Zahl,  so  werden  sich  nicht  mehr,  wie  anjetzt  in  der  Undulationslehre  höchstens  drei  Gleichungen 
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ergeben  mit  drei  Compouenten  £,  17,  (2  der  Verschiebiuig  eioes  Theilchens,  als  abhäDgigen  Veränder- 
lichen, sondern  vielmehr  3r  Gleichungen  mit  einer  gleichen  Anzahl  abhängiger  Variabein.  Die  Anzahl 
der  unabhängigen  Veränderlichen  wird  aber  nach  wie  vor  nur  höchstens  vier  bleiben,  nämlich  drei 
Coordinaten  x^  y,  %  uni  die  Zeit  /  und  eine  ähnliche,  specielle  Voruntersuchung  wird  hinreichen,  um 
die  Reduction  aller  dieser  3r  Gleichungen  auf  eine  oder  mehrere  von  der  Form  (51)  zu  bewerk- 
stelligen. Aehnliches  ist  vermuthlich  von  den  Problemen  der  Wärmelehre  in  ihrer  zukunftigen  Gestalt 
zu  erwarten,  und  sollte  es  in  späteren  Zeiten  den  Bearbeitern  der  mathematischen  Physik  passend  er- 
scheinen, die  kleinsten  Körperrheilchen  nicht  wie  materielle  Punkte  zu  behandeln  ohne  Ausdehnung, 
sondern  ihnen  bereits  Gestalt  zu  verleihen  und  Ausdehnung  im  Räume  und  hiemit  verschiedene  Wirkung 
nach  verschiedenen  Seiten,  so  werden  zu  den  3r  Gleichungen  der  progressiven  Bewegung  noch  3r 
andere  hinzutreten,  welche  die  3r  Compouenten  der  drehenden  Bewegung  der  einzelnen  MassentheileheuL 
als  abhängige  Veränderliche  in  sich  schliessen  werden  und  man  wird  immer,  rationell  vorgehend,  auci^ 
die  Reduction  dieser  letzteren  auf  eine  oder  mehrere  der  Form  (51)  ungehörige  bewerkstelligen  könneo* 

Aber  auch  diese  partielle  Differentialgleichung  wird  sich  in  allen  Fällen,  sei  es,  dass  sie  von 
einem  linearen  materiellen  Systeme  spricht,  oder  auch  von  einem  anderen  mit  zwei  oder  drei  Dimensionen 
auf  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zurückfuhren  lassen  mit  nur  zwei  Variablen,  einer  abhän- 
gigen und  einer  unabhängigen  nämlich,  indem  man  sie  von  der  Zeit  /  befreit  durch  die  analytische  Frage 
nach  einem  Schwingungszustand  und  indem  man  y  voraussetzt  als  ein  Produkt  aus  nur  zwei  Factoren, 
von  welchen  der  erste  eine  reine  Function  von  x  ohne  /,  der  andere  aber  eine  reine  Function  von  / 
ist  und  zwar  namentlich  eine  periodische,  etwa  Siti  at  oder  Co9  aL  Der  nur  x  enthaltende  Factor 
wird  dann  abhängig  von  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung,  die  constante  Coefficienten  hat,  weoD 

Xq,  X^,  X,,  X,„  constante  Grössen  wären,  hingegen  mit  veränderlichen  Coefficienten  versehen 

ist,  wenn  dieselben  X«,  X^,  X,,  X,„  auch  die  Veränderliche  x  enthalten.  Die  Variable  /  ist 

in  ihnen  nicht  enthalten,  es  sei  denn,  man  nehme  an,  dass  die  Beschaffenheit  des  materiellen  System«, 
die  Urkräfte  der  Materie  einer  Veränderung  in  der  Zeit  unterworfen  wären. 

Man  bewirkt  also  die  Verwandlung  der  partiellen  Differentialgleichung  in  eine  gewöhnliehe 
durch  eine  der  beiden  Substitutionen: 

(68)  y  =  V  ^^*  ^'  •    y  =  V  ^^  ^' 

Sie  fahren  beide  zu  einerlei  Resultat,  nämlich: 

eine  Gleichung,  die  nun  der  Integration  zu  unterwerfen  ist  mit  Hilfe  irgend  einer  der  entweder  in 
diesem  Werke  auseinandergesetzten  oder  auch  einer  anderen  älteren  Methode.  Mit  der  Integration  allein, 
d.  h.  der  Auffindung  Genüge  leistender  Werthe,  die  2r  an  der  Zahl  und  von  einander  verschieden  sind, 
ist  aber  noch  nicht  Alles  gethan ,  sondern  man  rouss  das  Integral  noch  dazu  zwingen ,  gewisse  Bedin- 
gungen zu  erfüllen,  die  theils  bestimmte  Punkte  des  Systemes,  z.  B.  die  Grenzpunkte  desselben  ange- 
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hen,  theils  die  Art  der  anfänglicheii  Erregung  formuliren.  Hier  geht  die  weitere  Behandlung  des  Schwin- 
gungsproblemes  in  mehrere  verschiedene  Zweige  auseinander  und  wird  eine  andere  bei  linearen  Syste- 
men und  wieder  in  der  R^el  eine  andere  bei  einer  solchen  mit  zwei  oder  drei  Ausdehnungen  im 
Räume.  Sie  wird  ferner  eine  andere  je  nach  der  Form  des  analytischen  Ausdruckes  der  zu  erfüllen- 
den Bedinpngen. 

Um  diess  durch  ein  einfaches  Beispiel  zu  erläutern«  fuhren  wir  an,  dass  die  Schwingungs- 
gesetze einer  elastischen  Feder  von  constantem  Querschnitt  durch  die  Gleichung: 

da-*        dt'  ^^^ 

gegeben  sind,  so  dass  man  noch  uberdem  verlangt,  dass  das  gefundene  Integral  die  Bedingungen  vom 
Anfangs-  und  Endpunkte  der  Feder,  denen  beziehungsweise  die  Coordinaten  a?  =  0,  x  =  a  entspre- 
chen, erfülle.  Findet  sich  nun  diese  Feder  an  einem  ihrer  Grenzpunkte  eingeklemmt,  so  hat  man  offen- 
bar für  denselben : 

ist  sie  es  an  beiden ,  so  gelten  die  eben  aufgestellten  zwei  Grenzgleichungen  sowohl  für  a?  =  0 ,  als 
auch  t&v  X  =  a  und  zwar  für  jedes  beliebige  /.  Ist  die  Feder  an  einem  Endpunkte  frei,  so  ist  für 
den  demselben  entsprechenden  Werth  von  x  Druck  und  Spannung  der  Nulle  gleich,  oder  in  analyti- 
scher Sprache: 

d'y  d*y 

Man  verlangt  aber  auch  ferner  noch,  dass  das  gefundene  Integral  den  Anfangszustand  wiedergebe,  in- 
dem man  sich  eine  gewisse  Erregungsweise  der  Schwingungen  denkt,  was  grosstentheils  darauf 
hinausgeht ,  für  den  Zeitmoment  t  =  0  Verschiebung  aus  der  Ruhelage  und  Geschwindigkeit  der  ein- 
zelnen materiellen  Theilchen  als  gegebene  Functionen  von  x  anzunehmen,  etwa: 

Es  geht  hieraus  unmittelbar  hervor,  dass  es  gar  nicht  einmal  genügend  sei,  Werthe  von  y 
aufgefunden  zu  haben,  welche  die  Differentialgleichung  erfüllen;  solcher  Werthe  gibt  es  in  der  That 
viele  und  sie  gehören  mehreren  Sorten  an:  es  gibt  nämlich  Integrale,  versehen  mit  einer  Anzahl  will- 
kürlicher  Constanten.  Man  überzeugt  sich  namentlich  in  dem  angeführten  Beispiele  ohne  Mühe,  dass 
jeder  Ausdruck  von  der  Form: 

P  +  Qt. 
wo  P  und  Q  Functionen  von  drei  Dimensionen  nach  x^  also  Polynome  wie: 

Ax'  +  Bx*  +  Cx  +  D 
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sind,  eio  solches  Integral  repräsentire;  man  sieht  aber  auch  eben  so  leicht  ein,  dass  derselbe  nicht 
die  AnflSsnng  des  vorgelegten  Schwingungsproblemes  geben  könne.  Man  ist  daher  genothigt,  sich  an 
Integrale  anderer  Art  zu  wenden,  diejenigen  nämlich,  die  willkärliche  Functionen  enthalten,  und  dem- 
gemass  nicht  nur  der  Differentialgleichung  genügen,  sondern  auch  die  Grundbedingungen  der  Aufgabe  er- 
füllen können.  Das  zu  lösende  Problem  erseheint  uns  daher  in  folgender  Gestalt: 

Es  ist  eine  Function  von  x  und  t  au&uflnden,  welche  die  Eigenschaft  hat,  anstatt  y  gesetzt, 
die  Differentialgleichung  (51)  identisch  zu  machen  und  noch  uberdiess  fSr  x  =  0  den  Gleichungen: 

(Ö8)  L,  =  0,  L,  =  0 I^n  =  0 

für  X  =  a  aber  den  anderen : 

(69)  M,  =  0,  Jf,  =  0,  ^...  ilf„  =  0 

Genüge  zu  leisten,  was  auch  t  bedeuten  mag.  Sämmtliche  h  und  M  sind  lineare  Functionen  von  v,  .^. 
dy  d'^'-'y 

- T"T^»  *^^  '^^^'^  ^^"  y  ^^^  seinen  Ableitungen  freies  Glied  enthalten.  Es  soll  femer  ffir  ^=0:.^ 

(W)  y  =  fix)  ,    -f-  =  fXx) 

sein. 

Diess  wäre  die  gewöhnliche  Fassung  des  Schwingungsproblemes  bei  linearen  materiellen  Syste 

men,  mitunter  jedoch  stellt  sich  die  Frage  etwas  anders.   Man  kennt  nämlich  die  Bedingungen  an  den^B 
Grenzen  gar  nicht,  wenigstens  nicht  in  der  Form,  in  welcher  sie  gewöhnlich  durch  Grenzgleichnngen^K 
gegeben,  gedacht  werden.   Man  weiss  nämlich  z.  B.  nur,  dass  das   materielle  System  dasselbe  bleibest 
von  x  =  0  bis  x  =  a;  über  diese  Grenze  hinaus  aber  geht  es  in  ein  anderes  über  z.  B.  die  schwingendem 
Saite  oder  Feder  ist  zusammengesetzt  aus  mehreren  Stucken  von  ungleicher  Dicke  und  Elasticitat  Einens 
jeden  der  Bestandtheile  entspricht  eine  andere  Differentialgleichung,  wenn  auch  nicht  der  Form,  doch 
mindestens  den  Coefficientenwerthen  nach  und  der  Vorgang  an  den  Grenzpunkten  x  =  0  und  x  =  a 
ist  nicht  bekannt,  sondern  ist  erst  zu  bestimmen.  Es  kann  jedoch  das  eine  sowohl,  wie  auch  das  an- 
dere zu  gleicher  Zeit  stattfinden  und  die  Analysis  besitzt  Mittel,  ein  solches  Schwingungsproblem,  io 
welcher  Fassung  es  auch  immer  gegeben  sein  mag,  zu  erledigen.  Wir  wollen  dasselbe  zuvörderst  in 
der  Obenangefährten  Form  zu  erledigen  suchen,  fragen  also,  wie  schon  oben  bemerkt,  zuerst  nach  der 
Möglichkeit  eines  periodischen  Schwingungszustandes,  der  durch  die  Formel: 

y  =  rj  Cos  at^  oder  y  =  tf  Sin  at 

dargestellt  wird  und  erhalten  durch  jede  beliebige  dieser  beiden  Substitutionen  eine  und  dieselbe  Glei- 
chung in  7)^  die  nicht  mehr  eine  partielle,  sondern  eine  ganz  gewöhnliche  lineare  ist,  nämlich: 

oder,  nach  einer  früher  uft  gebrauchten  Bezeichnungsweise: 
(«1)  ^^nn"""'  +  -X.»-.'7  •"-'•  +   +  ^.»7'  +  X^rj  -  -  a^rj. 
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Wir  sehliessen  hieraus,  dass  (fir  solche  i;,  die  dieser  Gleichung  genügen,  nicht  nur  jeder  beliebige 
der  zwei  Ausdrucke  (52),  sondern  auch  die  Summe  dieser  mit  willkürlichen  Constanten  multiplizirten 
beiden  als  particuläres  Integral  der  vorgelegten  Partialgleichung  betrachtet  werden  könne  und  diess  zwar 
für  beliebige  Werthe  von  o.  Wir  haben  also: 

y  =  rf  {Ä  Cos  at  +  «  Sin  at).  QU) 

Der  aus  der  Gleichung  (6f)  gezogene  Werth  von  t/  erscheint  aber  bekanntlich  als  eine 
Sunmie  von  Integralen: 

V  =  öi^t  +  ö.^.  +  +  ö.«7.n  =  y.  (68) 

Man  wird  daher  in  (62)  tf  durch  Y  ersetzen  können,  ja  noch  mehr,  es  wird  gestattet  sein,  dem  a 
andere  und  andere  beliebig  und,  wenn  man  will,  auch  unendlich  viele  Werthe  beizulegen  und  in  Ver- 
bindung damit  auch  die  Constanten  6^,  6,, 6r,„,  A,  IC  anders  und  anders  zu  wählen,  wodurch 

auch  y  der  Reihe  nach  verschiedene  Werthe  bekommt,  und  endlich  alle  auf  diese  Weise  hervorgehen- 
den Werthe  zu  summiren  und  die  Summ^  anstatt  y  zu  setzen,  so  dass  man  hat: 

y  =  S  Iy(A  Co9  at  +  ^  Sin  at)\  (64) 

und  es  handelt  sieh  jetzt  nur  noch  darum,  den  in  diesem  Integrale  vorhandenen  willkürlichen  Constanten: 

öl,  ö,,  G,„,  -4,  Ä,  a 

solche  Werthe  beizulegen,  dass  Erstens:  die  Bedingungen  an  den  Grenzen,  und  Zweitens:  die  fär  /  =  0 
erffillt  werden.  Da  den  ersten  für  beliebige  t  Genüge  zu  leisten  ist,  so  verfährt  man  am  besten,  wenn 
■lan  ein  jedes  Glied  von  jf«  d.  h.  nicht  bloss  das 

Y(Ä  Cos  oU  +  ^  Sin  at),  («5) 

sondern  auch  jeden  seiner  aggregativen  Bestandtheile: 

YA  Cos  at  ,     Y*  Sin  at  (86) 

die  Bedingungen  an  den  Grenzen  zu  erfüllen  zwingt.  In  Folge  der  linearen  Form  der  Bedingungsglei- 
chungen (58)  und  (59),  und  in  Folge  des  Umstandes,  dass  sie  kein  von  y  freies  Glied  enthalten,  wird 
auch  die  y  darstellende  Summe  dieselbe  Eigenschaft  besitzen.  Diess  heisst  nun  offenbar  eben  so  viel, 
als  annehmen,  dass  das  von  t  freie  Y,  anstatt  y  in  die  (58)  und  (59)  gesetzt,  den  Grenzbedingungen 
entspreche.  Und  da  sowohl  der  Ausdruck  (65),  wie  auch  seine  zwei  Bestandtheile  (66),  was  auch  x 
sein  mag ,  denselben  Werth  wieder  annehmen ,  wenn  /um  —  geändert  wird ,  so  hat  dieses  unser 

a 

Verfahren  den  Sinn  der  präcisen  Anfrage,  ob,  und  unter  welchen  Umstanden  ein  periodischer  Schwin- 

2t 
gungszustand  mit  der  Oscillationsdauer  —  isolirt,  d.  h.  mit  keiner  anderen  Bewegungsweise  complizirt, 

im  Systeme  Platz  finden  könne. 

Wir  denken  uns  also  den  Ausdruck  (63)  für   Y,  der,  wie  man  sieht,  die  annoch  unbe- 
stimmten 2n  +  1  Constanten  &.,  &,,  G^n  ^^^  ^  enthält,  in  die  für  x  =  0  und  für  x  =  a 
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geltenden  Grenzgleichnngen  (58)  und  (59)  anstatt  y  substituirt,  und  in  den  einen  x  durch  0,  in 
den  anderen  x  durch  a  ersetzt,  so  ergibt  sich  ein  System  von  Gleichungen  2n  an  der  Zahl  von 
der  Form 

(1,  0  G,  +  (1,  2)  ü,  + +  (1,  2w)  G,n  =  0 

(W)  (2,  1)  G,  +  (2,  2)  G,  + +  (2.  2»)  G,„  =  0 


(2n,  1)  G,  +  (2n,  2)  G,  +  +  (2n,  2w)  G,„  =  0, 

linear  nach  G«,   G,,  G,^  mit  CoelTieienten ,  die  a  in  sich  enthalten«  jedoch  in  derselben, 

wie  in  i;^,  i;,, i;,„  d.  h.  in  Regel  in  transceudenter  Weise.  Da  aber  die  allerdings  für  jedes  a 

Genüge  leistenden  Werthe  G^  =  G^= =  G^^  =  Ö  verwerflich  sind,  weil  sie  Y  und  y  der 

Nulle  gleich  machen,  sohin  die  Auflösung  eines  Schwingungsproblenies  nicht  enthalten  können;  so  hat 
man  diese  vorliegenden  Grenzgleichungen  zu  betrachten  als  solche,  denen  durch  schickliche  Wahl  der 
Relationen  7^,  7^, -7^  und  der  Constanten  a,  die  zusammengenommen  gleichfalls  2n  an  der 

Zahl  sind.  Genüge  geleistet  werden  muss.  Sie  bestimmen  also  G, ,  G, ,  ...   G^„  nicht,  sondern  geben 

Gm    G.  G*« 

vermittelst  des  bekannten  Eliminationsverfahrens  nur  7—,  7^, —  ~  in  Bruchform   mit  gemein- 

Gt     Gj  G^ 

schaftlichem  Nenner,  und  wählt  man  das  hiebei  willkürlich  bleibende  G^  jenem  gemeinschaftlichen  Nenner 

gleich,  so  hat  man  hiemit  den  Vortheil  erreicht,  die  Constanten  G^,  G,,  ....   G,„  als  ungebrochene, 

wenn    auch   transcendente  Functionen    von  a  dargestellt    zu    haben.    Zur  Bestimmung  von   a  aber 

dient  die   aus  dem   vorliegenden  Systeme  durch   Herausschaffen  von   G^,  G,,  G^^  erhaltene 

Eliminationsgleichung,  die  man  sich  durch  das  bekannte  combinatorische  Verfahren  aus  den  sämmtlichen 

Permutationen  der  2n  Elemente  1,2 2/i  gebildet  denken  kann,  und  die  den  gemeinschaftlichen 

Nenner  liefert  der  Werthe  der  Unbekannten  G^ ,  G, , G,„  aus  folgendem  anderen  Systeme  von 

2n  Gleichungen: 

(1,  I)  G,  +  (1.  2)  G,  -h  +  (I,  2n)  G.„  =  [1] 

^^.  (2,  1)  G,  +  (2,  2)  G.  +  +  (2,  2m)  G.,  =  [2] 

(68) 

(2n,  0  G,  +  (2n,  2)  G,  +  (2n.  2»)  G.„  =  [2n] 

Sie  seien  der  Reihe  nach: 

i'   —  ^    f^   —  ^  r     —  ^lü 

^i  jy '    ^«  jy"    ^««  —    jy  • 

(69) 

so  wird  bekanntlich  ein  jeder  der  Zähler  Ä,,  Ä,, K^^  ^u^  dem  einzelnen  Nenner  N  gebildet, 

indem  man  einmal  die  erste,  zur  Unbekannten  G^  gehörige  Vertikalreihe  der  CoefHcienten ,  dann  die 
zweite  dem  G,  anhängende  u.  s.  w.  bis  zur  letzten,  zu  G„,  gehörigen  durch  die  zweiten  Theile  der 
Gleichungen,  die  Symbole  nämlich  [i],  [2],  [2n]  ersetzt.  Nachdem  jedoch  in  unseren  Gleichun- 
gen diese  zweiten  Theile  sämmtlich  verschwinden,  so  sind  in  denselben  offenbar  K^=K^:=^ . .  .=K^„^0 
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vnd  naehdem  nicht  zn  gidcher  Zeit  G^=  Gt= =  G^n  —  0  sein  darf«  dem  Mher  Gesagten 

naeli,  so  ist  nothwendig 

N  =  0  (70) 

unsere  transeendente  Eliminationsgleicbung  in  a.  Ihre  im  Allgemeinen  unendlich  vielen  Wurzeln  seien 
die  Glieder  der  steigenden  Reihe: 

oc,,  a^,  a^,  Ooo  (71) 

reeller  oder  imaginärer,  positiver  oder  negativer  Grössen,  und  irgend  eine  von  ihnen  sei  a^.,  so  können 
nur  für  diese  die  Gleichungen  (67)  zusammen  bestehen ,  und  man  kann  ein  Zusammenfallen  der  (68) 

mit  den  (67)  für  solche  a  nicht  nur  dadurch  erzielen,  dass  man  [1]  =  [2]  = ^^  [2ii]  =  0 

setzt,  sondern  auch  dadurch,  dass  man  den  sämmtlichen  zweiten  Theilen  den  gemeinsamen  Werth 
a  --  Ur  ertheilt  und  zngleich  dem  a  den  speciellen  Werth  a  *=:  ar  gegeben  denkt.  Man  denke  sich 
nun  in  N  anstatt  der  ersten  zu  G^  gehörigen  Vertikalreibe  der  Coefficienten  je  den  Werth  a  —  dr 
geschrieben  und  hiedurch  einen  Ausdruck,  wie  H^  (a  —  a^),  gewonnen,  eben  so  anstatt  eines  jeden 
zur  zweiten  Vertikalreihe,  d.  h.  zur  Unbekannten  G^  gehörigen  CoelTicienten  (a  —  a^)  gesetzt  und 
hiedurch  einen  Ausdruck,  wie  J9,  (a  ~  a,)  gebildet  u.  s.  w.,  so  ist: 

K,  =  H,{a-  a,),  Ä,  =  fl ,  (a  -  a^), Ä,„  =  »,„  (a  -  a,)  (7f)^ 

und  die  den  (68)  Genüge  leistenden  Werthe  erhalten  jetzt  die  Gestalt: 

^1  = ^  ^t  = j^ ♦    •  M. .  .   tf^n  — ^y •  (7») 

Pur  a  ^=:  a^  gehen  sie  offenbar  in  diejenigen  über,  welche  das  System  (67)  f&r  eben  dieses  speeielle 
a  erffillen,  erscheinen  aber  sämmtlich  in  der  Form  --,  deren  numerischer  Werth  durch  das  bekannte 
Verfahren  des  Differenzirens  von  Zahler  und  Nenner  und  nachherige  Substitution  von  a  »»  a^  ermil* 
lelt  wird. 

«.=fj,c.=|j e^=^\  (74, 

C      C  G 

Da  wir  aber  wissen,  dass  es  hier  nur  auf  die  Relationen  -7—,  7-^ -~  ankomme  und  einer  der 

€#,      Cf,  Cr» 

mit  G  bezeichneten  Coefficienten«  etwa  tir^,  willkürlich  bleibe,  und  da  ans  den  vorliegenden  Gleichungen  r 

CflJG,""flj G,-Hj  (W) 

folgt,  so  sieht  man,  dass  nicht  nur  die  (74),  sondern  auch  die  folgenden  ungebrochenen  Werthe  nnsere 
Gleichungen  (67)  erfüllen  werden: 

G^i  =  ^1  I  ^  G^i  =  ^i  }  •  G^  =  H^  \   6r,„  =  H^ 

80 


J ,   C^,  ==  If,  I ,  C,  =  If,  J  Cr.„  =  lf„  J  (76) 

«r  «r  «r  'r 
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Wir  gelangen  so  zu  dem  Schlüsse ,  dass  es  lediglieh  auf  die  Bildung  des  gemeinsehaftlicheft  N  nach 
Krammer*s  combinatorischem  Verfahren  ankommt,  und  dass,  wenn  man  diesen  ermittelt  bat,  ans 
ihm  allsogleich  die  entsprechenden  Werthe  von  G,,  (r,, . . .  G.,,  hervorgehen  dadurch,  dass  man  einmal 
anstatt  aller  zur  ersten  Vertikalreihe,  d.  h.  zu  G^  gehörigen  CoeiTicienten  die  Einheit  setzt,  wodurch 
der  allgemeine  Ausdruck  für  G^  gewonnen  wird;  ein  andermal  jeden  der  zur  zweiten  Vertikalreihe, 
d.  h.  zu  Gr,  gehörigen  CoeiTicienten  in  Eins  verwandelt,  wodurch  ein  allgemeiner  Ausdruck  für  6, 
gewonnen  wird  u.  s.  w.;  endlich  schreibt  nian  noch  anstatt  der  CoefHcienten  der  letzten  Vertikalreihe 
die  Einheit  und  findet  den  allgemeinen  Ausdruck  für  G^n-  Aus  den  allgemeinen  gehen  die  speeiellen 
Werthe  dieser  Constanten  hervor,  indem  man  a  der  Reihe  nach  in  die  Glieder  der  angeführten  Reihe 
(71)  verwandelt,  so  dass  im  Allgemeinen  einem  jeden  der  unendlich  vielen  Werthe  von  a  ein  anderes 
System  von  Constanten  &,  und  in  Folge  dessen  ein  anderes  F  angehört,  gegeben  gleichwohl  als 
Function  von  a,  oder  a  und  x,  durch  eine  und  dieselbe  allgemeine  Formel.  Bezeichnen  wir  nun  mit 

y,,  y,, ycjo  die  aus  der  allgemeinen  Formel  hervorgehenden  Werthe  dieses  y  für  d  =  a^, 

ttg,  aoo«  so  bietet  sich  uns  ein  allgemeiner  Werth  dar  für  y,  nämlich: 

y  =  Y,  [A^  Cos  aj  +  «t  Sin  aj]  + 
+  y,  [il,  Co8  a^t  +  a.  Sin  aj]  -|- 


(77)  ; 

+  Yr  [Ar  Cos  Urt  +  %.  Sin  a^t]  + 


=  SJy^  [Ar  Cos  Urt  +  %r  Sin  art]\ 

nnd  der  nicht  nur  die  Eigenschaft  hat,  die  vorliegende  Differentialgleichung  zu  erfüllen,  sondern  auch 
den  Bedingungen  an  den  Grenzen  x  :==  0  und  x  =  a  Genüge  leistet«  was  auch  die  Constanten  A 
und  ü  bedeuten  mögen,  also  sowohl  im  Ganzen,  als  auch  insbesondere  in  jedem  seiner  Theile,  so, 
dass  also  diese  y  darstellende  Summe  in  ihren  einzelnen  Gliedern,  wenn  auch  nicht  in  allen,  doch 
wenigstens  in  denjenigen,  welchen  reelle  a  angehören,  je  eine  für  sich  und  isolirt  statt  zu  finden  ver- 
mögende Schwingungsweise  des  Systemes  andeutet,  denen  beziehlich,  falls  sie  wirkliche  Schwingungen 

sind,  die  Oscillationsdauer  — ,  — —  angehören,  und  die  in  der  Zeit  mit  ungeschwächter 

Intensität  fortbestehen  können.   Diess  gilt  jedoch  nur  für  die  reellen  a.    Für  imaginäre  Werthe  verhalt 


sich  die  Sache  anders  und  namentlich  liefern  die  rein  imaginären  von  der  Form  ±  ji  \J  —  l  zu  y 
ein  Glied,  welches  keinen  schwingenden  Zustand  repräsentirt,  die  aus  einem  reellen  und  imaginären 
Theile  zusammengesetzten,  wie  a  =  /l+/e  Y^  —  1 ,  aber  ein  Glied,  dem  als  Factor  eine  Exponential- 
grösse  anhängt,  deren  Exponent  der  Zeit  t  proportionirt  ist,  und  die  je  nach  der  negativen  oder  posi- 
tiven Beschaffenheit  des  zu  diesem  t  gehörigen  CoeiTicienten  entweder  ein  mit  der  Zeit  erfolgendes  Er- 
löschen der  Schwingung  andeutet,  oder  einen  Widerspruch  mit  der  Hypothese  sehr  kleiner  Veschiebun- 
gen  y^  in  welcir  letzterem  Falle  die  betreffenden  Glieder  von  y,  als  den  Grundvoraussetzungen  wider- 
sprechend, gänzlich  auszulassen  wären.  Hiezu  fugen  wir  noch  die  Bemerkung,  dass  zur  Durchführung 
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dieser  Analysis  ein  allgemeines  mit  2n  Constanten  &,,  6^», G^^  vertmndenes  Integral  der  ge- 

wöhnliehen  Differentialgleichung  (61)  anerlasslich  sei,  denn  hätte  man  nnr  ein  particolares,  mit  weniger 
als  2n  solehen  Constanten  verkondenes  erhalten ,  so  könnte  vermittelst  desselben  das  System  der  dei- 
chnngen  (67)  nicht  erfüllt,  und  somit  kein  in  Summenform  erscheinendes  y  gewonnen  werden.  Da  sieh*8 
aber  treffen  kann,  dass  ein  in  complizirter  Form  gewonnenes  Integral  der  (61)  zwar  wie  ein  allge- 
meines aussieht,  es  aber  nicht  ist,  weil  die  i;,,  i;,, i;,„  nicht  sammtlich  von  einander  versdiie* 

den  sind,  so  liegt  in  dieser  Analysis  zugleich  ein  Kennzeichen  der  Allgemeinheit  des  gewonnenen  Inte- 
grales (63),  und  es  ist  überflüssig,  sich  hieven  die  Ueberzeugung  nach  S.  8  des  11.  Abschnittes  zu 
verschaffen ,  weil  man  sicher  sein  kann ,  dass ,  wenn  man  auf  dem  betretenen  Wege  wirklich  zu  Wer- 

then  von  &,,  &,,  G^„  in  Function  von  a  gelangt  ist,  man   auch  nothwendig  das  allgemeine 

Integral  habe. 

Die  eben  auseinandergesetzte  Methode,  sich  Genüge  leistende  Werthe.  zu  verschaffen,  die 
zugleich  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  erfüllen,  hat  zwar  vorzuglich  Schwingungsprobleme  im  Auge, 
bei  welchen  die  Differentialgleichung  stets  die  Form  der  (51)  trägt,  allwo  die  Differentialquotienten  nachar 
von  jenen  in  t  gesondert  erscheinen  und  nach  der  letzteren  Variablen  lediglich  ein  zweiter  Differential- 
quotient isolirt  auftritt.  Man  überzeugt  sich  jedoch  nach  einiger  Ueberlegung,  dass  die  Giltigkeit  dieser 

Methode  an  diese  Form  nicht  gebunden  sei.  Es  könnten  in  der  Differentialgleichung  auch  4^,  6^ 

Differentialquotienten  von  y  nach  t  erscheinen,  wenn  nur  die  Coefficienten  die  Veränderliche  t  nicht 
in  sich  enthalten,  so  wird  man  immer  wieder  von  der  Substitution  (52)  ausgehen  können  und  wird 
durch  dieselbe  zu  ähnlichen  Ergebnissen  gefuhrt  werden.  Auch  bei  Problemen  der  Wärmelehre  hat 
man  den  ähnlichen  Gang  der  Rechnung  einzuschlagen.  Es  besteht  zwar  der  Unterschied  zwischen  der 
Differentialgleichung  (51)  und  der  einer  Wärmegleichung,  dass  anstatt  eines  zweiten  Differentialquo- 
tienten  von  y  nach  /  ein  erster  auftritt.  Diess  begründet  dann  eine  Veränderung  der  Substitution,  von 
welcher  man  auszugehen  hat:  anstatt  der  trigonometrischen  (52)  nämlich  wird  man  die  folgende  eiqpo- 
nentieile  erkiesen: 

y  =  ^>  (78) 

In  Folge  dessen  wird  anstatt  —  a*  das  Rechnungselement  a  treten;  das  übrige  Verfahren 
jedoch  bleibt  dasselbe  und  der  in  Summenform  erscheinende  allgemeine  Werth  von  y  ist  von  dem  firuher 
erhaltenen  (64)  nur  insoferne  unterschieden,  als  das  unter  dem  Summenzeichen  vorhandene  Produkt 
einen  monomischen,  t  enthaltenden  Factor  von  der  Form  Aef^  birgt,  anstatt  des  alldort  vorhandenen 
binomischen  A  Co9  cU  +  91  Sin  aL 

Aber  auch  anders  gestaltete  Differentialgleichungen,  in  welchen  die  Variablen  ar  und  f  ge- 
sondert sind ,  so  dass  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine  beliebige  lineare  Function  von 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Variablen  y  genommen  nach  ^  versehen  mit  eonstanten  Coeffieieii- 
ten,  vorhanden  ist,  lassen  sich  auf  dieselbe  Weise  integriren.  In  der  That,  man  nehme  an,  die 
Gleichung  sei: 

80  * 
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(w)         -^.»S^+^.»-.l"2  + +  ^'^+^-y  =  *'[^]^ 

80  geht  man  von  der  zuletzt  angeführten  Substitution  aus  und  verwandelt  hiemit  die  eben  vorgelegte 
Gleichung  offenbar  in: 

(80)  *.»0+^.--£2+  +  X,^+X.rf  =  v.Ficc) 

allein,  was  man  sich  auch  immer  unter  a  für  einen  bestimmten  Werth  denken  mag,  z.  B.  a  =  9, 
80  ist  doch  die  Substitution  (78)  nicht  die  einzige,  die  zu  dieser  Differentialgleichung  fuhrt;  es  ist 
vielmehr  gestattet,  anstatt  dieses  erkiesenen  a,  d.  h.  a  =  6  auch  jede  andere  Wurzel  der  folgenden 
algebraischen  Gleichung  zu  setzen: 

F(a)  =  F(Q) 

Dieser  Wurzeln  sind  m  an  der  Zahl,  wenn  die  algebraische  Function  F  vom  Grade  m  ist.  Sie  seien: 

a  =  6  *  6t  •  ö, ,  öw-i 

mithin  gehören  zu  einerlei  der  Gleichung  (80)  Genüge  leistenden  tj  Factoren  in  t  der  Substitutions- 
gleicbung  (78)  m  an  der  Zahl 

Diess  gibt  dann  offenbar  auf  dem  hier  betretenen  Wege  ein  allgemeines  Integral  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  in  Sununenform,  welches  die  folgende  Gestalt  hat: 

(81)  y  =  s[\A,e^^  +  A,e^^'  +  J.e««  + +  A,_.eöm-'|  jc.i;,  +  Ö.17.+  G.i; (.>.„j] 

und  durch  schickliche  Wahl  der  mit  G  bezeichneten  Constanten  und  der  Q  gezwungen  werden  kann, 
Glied  für  Glied  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  zu  erffillen,  während  die  andern,  Ä  genannten  Con- 
stanten, zu  sonstigen  Zwecken  der  Verwendung  z.  B.  Darstellung  der  anfanglichen  Erregungsweise 
noch  übrig  bleiben. 

$.  3. 
Das   Reflexionsproblem. 

Der  nächst  vorhergehende  Paragraph  erledigt  die  Behandlung  linearer  materieller  Systeme 
insoferne,  als  darin  gezeigt  wird,  wie  man  sich  Genüge  leistende  Werthe  verschaffen  kann,  die  noch 
dazu  die  Eigenschaft  besitzen,  gewisse  Bedingungen  an  zwei  Punkten  des  Systemes,  etwa  x  =  0  und 
X  =  a  zu  erfüllen  und  zwar  in  unendlicher  Anzahl,  mit  anderen  Worten,  man  lernt  alle  einfachen 
Schwingungsweisen  des  Systemes  kennen.  Die  besonderen  Punkte,  auf  welche  diese  Bedingungen  Bezug 
nehmen,  kann  zwar  der  Analyst  auffassen  als  Grenzpunkte  des  Systemes  und  kann  sich  einbilden,  dass 
dasselbe  bloss  von  x  =  0  bis  x  =  a  reiche.   Die  erhaltenen  Integrale  wissen  aber  nichts  davon  und 
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geben  aueb  ausserhalb  dieser  Grenzen  von  der  Nnlie  verschiedene  Werthe  ider  abhängigen  Veraider- 
lieben,  die  die  Bedeutung  einer  BewegongsgrSsse  hat  Diese  Formeln  sprechen  also  im  Grande  von 
einem  ins  Unendliche  ausgedehnten  linearen  Systeme,  an  dessen  allen  Punkten  von  x  =  —  oo  bis 
x  =  +  00  solche  Bewegungen  vorhanden  gedacht  werden ,  die  sich  an  den  besonderen  Orten  x  =  0 
und  X  =  a  in  einer  Weise  überdecken,  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  interferiren ,  dass  die  anfge* 
stellten  Bedingungsgleichungen  zu  einer  jeden  beliebigen  Zeit  erfüllt  bleiben.  Diese  Bedingungsgleichun* 
gen  sind  ihrer  Form  nach  linear  aus  den  Differentialquotienten  der  unabhängigen  Veränderlichen  zu* 
sammengesetzt. 

Es  kann  aber  noch  andere  Punkte  im  Systeme  geben,  an  welchen  man  die  zu  erfüllenden 
Bedingungen  nicht  kennt,  sondern  erst  sucht  Diese  sind  namentlich  vorhanden  bei  materiellen  Systemen, 
die  aus  mehreren  heterogenen  Theilen  von  verschiedenen  Eigenschaften  z.  B.  verschiedener  Dichte, 
Querschnitt,  Elasticitat  zusammengesetzt  sind,  und  namentlich  sind  es  die  Trennungspunkte  dieser  ver* 
schiedenen  Bestandtheile,  an  denen  man  den  Vorgang  mit  Hilfe  des  Calculs  zu  erkennen  wünscht  Zur 
genaueren  Einsicht  in  dasjenige,  was  hier  gemeint  ist,  wird  es  dienlich  sein,  ein  Paar  Beispiele  an- 
zofuhren.  Eine  Saite  oder  Kette  ist  aus  zwei  Stucken  von  verschiedener  Stärke  zusammengesetzt,  die 
Masse  der  Längeneinheit  bei  d^m  einen  ist  m,  bei  dem  anderen  M.  Man  verlangt  nicht  zu  wissen, 
welche  Schwingungen  der  erste  Theil  oder  der  zweite  einer  solchen  Saite  fähig  sei,  sondern,  welche 
Schwingungen  gleichzeitig  in  beiden  Abtheilungen  vorhanden  zu  sein  vermögen  und  wie  sich  die  Bewe- 
gung von  einer  derselben  auf  die  andere  übertrage,  namentlich  aber  wünscht  man  die  an  der  Tren- 
nungsstelie  von  einem  Stucke  auf  das  andere  überführte  und  auch  die  von  eben  diesem  Trennungsstück 
reflectirte  Bewegung  kennen  zu  lernen.  Es  liegt  desshalb  auf  der  Hand,  dass  hier  eine  allgemeine  Auf- 
lösung des  Reflexionsproblemes  gemeint  sei,  in  der  da^enige,  was  der  vorhergehende  Paragraph  ge- 
bracht hat,  enthalten  sein  muss  als  specieller  Fall,  der  noch  dazu  einen  imaginären,  in  aller  Strenge 
in  der  Natur  nicht  vorfindigen  Zustand  bezeichnet.  In  der  That,  wenn  bei  einer  schwingenden  Saite 
z.  B.  die  Bedingungen  hinzugesetzt  werden  im  Sinne  des  Inhaltes  des  vorhergehenden  Paragraphes, 
dass  für  x  =  0  auch  die  Sehwingungsgrosse  y  gleich  Null  sein  muss,  ferner  für  x  =  a  ebenfalls  * ) 
2^  =  0  bestehe,  d.  h.  dass  die  Saite  zwei  feste  Punkte  besitze,  so  ist  darauf  zu  bemerken,  dass  man 
feste  Punkte  in  der  Natur  nur  annäherungsweise  erzielen  kann  dadurch,  dass  man  kleinere  und  dess- 
halb beweglichere  Massen  mit  grösseren  und  desshalb  unbeweglicheren  in  Verbindung  bringt  Sind  die 
letzteren  gross  genug,  so  lassen  sich  allerdings  die  Verbindungspunkte  nahe  genug  als  fest  annehmen. 
Gleichwohl  wird  jede  Bewegung  allmählich  auf  die  grösseren  Massen  übertragen  nnd  erlischt  in  der 
kleineren.  Die  zwei  festen  Punkte  einer  Saite  sind  daher  nur  ein  hypothetischer  Znstand,  in  der  Wirk- 
lichkeit aber  besteht  ein  heterogenes  materielles  System  aus  inehreren  Theilen  von  verschiedener  Masse 
zusammengesetzt  Würde  man  nur  nach  den  Bewegungen  forschen,  deren  der  erste  mit  der  Masse  m 
versehene  Bestandtheil  der  zweitheiligen  Saite  fähig  ist  so  hätte  man  die  bdcannte  Differentialgleiehnng: 

iTy  tPy 

m  —^  =  s 


dr  dx'  (8t) 
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ZU  integpriren,  wo  9  die  Spannung  in  der  Saite  bedeutet  Wurde  man  hingegen  nur  nach  den  Schwin- 
pngen  des  zweiten  Bestandtheiles  firagen,  80  hatte  man  die  Gleichung: 

der  Integration  zu  unterwerfen.  Keine  von  diesen  beiden  jedoch  lehrt ,  nach  welchem  Gesetze  sieh  die 
Bewepng  an  der  Trennungsstelle  von  einer  Abtheilung  auf  die  andere  fibertrage  und  wir  wissen  ver* 
m5ge  derselben  nur,  dass  einem  jeden  Stucke  des  materiellen  Systemes  eine  andere  Differentialgleichung 
eigenthumlich  angehöre. 

Bin  zweites  Beispiel  biethet  die  Lichtlehre.  Zwei  verschiedene  lichtfortpflanzende  Mittel  sind 
an  einem  gewissen  Orte  z.  B.  in  der  Nähe  der  Coordinatenebene  der  y%  von  einander  geschieden  durch 
eine  Trennungsebene  oder  Trennnngsschichte,  und  man  verlangt  zu  wissen,  nach  welchen  Gesetzen 
Lichtschwingungen,  in  dem  ersten  Mittel  erregt,  an  der  Trennungsstelle  dem  zweiten  mitgetheilt  und 
ins  erste  wieder  reflectirt  werden,  so  hat  man  auch  hier  wieder  zwei  Abtheilungen  des  materiellen 
Systemes,  deren  jeder  eine  eigene  Differentialgleichung  angehört,  Bedingungen  jedoch  an  der  Tren- 
nungsstelle sind  keine  gegeben,  im  Gegentheile,  man  wfinscht  den  Vorgang  allda  mit  Hilfe  des  Caiculs 
kennen  zu  lernen.  Diese  Beispiele  genügen,  um  das  Reflexionsproblem  in  folgender  Passung  einiger- 
massen  verstandlich  zu  machen: 

Bin  materielles  System  ist  aus  mehreren,  vorderhand  nur  zwei  Theilen  von  verschiedenen 
Eigenschaften  zusammengesetzt,  jedem  entspricht  eine  andere  Differentialgleichung.  Welche  sind  unter 
so  gedachten  Umstanden  die  Gesetze  derjenigen  Schwingungen,  die  gleichzeitig  vorhanden  sein  können 
in  beiden  Theilen  eines  solchen  heterogenen  Systemes,  und  welcher  ist  namentlich  der  Vorgang  der 
Erscheinungen  an  der  Trennungsflache. 

Angenommen ,  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  besitze  in  der  ersten  Abtheilung  des 
materiellen  Systemes  folgende,  mit  der  (51)  congruente  Gestalt: 

rf»"ti                rf*"-*y  dy  dCy 

(84)  «.n^-i;r+«.«-t^^-.+ "*-«^rfi"*-«*y=dr 

in  der  zweiten  Abtheilung  hingegen: 

JT^y                  d*"-^y  dy  d*y 

(86)  ^.»  d^  +  ^— ^^i5iZ7  + +^'rf^+^*y  =  dF 

SO  sind  die  hier  vorkommenden  Coefficienten,  bezeichnet  mit  a  und  A,  meistentheils,  wenn  auch  nicht 
immer  und  nothwendiger  Weise,  constant,  mindestens  wird  man  an  die  Losung  des  Reflexionsproblemes 
vorerst  in  den  einfacheren  Fällen  gehen,  wo  in  beiden  Abtheilungen  des  materiellen  Systemes  Dichte, 
Spannung  und  Blasticität  von  Punkt  zu  Punkt  sich  nicht  verändern,  die  Nähe  der  Trennungsstelle  aus- 
genommen, mithin  constante  Coefficienten  in  den  Differentialgleichungen  auftreten.  Weder  die  eine  nun, 
noch  die  andere  der  beiden  Differentialgleichungen  und  auch  nicht  beide  zusammen  vermögen  etwas  zu 
lehren  über  den  Vorgang  an  der  Trennungsfläche,  sondern  man  muss  die  Entwicklung  der  DiiFerential- 


gleichoQg  der  Bewegung  von  Neuem  vornehmen  für  ein  solches  System,  welches  seine  Beschaffenheit 
von  Punkt  zu  Punkt  ändert  nach  einem  noch  unbestimmten  Gesetze.  Diess  unterliegt  gewöhnlich  keinen 
Schwierigkeiten,  nur  sind  die  Coefficienten  der  so  erhcitenen  Differentialgleichung  nicht  mehr  constant, 
sondern  veränderlich  und  diess  zwar  so  lange  in  unbestimmter  Weise,  als  das  Gesetz  der  Aenderun- 
gen  des  materiellen  Systemes  von  Punkt  zu  Punkt  ein  unbestimmtes  bleibt.  So  z.  B.  gehört  einer 
schwingenden  Saite,  bei  welcher  die  Längeneinheit  mit  der  unbestimmten  Masse  jx  begabt  ist ,  unter  /x 
eine  beliebige  Function  von  x  verstanden,  die  folgende  Differentialgleichung  an: 

^y         ^y  ( 

U  — -  =  9   — —  t 

allwo,  wie  gesagt,  der  Coefficient  /c  ein  in  annoch  unbestimmter  Weise  veränderlicher  ist.  Ebenso 
wird  man  sich  auch  in  einem  jeden  anderen  Falle  eine  dritte  Differentialgleichung  verschaffen  müssen 
mit  unbestimmt  veränderlichen  Coefficienten,  giltig  für  ein  materielles  System  von  beliebigem  Baue.  Sie 
sei  die  folgende : 

In  dieser  mfissen  nun  die  früher  angeführten  zwei  Gleichungen  (84)  und  (85)  enthalten  sein  als 
speeielle  Fälle,  mithin  müssen  die  Coefficienten: 

solche  Functionen  von  x  sein,  die  sich  in  dem  ersten  Mittel,  oder  in  der  ersten  Abtheilung  des  schwin- 
genden Systemes  reduziren  auf  die  folgenden  anderen  constanten,  oder  auch  variablen  Coefficienten: 

«•II»  «tn-i «1^  «0 

im  zweiten  Mittel  hingegen,  also  ffir  alle  Werthe  von  x^  die  Punkten  der  zweiten  Abtheilung  ange- 
hören ,  muss  eine  Redaction  derselben  stattfinden  auf  die  folgende  andere  Coefficientengruppe : 

Es  sind  mithin  die  X.„,  X,„.. A,,  X^  solche  Functionen  von  x,  die  an  einer  gewissen  Stelle, 

d.  h.  in  der  Nähe  eines  gewissen  Werthes  von  x  urplötzlich  und  gleichsam  mit  einem  Sprunge  nicht 
nur  ihren  numerischen  Werth,  sondern  auch  ihre  Form  verändern  können  und  zwar  in  einer  Weise, 
die  anzugeben  uns  weder  durch  den  Calcul,  noch  durch  das  Experiment  gelingen  durfte.  Wir  wissen 
z.  B.  bei  einer  gespannten  Saite,  dass  /x  eine  solche  Function  von  x  sei,  die  an  der  Trennungsstelle 
der  beiden  verschiedenen  Saitenstueke ,  etwa  ffir  o;  =  0  urplötzlich  vom  Werthe  m  zu  dem  anderen 
fiberspringt.  Nach  welchem  Gesetze  diess  geschehe,  wird  in  aller  Strenge  wohl  Niemand  durch  Messung 
erkunden;  allein  es  ist  höchst  wahrscheinlich,  dass  von  der  speciellen  Art,  durch  welche  der  Ueber- 
gang  von  m  in  M  bei  der  Function  /x  bewerkstelligt  wird,  die  Erscheinung  der  Brechung  und  Refle- 
xion ganz  und  gar  nicht  abhängig  seien,  dass  man  sie  schon  allgemein  kenne,  wenn  man  sie  nur  bei 
irgend  einer  vorausgesetzten  Weise  des  Ueberganges  in  der  Nähe  des  x  =  0  zu  erkunden  vermag. 
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Anch  in  der  Licbtlelire  tiKR;  man  denselben  Sachverhalt.  Ein  Mittel  i.  B.  Lnft  geht  an  em«» 
Stelle  in  ein  anderes  z.  B.  Glas  fiber.  Ob  dieser  Uebergang  plötzlich  bewerkstelligt  wird,  oder  in  einef 
ausserordentlich  dnnnen  Schichte,  die  die  beiden  Mittel  trennt,  nnd  die  ihrem  Baue  naeb  weder  laft 
ist  noch  Glas,  sondern  zwischen  beiden  ein  gewisses  Mittelding,  kennen  wir  bei  dem  jetzigen  ZnslanM 
der  Wissenschaft  weder  ergrflnden  dnrch  den  Calcnl ,  noch  dorch  das  Experiment  Letzteres  scheint 
das  Wahrscheinlichere,  aber  das  Gesetz  des  Ueberganges  ist  nod  bleibt  uns  denn  doch  völlig  nnbe^ 
kannt.  Gleichwohl  ist  es  höchst  wahrscheinlich ,  dass  von  demselben  der  Verlanf  der  Erscheinungen, 
insofeme  er  den  Beobachtungen  unterliegt,  wenig  oder  gar  nicht  abhängig  sei,  dass  es  mithin  nur 
darauf  ankomme,  denselben  kennen  zu  lernen  bei  irgend  einem,  willkürlich  gewählten,  aber  möglichst 
allgemeinen  und  umfassenden  Gesetze  des  Ueberganges.  Hiebe!  soll  nicht  in  Abrede  gestellt  werden, 
dass,  wenn  in  der  Analysis  selbst  der  Beweis  dieser  Unabhängigkeit  zu  finden  wäre,  oder  der  Bedin- 
gungen, unter  welchen  sie  vorhanden  ist,  diess  als  ein  besonderer  Vortheil  hervorzuheben  wäre.  Die 
Ungewissheit  nun ,  in  der  wir  uns  befinden  in  Bezug  auf  die  Trennungsstelle  zweier  soleber  Medien, 

trägt  sich  nun  auch  auf  die  CoeSicienten  X,„ ,  X,„.^ ,  ^t «  ^o  ^ber.   Wir  besitzen  gar  kein 

Mittel,  sie  ihrer  wahren  Gestalt  nach  anzugeben,  uns  ist  nur  bekannt,  dass  ein  jedes  X  plötzlich  vom 
Werthe  a  zu  dem  ganz  anders  gestalteten  A  übergehe.  Gelegentlich  wird  a  =  A  =  0  ausfallen ;  dann 
wird  das  zum  Ersatz  der  versehwindenden  Coefiicienten  in  der  (87)  vorhandene  X  gleichwohl  in  der 
Trennungsstelle  einen  von  Null  verschiedenen,  uns  gänzlich  unbekannten  Werth  annehmen  können, 
diessseits  und  jenseits  derselben  aber  in  aller  Strenge  der  Nulle  gleich  werden.  Es  wird  uns  somit  von 
ihnen  noch  viel  weniger  bekannt  sein,  als  von  den  übrigen;  höchstens  werden  wir  von  ihm  sagen 
können,  dass  er  nicht  unendlich  sei,  weil  es  unendliche  Wirkungen  in  der  Natur  nicht  gibt,  dass  er 
mithin  der  Dicke  der  Trennungsschicbte  weder  direct,  noch  umgekehrt  proportional  sei,  und  es  wird 
in  Folge  dieser  Ungewissheit  seheinen,  als  ob  sieh  die  mathematische  Analysis  derzeit  noch  gar  nicht 
an  die  Lösung  des  Reflexionsproblemes  in  der  Fassung  wagen  sollte,  in  weicher  sie  hier  angestrebt  wird. 
Allein  die  mathematische  Analysis  hat  oft  schon  Aehnliches  gethan.   Sie  hat  sehr  oft  schoB 
dasjenige,  was  im  Meere  der  Ungewissheit  und  Unbestimmtheit  als  sicher  und  bestimmt  festgestellt 
worden  ist,  zum  Gegenstande  ihrer  Betrachtungen   erhoben  und  daraus  die  werthvollsten  Folgen» 
gen  gezogen.    Belege  hiezu   liefert    der  Probabilitätscalcul ,   noch    mehr  aber  die  Bewegungstheor 
flussiger  Körper.   Unter  ein  Paar  sehr  speciellen  Voraussetzungen,  Hypothese  des  Parallelismns  i 
Schichten  und  Hypothese  der  fadenförmigen  Bewegung  genannt,  hat  sie  erkundet,  dass  die  Ansflf 
geschwindigkeit  des  Wassers,  die  der  Druck  =  als  Fallhöhe  entsprechende  sei,  und  es  zweifelt 
mand  daran,  dass  eben  diese  Geschwindigkeit  auch  unter  den  unzähligen  anderen  Voraussefzw 
die  zwischen  den  beiden  genannten  Hypothesen  als  Extremen  liegen,  die  wenigstens  sehr  nahe 
dieselbe  Formel  gegebene  sei. 

Es  ist  uns  mithin  auch  hier  gestattet,  zu  sprechen,  beiläufig  wie  folgt:  Wenn  m 

die  innerste  Natur  der  Functionen  X^„.  X^„^^,  X^  nicht  bekannt  ist  und  auch  schwv 

-««Sn  wird,  so  wird  es   doch  immerhin  gestattet   sein,  zu   forschen   nach  deiyenige 


rügen,  die  sieb  nach  den  bekannten  wenigen  Bigensebaften  derselben  ableiten  lassen,  also  naeb  den 
Pbänomenen  der  Breebung  und  Reflexion,  die  unmittelbare  Folgen  eben  dieser  Eigenscbafien  sind  und 
eben  so  gut  stattfinden  mässten,  ob  jetzt  die  beiden  verscliiedenen  Mittel  dureb  eine  Trennnngsfläche 
gesondert  sind,  oder  dureb  eine  sehr  dünne  Trennungssebichte.  Wäre  man  zur  Kenntniss  air  dieser 
Brsebeinungen  gekommen,  so  wurde  es  sieh  dann  am  Ende  von  selbst  ergeben,  welche  Phänomene  der 
Breebong  und  Reflexion  speeiflsch  der  Diebte  und  den  anderen  Eigenschaften  der  Trennungssebichte  zu- 
zusehreiben seien.  Um  aber  eine  solche  Untersuchung  einzuleiten,  wird  es  vollkommen  genügen,  den 
in  diesem  Werke  oft  betretenen  Weg  wieder  einzuschlagen,   nämlich  von  speciellen  und  willkürlich 

gewählten  X,„,  X,„.^  JT^,  X^  auszugehen,  sodann  aber  durch  eine  nachträgliche  Untersuchung 

und  in  viel  gefibter  Weise  rnckschliessend  zu  allgemeineren  Formen  wieder  zurückzukehren. 

Es  käme  also  gegenwärtig  darauf  an ,  ffir  X,„ ,  X,^, ,  X^  solche  Functionen  will- 

kfirlicb  hinzustellen,  die  die  obgenannte  Eigenschaft  besitzen,  von  den  Wertben  at„,  a^„^^ a« 

in  der  nächsten  Nähe  eines  bestimmten  x,  etwa  x  =  0,  in  die  anderen  A^„n  ^tn-i« ^  ^^^^ 

zu  verwandeln.  Die  Wissenschaft  besitzt  in  ihrem  gegenwärtigen  Zustande  bereits  einen  gewissen, 
wenn  auch  nicht  sehr  grossen  Vorrath  von  hiezu  dienlichen  Punctionsformen.  Dergleichen  sind  das  be- 
kannte Fourier'scbe  Doppelintegral,  dann  verschiedene  andere  bestimmte  Integrale,  die  die  Eigen- 
schaft der  UnStetigkeit,  oder  der  plötzlichen  Wertbveränderung  besitzen,  vorzuglich  tauglich  jedoch 
durfte  sich  bei  den  Reflexionsproblemen  eine  Transcendente  erweisen,  die  meines  Wissens  zuerst  Libri 
zum  Gegenstande  grundlicher  Betrachtung  gemacht  hat,  nämlich  die  Exponentielle  O""',  welche  die 
Eigenschaft  besitzt,  für  negative  und  verschwindende  x  zu  verschwinden ,  für  positive  hingegen  den 
Werth  Eins  anzunehmen.  Ein  kleiner  Uebeistand  bei  ihrer  Verwendung  ist,  dass  ihr  die  Unbestimmtheit 
der  unter  der  Form  y«  erscheinenden  Grössen  ebenfalls  anhängt.  Diesen  zu  vermeiden,  thut  man  gut, 
an  die  Stelle  dieser  Exponentielle,  die  Exponentialfunction  dritter  Classe: 

je  =  e-^^-''  ( 

zn  setzen,  die,  ohne  dieser  Unbestimmtheit  zu  unterliegen,  doch  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  wenn  man 
sich  nnter  ß  und  y  unbeschränkt  wachsende  Zahlen  vorstellt  Um  nun  klar  einzusehen,  auf  welche 
Weise  man  von  dieser  Function  zur  Darstellung  von  X^^*  ^tn-t^  ^o  Gebrauch  zu  machen  ver- 
möge, wird  es  nöthig  sein,  die  Eigenschaften  derselben  vorläufig  kennen  zu  lernen.  Diess  fängt  man 
am  besten  damit  an,  dass  man  sieh  die  krumme  Mnie  vergegenwärtigt,  die  aus  der  geometrischen 
Construction  der  Gleichung  (88)  hervorgeht,  in  welcher  x  und  je  als  zusammengehörige  orthogonale 
Coordinaten  gedacht  werden.  Zur  Discussion  dieses  geometrischen  Gebildes  gehört  aber  die  Kenntniss 
der  Tangenten,  Wendepunete  u.  s.  w.,  die  man  sich  bekanntlieb  durch  den  Act  des  Differenzirens  ver- 
scbalR.  tJm  diess  mit  mehr  Bequemlichkeit  thun  zu  können,  statuiren  wir: 

e-y"  =  T  ,    somit    je  =  e"^^  ( 

und  erbalten  sodann: 

r'  =  -yr,    je'^ßyfT     ...  (1 
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ffir  alle  positiven  x  in  dae^benfalte  von  x  abhängige  oder  anabhängige  A  zu  übergehen,  hat  man  nur 
X  zu  nehmen,  wie  es  die  folgende  Formel  gibt: 

X=  a  +  TiiA  -  d)  (95) 

zugleich  findet  sieh  dann  der  Uebergang  von  a  \Xi  A  nicht  plötzlich  und  sprungweise  bewirkt,  sondern 

2 
in  einer  Trennongsschichte ,  welche  die  Dicke  -   log  ß  hat,  die  aber  auch    nach  Belieben  in  eine 

y 
Trennungsfläche  verwandelt  werden  kann,  dadurch,  dass  man  p  und  y  unendlich  werden  lässt. 

Auch  die  Darstellung  der  GleichungscoeSicienten  der  zweiten  Art,  die  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, diesseits  und  jenseits  der  Trennungsfläche  Null  zu  sein,  und  nur  in  der  nächsten  Nähe  derselben 
oder  in  der  Trennongsschichte  selbst  von  NuU  verschiedene  Wertbe  anzonebmen,  kann  durch  die  Fune« 
tionen  bewerkstelligt  werden,  die  wir  eben  kennen  gelernt  haben.  Bin  solcher  Ausdruck  wäre  z.  B. 

X  =  Tßeyr  (96) 

verschwindend  ffir  positive  und  negative  x  hat  er  nur  in  der  Trennungsschichte'  selbst  von  Null  ver- 
schiedene Werthe,  deren  grösster  T  ist. 

Um  zu  einer  möglichst  genauen  und  vollständigen  Kenntniss  der  Functionen  y,^  yj  und  air 
derjenigen,  die  sich  aus  y.  und  r  mannigfach  zusammensetzen  lassen,  zu  gelangen,  was  schon  dess* 
halb  nothwendig  Ist,  weil  man  Differentialgleichungen  mit  solchen  Coeflicienten  zu  integriren  kal,  mit- 
hin mit  diesen  analytischen  Elementen  ausgedehnte  Rechnungen  vollfuhren  muss,  entwickeln  wir  die 
ferneren  Differentialquotienteu  von  y,^  nämlich:  y!'\  y'^ jc^"\  Sie  sind: 

Hiemit  fällt  die  Gestalt  der  allgemeinen  Pormel  für  den  n^»  Differentialquotienten  von  y  bereits  in  die 
Augen.  Sie  ist  nämlich  offenbar: 

yii-t                  r'*"*                 7»«-*  A     >.  ■  •  ■ 

f-^  =  ß'^y-yT{7-'^  +(1)^_  +  {2\—+  (3)„-^+ +  (n-  1),— )  (98) 

Um   zu  den  Werthen  der  Coefficienten:   (1)„,  (2)„,  (3)„,  (^  —  i)n  zu  gelangen, 

unterwerfen  wir  diese  Formel  direct  einer  nochmaligen  Differentiation  und  erhalten: 

?^''"''  =  )8»'+y"'^r(r»+^((i)„-n)+^((2)„-(n-l)(i)-)'+.^  '  (») 

Andererseits  wird  die  Formel  (98)  als  eine  allgemeine  für  jedes  n  giltige  au^efasst,  soll  daher  aoch 
d(ap  weh  zoreoht  be^heq,  inieiMt. jpa  n  darcb  »+l  ersetzt.  Hiedarcliei;g^lit,jiiclij,eiA, zweiter  lyerth 
von  jc'"*'\  nämlich: 

^(-^.)  =  ^.y-+.j^  j^^  ^  (1)»..  ^  +  (2)^..^+ )  (100) 
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DKsser  nuM  mit  dem  ftüher  erbalteaen  filied  fSr  Glied  zusamnenCiUen ,  aelriB  hat  maa  felgeade  Be> 
ziehuagsgleichnngen  fnr  die  in  beiden  Torkommenden  Coefficienten : 

(1)»+.  ==  (i)«  -  « 

(2)...  =  (2)«  -  (n  -  1)  (0. 

(3)^.  =  (3)„  -  (n  -  2>  (2), 
(101) 

(»•)»+.  =  (r).  -  («  -  r  +  1)  (r  -  1), 


Sie  sind  simmtlieh  Differenzengpleichungen  von  einfaelier  Form  und  es  gibt  die  erste  von  ihnen,  weai 
man  in  ihr  der  Reibe  nach  n  in  n  —  1 ,  n  —  2 2,  1  verwandelt: 

(1)»     =  (1)«-.  -in-  i) 
,,^,  (0»-.  =  0)«-.  -  («  -  2) 

(0.      =  (i).     -  1 

Diese  Gleiehnngen  geben  addirt  mit  Rücksicht  auf  (i),  =  o,  wie  aus  der  ersten  der  Gleiehongen  (97) 
za  ersehen,  den  Werth  des  ersten  Coeffioienten  (1),  in  Function  des  Stellenzeigers  n,  dämlich: 

n(n— 1) 
(108)  (On  =  -  ^^^"-J-^ 

,,.   Jetzt  gehen  wir  zur  zweiten  der  Bestimmungsgleichungen  (101)  und  fuhren  in  dieselbe  anstatt  n  der 
Reihe  nach ,n  —  l,n  —  2,  3,2  ein.  Hiedurch  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen : 

(„_1)(„_2)« 


(2)„  =  (2)„_.  + 
(2)^.  =  (2)„_.  + 
(2)»-.  =  (2)^.  + 


2 

(n  — 2)(n  — 3)* 
(104)  V-.»-.  -w»-.    .  2 

(„_3)(„_4)» 


(2),      ==(2).      +  i 

Sie  geben,  addirt,  mit  Rücksicht  auf  (2),  =  0,  wie  aus  der  zweiten  der  (97)  zu  ersehen, 

(*»*)  _n(n-0(n-2)(3n-5) 

^  ^''  ~  2.3.4 

Ebenso  gibt  jetzt  die  Intisgration  der  dritten  der  Differenzengleichungen  (101),  die  auofa  so  gesehrieb« 
werden  kann: 

n(n-f)(n-2)'(3»-5) 
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ansgeffiiirt  naeh  den  bekannten  Methoden,.:  den  feigenden  Werlb: 

Genau  auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich  ans  der  folgenden  der  BesttmiiiugigMehangen  (10t):  i- 

/^ix         n(n  — l)(n— 2)(n  — 3)(n  — 4)tt5n»  — 270n»  +  1805n  — 4102]  ..^^ 

^*>" 2.3.4.U.2.8.8 ^^^ 

Von  nun  an  compliziren  sieh  aber  die  Ansdrncke  der  folgenden  CoelRcienlen  in  Function  von  n  und  es  *''  * ' 
ist  auch  nicht  gut«  ein  einfaches  Gesetz  ihrer  Bildung  zu  entdecken  mit  Ausnahme  des  recurrenten  im 
Systeme  der  Bestimmungsgleichungen  (101)  enthaltenen. 

Man  hätte  zur  Ermittlung  dieser  Coefficienten  auch  einen  anderen  Weg  der  Bestimmung  ^ 
einschlagen  können,  zu  diesem  Zwecke  von  der  allgemeinen  Formel  (230)  Gebrauch  machend,  die  für 
den  n^  Dffferentlalquotienten  von  e^^^  Seite  134  unter  symbolischer  Form  enthalten  und  durch  eine 
Tabelle  Seite   143  erläutert  ist.   Offenbar  findet  beides,   Formel  und  Tabelle  im  gegenwirligen  Falle 
Anwendung,  wenn  man 

/(pdx  =  —  /8e-y*,  also  9  =  ßyery'  =  ßyr 

setzt.  Bedient  man  sich  nun  der  Tabelle,  so  erhält  man,  die  in  derselben  ersichtlichen  Glieder  gruppen- 
weise zusammennehmend,  so  zwar,  dass  alle  die  mit  derselben  Potenz  von  r  als  Factor  verbundenen 
in  eine  Summe  vereinigt  werden,  genau  dieselben  Coeffiicientenwerthe,  die  eben  durch  Integration  der 
Differentialgleichungen  erhalten  worden  sind.  Bedient  man  sieh  hingegen  der  symbolischen  Formel,  so 
ist  es  leicht,  einen  ebenso  gestalteten,  d.  h.  symbolischen  Ausdruck  von  j6^^  im  Ganzen  sowohl,  wie 
auch  zerlegt  in  die  einzelnen  Bestandtheile ,  zu  gewinnen.  Er  ist  der  folgende: 

y'-  =  ^yy .s[(- ./  „  ,^_,^_, (.;;..p,,^,,y.    ß-^r] 

rt.  +  2«,  +  3a,  +  4a»  +  . . . .     =  n 

a,  +    a,  +•    a,  +    a»  + =  m 

(«.  +  «.  +  «.+ =p)  :^^^ 

* '"  "ß"  ® la,!aJ(i!)^^i2Jy^l  """"ß^®  la,/a,/a,/(l/)«'(2.')''«(3.0^J 

a^  +  2(x^=:n  ^   .    aj4-2a,  +  3ag=^ii  >; 

«1+  a,  =  n— 1  «4+  a,+  a,  =  n  — 2 


=  ^yyr 


Qje  AnfiBilg9pofi^u»enten  der  Bntwicklungsglieder  von  9^"^  \mm  sieh  ^w  mit  ili^den.I^- 
meln  ohne  Schwierigkeit  berechnen ,  bei  den  späteren  jedoch  wird  der  Caicul  immer  cempti^irtfr.  M}^ 
wird  daher  zur  Ermittlung  derselben  lieber  Gebrauch  machen  von  anderen  Formeln,  die  diese  Coefficien- 
ten geben,  angefangen  vom  letzten  derselben  und  den  Vorsgig  eine^  symmetrischen  Baues  besitzen,  der^^^'^ 


Ulit  ?I.    A  b  8  e  h  B  i  t  t 

auch  ein  allgemeines  Bildnngsgesetz  erkennen  Ilsst  Diese  Pörtneln  isiinen  auf  demselben  We|ge  der 
Induotion  gewonnen  werden,  indem  man  Jkemerkl»  dasa.^^"^  auch  hingestellt  werden  kSnne  in  der 
folgenden  Form: 

(109)  ^(-)  =  (_  i^^ßF^r^^  +  [i],  jL-  +  [2],  ^  +  [3].  ^  + } 

*'      Wir  differenziren  sie  nocti  einmal  nnd  erhalten: 
(110).    -     T''^^^^i-'irß^''9^''7^\^  +  ii[i].-iX^+ii[2]n-[i]^r^^ }     . 

Ein  zweiter  Werth  von  ^^"^^^  ersteht  aus  der  (109)  durch  Substitution  ?on  n+  1  anstatt  it.  ^r  ist: 
(111)   •  5c<'^0  =  (^  i).^*j^.^ji.  +  [*3„^.^+[j]^.^4.|:3]^._^4.  .....| 

Durch  Gleichsteilung  der  CoefRcienten  endlich  in  diesen  beiden  Werthen  fSr  ji^^'^  gehen  die  folgenden 
Bestimmungsgleichnngen  JierYor : 

[iWt  =  2[1]»  -     1 
[2U  =  3[2]„-[1]« 
t3U  =  4f3],-[2]„ 


Wir  nehmen  sie  der  Reihe  nach  vor.  Die  erste  von  ihnen  liefert  durch  Substitution  von: 

n  —  i,w—  2,n  —  3,  3,  2 

anstatt  n  und  mit  Rficksicht  auf  [l],  =  —  i,   wie  die  zweite  der  Formeln  (97)  lehrt,  folgendes 
System  von  Gleichungen: 

.<?.»?)  • 

lO.   =2W.    -* 

[1],      =  -  1     .  , 

Sie  liefern,  beziehlich  mit  1 ,  2;  2\  2% multiplizirt  und  addirt: 

(114)  [1]„  —  --  2*-*  +  1  =  -  [2-*  -  l«^*] 

Auf  dieselbe  Weise  behandelt  gibt  die  zweite  der  vorliegenden  Bestimmungsgleichungen  mit  Rucksiekt 
auf  den  eben  gewonnenen  Werth  von  [l]„  und  auf  [2],  =  i,  wie  die  dritte  der  Ftormelii  (97)  lehrt, 
fblgenden  Werth  für  [2]„ : 

(115)  [2]n  =  l  [3"-*  -  2.2"-*  +  r*] 
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Ebenso  gibt  die  dritte  der  vorliegenden  Bestimoumgegleielituigen«  mit  Röeksiebt  auf  das  eben  eriiallene 
[2]„  nnd  [3]^  =  1 ,  den  folgenden  Werth  von  [3]« : 

Man  gewahrt  in  diesen  Ausdrucken  bereits  die  BinominaleoeSIcienten  und  findet  sich  zur  Vermuthung 
veranlasst»  dass  allgemein 

W„  =  (-  iY  33^      ;.  [(r  +  ir-  -  (;)  r*-  +  (J)  (r  -  1)-^  .    . ; .]  (117) 

ausfallen  werde.  Diese  Vermuthung  wird  auf  dem  bekannten  Wege  der  mathematischen  Induction  da- 
durch zur  Gewissheit  erhoben,  dass  man  die  Giltigkeit  dieser  Formel  fSr  die  nächst  höhere  Zahl  r  + 1 
erweist,  wenn  sie  für  den  Stellenzeiger  r  giltig  war.  Hiezu  ist  aus  der  Reihe  der  Bestimmungsglei- 
chungen (il2)  die  folgende  nutzlich: 

W«+.  =  (r  +  1)  [r],  -  [r  -  i]„  (118) 

Ssbstituirt  man  in  dieselbe  anstatt  [r]^  den  eben  angenommenen  Werth,  anstatt  [r]^^^  dasjenige,  was 
aus  demselben  wird,  wenn  man  n  durch  n  +  l  ersetzt,  endlich  anstatt  [r  —  i]^  das  aus  eben  der- 
selben Formel  durch  Substitution  von  r  —  1  anstatt  r  Gewonnene,  so  hat  man  eine  identische  Glei- 
chung, womit  die  allgemeine  Giltigkeit  der  (117)  fär  jedes  r  und  jedes  n  ausser  allem  Zweifel  gesetzt 
ist  Erwägt  man  noch  uberdiess,  dass  die  beiden  in  unseren  Formeln  f3r  yS^^  vorkommenden  Symbole: 
[r]„  und  (n  —  r  —  1)„  einerlei  Coeflficienten  andeuten,  so  hat  man  folgende  allgemeine  Gleichung: 


[r\n  =  (n  -  r  -  1)„  =  (-  ^Y  yj[ir  +  O""*  -  (j)  r«-  +  (j)  (r  -  1)-*  - ] 

=  l,  [l"-*  -  ([)  2"-  +  .(Q  3"-  - +  (-  \Y  (r  +  0"-*] 

Die  für  die  speciellen  Werthe  des  Stellenzeigers  r 

r  =  n  —  l,n  —  2,n  —  3,  w  —  4,n-—  5 
zu  den  folgenden  merkwürdigen  Relationen  fuhren: 


(fttj 


■  nt 


n(n-i)(n-2)'(n— 3)» 


2.3.4.2 


=^"^^~'  1.2.3/  (»-4)  [(»-3)"--("7*)(n-4y-'-H(V>-^y-'- ] 
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n(n~  t)(»— 2)  (n— 3)(»-~4)  (15n*  —  270»*!^  1805»  —  4102) 

2.3.4.5.2.3.8 


,;.,,=^-'>-..a.3...'..(n-»)[»-"^'-("7'')(''-')"--^("7')("-«)-- ] 

ja  noch  mehr,  wenn  man  anstatt  r  entweder  n  oder  eine  Zahl  m  +  n,  die  ^S8er  Ist  als  n,  substituirt, 
so  ist  offenbar  der  Werth  des  Coefficienten  [r]„  der  Nulle  gleich.  Man  hat  daher  gfanz  aUgemidn  fnr 
beliebige  ganze  und  positive  Zahlen  oder  Null ,  anstatt  m  ud  n  gesetzt : 

(1«1)      0  =  (m  +  n  +  1)»-^  -  {^'  +  '^j  (m  +  w)»-  +  (»*  +  » j  (m  +  n  -  l)»"^  - 


(W) 


Diese  Relationen  versprechen  einigen  Nutzen  bei  der  Integration  solcher  Differentialgleicbongen,  welche 
die  Transcendente  je  in  ihren  Coefficienten,  mithin  im  Ausdrucke  ihres  Integrales  enthalten,  auch  sieht 
der  Analyst  aus  diesen  Entwicklungen,  dass  es  mindestens  bei  grossen  Werthen  des  Differentiations- 
index n  räthlich  sei«  die  Berechnung  des  jc^^^  von  zwei  verschiedenen  Seiten  anzufangen,  indem  die 
Anfangscoefficienten  als  Summen  von  arithmetischen  Reihen  besser  durch  die  für  (i)„,  (2)„,  (3)„,  . . . 

anter  (103)  (105)  (106) gewonnenen  Formeln,  die  Endcoeffieienten  hingegen,  die  mehr  mit 

Summen  geometrischer  Reihen  in  Verwandtschaft  stehen,  bequemer  durch  die  Formeln  für  [ijn,  [2],^  . . . 

vorflndig  unter  (114)  (115)  (116)  der  Berechnung  unterworfen  werden. 

Diese  Analysis  setzt  uns  noch  überdiess  in  den  Stand,  den  neu  ermittelten  n^^^  Differenlial- 
quotienten  von  ^  in  einer  anderen  von  der  (108)  verschiedenen  symbolischen  Fora  wiederzugeben.  Es 
lasst  sich  nämlich  offenbar  der  unter  (119)  aufgezeichnete  Werth  von  [rj^^  in  symbolischer  Bezeich- 
nungsweise wiedergeben,  wie  folgt: 

a  -f-  (ä)  =  r 


oder  da  man  hat: 


W  o/od/ 


noch  etwas  kurzer: 

a  +  ist)  =  r 
Hiemit  bildet  man  nun  den  folgenden  Werth  von  y,^^^ 

a-|-u>=l  a  -\-  v>  ^=  2 


Die  Bestandtbeile  des  zweiten  Theiles  dieser  Gleichung  unterscheiden  sich  lediglich  darin,  dass  in  ihnen 
der  Stellenzeiger  r  alle  möglichen  Werthe  von  0  bis  n—\  annimmt,  ja  man  kann,  ohne  die  Rich- 
tigkeit des  Resultates  zu  gefährden,  sagen,  alle  möglichen  Werthe  von  0  bis  cx),  weil  sämmtliche 
Summen,  in  denen  r^n  —  1  ist.  Null  zum  Werthe  bekommen.  Man  kann  also  die  Formel  noch 
kurzer  schreiben,  indem  man  nur  eine  einzige,  nämlich  die  mit  dem  allgemeinen  Stellenzeiger  r  ver- 
sehene der  im  zweiten  Theile  der  vorliegenden  Gleichung  vorhnndenen  Summen  aufzeichnet,  und  die 
Bedingungsgleichung  ganz  und  gar  weglässt.  Es  ist  also: 


y'"  =  ß-rr^l^-  0'  '^^,  ^  < 


Die  Summirung  ist  auszudehnen  auf  alle  ganzen  und  positiven  Werthe  von  r  sowohl,  wie  auch  von  a, 
die  Nulle  mit  eingeschlossen. 

Die  mathematische  Analysis  hat  sich  bisher  vorzugsweise  beschäftigt  mit  algebraischen  und 
mit  solchen  Functionen,  die  sich  mit  algebraischen  sehr  leicht  in  Beziehung  bringen,  d.  h.  vermittelst 
der  Mac-Laurin'schen  Formel  in  convergirende  Reihen  entwickeln,  mithin  in  Potenzsummen  verwan- 
deln lassen,  was  eine  Zerlegung  vorstellt  in  einzelne  Bestandtheile,  die  verschiedenen  Grössenordnungen 
angehörig  sind.  Hiedurch  ist  offenbar  das  Mittel  gegeben,  Functionen  von  sehr  verschiedener  Natur 
mindestens  in  ihren  Bestandtheileu  unter  einander  zu  vergleichen,  wenn  sie  auch  direet  und  im  Ganzen 
nicht  gut  mit  einander  verglichen  zu  werden  vermöchten.  Andere  unstetige  analytische  Gebilde  gehörten 
bisher  stets  zu  den  Ausnahmen  und  wollten  sich  unseren  gangbaren  analytischen  Formen  nicht  fugen, 
daher  sie  auch  im  Gebiete  der  Mathematik  nur  sehr  spärliche  Verwendung  fanden,  wiewohl  sie  oft 
genug  geometrisch  construirt  in  der  Natur  vorkommen,  die  gegen  unstetige,  plötzliche  Uebergänge 
keineswegs  eine  solche  Scheu  trägt,  wie  die  Mehrzahl  unserer  mathematischen  Formeln.  Wohin  man 
auch  sehen  mag,  man  gewahrt  die  Function  x  untermischt  mit  anderen  stetigen,  die  manchmal  auch 
algebraische  sind,  geometrisch  construirt.  Begrenzung  ist  in  der  Natur  etwas  ganz  Gewöhnliches,  in 
der  Mathematik  hingegen  kennen  wir  zwar  das  Wort  und  das  den  Begriff  ausdruckende  Zeichen,  wir 
besitzen  sogar  eine  kleine  Auswahl  von  Symbolen  zur  Bezeichnung  dieses  Begriffes,  die  immer  reicher 
zu  werden  verspricht  Diess  hilft  uns  aber  in  der  Wissenschaft  so  lange  nur  sehr  wenig,  als  wir  damit 
nicht  rechnen  können,  und  rechnen  können  wir  mit  Bequemlichkeit  erst  dann,  wenn  wir  diese  unsteti- 
gen Gebilde  mit  einerlei  Massstab,  wie  die  gangbaren  Functionen  erster  und  zweiter  Classe  zu  messen 
im  Stande  sind  d.  h.  wenn  wir  sie  auf  einerlei  Form,  etwa  Reihenform  zurückzuführen  vermögen.  Die 
Yorzonebmenden  Reehnungsoperationen ,  namentlich  Integration  von  Differentialgleichungen,  die  in  ihren 
Coefflefenten  solche  Gebilde  enthalten,  bleiben  auch  unter  solchen  günstigen  Umständen  noch  immer 
sdiwierig  genug  und  mfissen  offenbar  noch  viel  schwieriger  werden,  wenn  diese,  verschiedenen  Classen 
aogehörigen  Punctionsformen  als  einander  völlig  fremde  Elemente  gar  keinen  Vergleich  zulassen. 
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Diess  ist  nan  in  Bezug  auf  die  Function  y,  und  die  ihr  verwandte  xr  bisher  noch  immer  der 
Fall.  Wenn  man  sie  zur  Bezeichnung  eines  plötzlichen  Ueherganges  verwenden  wilU  muss  man  die  in 
ihnen  vorfindigen  ß  und  y  als  unbegrenzt  wachsende  Zahlen  auffassen,  dann  aber  lässt  sich  die  Mac- 
Lauri nasche  Formel  zur  Entwicklung  des  y,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  durchaus  nicht  in 
Anwendung  bringen«  selbst  wenn  man  sieh  x  der  Trennungssehichte  angehörig,  mithin  sehr  klein  denkt. 
Eine  andere  Form,  als  die  der  aufsteigenden  Reihe,  auf  die  alle  Recbnungselemente  znruckgefuhrt  wer- 
den können,  aufzustellen,  gelang  bisher  nicht  und  es  werden  vermuthlich  diese  merkwürdigen  analyti- 
schen Gebilde  den  Analysten  kommender  Zeiten  noch  viele  Schwierigkeiten  bereiten.  Die  Natur  des 
vorgelegten  Problemes  gestattet  indessen,  diese  Schwierigkeiten  zu  umgehen  und  die  Rechnungen 
lassen  sich  auf  Grundlage  des  Wenigen,  was  man  über  die  Function  y.  weiss,  zur  Noth  durchfuhreo. 
Es  ist  nach  dem  Ergebnisse  der  bisherigen  Betrachtungen  beiläufig  Folgendes:  Die  Exponentielle  dritter 
Classe  y.  hat  nur  positive  Werthe;  für  negative  x  nämlich  ist  sie  beständig  Null,  für  positive  x  be- 
ständig Eins,  für  nahe  an  Null  liegende  geht  sie  plötzlich  von  Null  in  Eins  über.  Dieselbe  Eigenschaft 

kommt  aber  auch  allen  Potenzen  von  y  zu,  wie  y*^  y*,  je",  es  ist  mithin  y  in  der  Rechnung 

zu  den  endlichen  Grössen,  denen  man  gewöhnlich  die  Ordnungszahl  Null  zuschreibt,  zu  zählen. 

Die  Function  yr  hingegen  hat  nur  in  der  Nähe  von  x  =  0  von  Null  verschiedene  Werthe. 
Da  der  grösste  von  ihnen  —  ist  und  da  ß  eine  unbegrenzt  wachsende  Zahl  andeutet,  so  ist  yr 
mit  dem  sehr  kleinen  Bruche  ~  einer  und  derselben  ersten  Ordnung  der  Kleinheit  angehörig.  Es  ist 
ferner  klar,  dass  auch  jedes  Produkt,  wie  y'^r^^  wenn  n  und  tn  positiv  und  von  Null  verschieden  sind, 
dieselbe  Eigenschaft  mit  yr  theüe.  Ueber  die  Grössenordnung  jedoch ,  zu  welcher  ^'r'*  =  x  gehörig 
ist,  verschafft  man  sich  dadurch  Aufschluss,  dass  man  das  Maximum  dieses  Produktes  sucht.  Man  hat 
aber  für  dasselbe: 

(1«6)  ^  =  yy^r^nßr  —  m)  ==  0 

Hieraus  folgt: 

Diess  gibt: 

als  grössten  Werth  des  in  Rede  stehenden  Produktes.   Er  ist,  wie  man  sieht,  dem  kleinen  Bruche  -- 

proportional,  mithin  ist  ein  jedes  so  gestaltete  Produkt  eine  sehr   kleine  Grösse  der  m^^  Ordnung,  so 

zwar,  dass  sich  die  Ordnungszahl  desselben  nur  nach  dem  Exponenten  m  des  r  richtet  und  von  dem 

n  des  y  völlig  unabhängig  ist.  Endlich  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  in  dem  ganzen  Bereiche  der 

Werthe  von  x,  in  welchem  x  und  xr  variabel  ist,  d.  h.  in  der  Trennungsschichte,  deren  Dicke  oben 
2  log  ß  11 

als  gleich  erkannt  worden  ist,  auch  das  x  mit  den  Brüchen  -  und  -,  sohin  auch  mit  xr  zo 

y  ß        y  ^ 

einerlei  Grössenordnung  zu  zählen  sei.   Diese  Bemerkungen  werden  das  Sortiren  der  Glieder  in  der 
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Rechnung  erleichtern.   Aus  ihnen  und  der  Betrachtung  der  Formeln  (97)  für  jc\  y!\  y!*\  geht 

noch  uberdiess  hervor,  dass  diese  DifTerentialquotienten  beziehlich  m\i  y^  y^^  y*,  zu  einerlei 

Grössenordnung  gehörig  seien,  woraus  dann  unmittelbar  die  Nichtanwendbarkeit  der  Mac-Laurin'schen 
Formel  zur  Entwicklung  des  y,  erschlossen  werden  kann. 

Kehren  wir  jetzt  zu  unseren  Differentialgleichungen  (84),  (85),  (87)  zurück.  Es  vermag  jede 
von  ihnen  durch  den  Coefficienten  a,,«,  ^„|,  X^^  dividirt  zu  werden,  wodurch  sie  einen  ersten  CoefA- 
cienten  Eins  erlangt,  dem  man  daher  eine  sprungweise  Veränderung  des  Werthes  in  der  Nähe  von 
o:  =  0  nicht  zuzumuthen  braucht.  Wir  setzen  dem  gemäss: 

«,„  =  A^n  =  A,„  =  1 

voraus.  Der  erste  Schritt,  den  man  zur  Integration  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  thut,  besteht 
in  der  Frage  nach  der  Möglichkeit  eines  periodischen  Zustandes,  die  in  der  folgenden  Substitution 
enthalten  ist: 

y  =^  T)  Sin  cU    oder    y  ="  r)  Cos  at.  (189) 

Die  Antwort  darauf  ist  in  den  folgenden  drei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  enthalten: 
d^'f)         ,        d*"''r}  ,    dt) 

Die  erste  gilt  für  negative,  die  zweite  lediglich  für  positive  x  und  die  dritte  soll  beide  in  sich  be- 
greifen. Ferner  enthalten  die  Coefficienten  a^,  A^^  X^  jeder  ein  Glied  mit  a*,  sind  also  sämmtlich 
von  der  Form: 

C  +  Da* 

und  es  muss  sowohl  C,  wie  auch  D  der  sprungweisen  Veränderung  an  der  Trennnngsfläehe  fähig 
gedacht  werden. 

Um  jetzt  die  Coefficienten  X  so  zu  bilden,  dass  sie  die  Werthe  a  auf  der  Seite  der  nega- 
tiven ,  hingegen  die  Werthe  A  auf  der  Seite  der  positiven  x  und  zum  Theil  auch  solche  annehmen, 
die  nur  an  der  Trennungsfläche  von  Null  verschieden  sind,  kann  man  sich  der  Functionen  je  und  yr 
anf  mannigfache  Weise  bedienen ,  und  darf  es  anch ,  da  man  die  eigentliche  Art  des  Ueberganges  von 
einem  Mittel  in  das  andere  nicht  kennt  und  sich  demgemäss  begnügen  muss,  dasjenige  nur  auf  dem 
Wege  des  Caiculs  zu  ermitteln,  was  der  Werthverändening  der  Coefficienten  selbst  ohne  Rucksicht 
auf  das  Wie  derselben  als  Folge  angehört.  Wir  erkiesen  also  eine  Art  der  Bildnng  der  Coefficienten 
X  aus  dem  a  und  il,  die  nach  den  Ergebnissen  der  Formenlehre  die  einfachsten  Rechnungen  'beim 
Integrireh  vet^richt.  Wir  statuiren  namentlich: 

S2  ♦ 
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X.      =  «.       +  f-^A,  -  a.) 
X.      =  «.      +  ;c"  (^.  -  a.) 

Eine  Ausnahme  hievon  machen  nur  diejenigen  Coefficienten ,  von  deren  Dasein  man  durch  die  Aufstel- 
lung der  Differentialgleichung  selbst  Kunde  gewonnen  hat,  die  jedoch  der  Nulle  gleich  werden  diesseits 
und  jenseits  der  Trennungsschichte  und  nur  in  der  Nähe  derselben  einen  bekannten  oder  unbekannten 
Werth  E  annehmen.  Wäre  z.  B.  X^n_r  ein  solcher  Coefficient,  so  stellen  wir  ihn  auf  folgende 
Weise  dar: 

(134)  X,^  =  rßefr.E 

Nach  einem  allgemeinen,  in  der  Formenlehre  Seite  286  des  I.  Bandes  ausgesprochenen  Ge- 
setze kann  eine  Differentialgleichung  mit  Coefficienten  von  einer  beliebigen  n^"  Classe  nur  höchstens 
Integrale  der  nächst  höheren  Classe  n  4-  i  enthalten.  Durch  Betrachtungen ,  die  den  am  angezeigten 
Orte  angestellten  congruent  sind,  überzeugt  man  sich  ferner,  dass  in  dem  Integrale  einer  Differential- 
gleichung, gedacht  in  der  Form  e^V«'-'  die  Function  o  noth wendig  dieselbe  Transcendente  der  höchsten 
Classe  beherbergen  müsse,  die  sich  auch  in  den  Coefficienten  vorfindet  und  zwar  in  einer  den  Vor- 
schriften der  Formenlehre  völlig  congruenten  Weise.  Nun  sind  gegenwärtig  die  Gleichungscoefficienten 
nach  y.  genommen  der  Reihe  nach  von  der  Ordnung  0,  1,  2, 2u,  von  Coefficienten  zu  Coeffi- 
cienten eine  Ansteigung  gleich  Eins  in  der  Gradzahl  bietend,  mithin  ist  ^  nach  diesem  ji  vom  Grade 
Eins  und  kann  vielleicht  von  der  einfachen  Form 

vorausgesetzt  werden.  Diess  ist  der  beabsichtigte  Vortheil  der  in  der  Form  (133)  gewählten  Coefficien- 
ten. Man  kann  sich  indessen,  ohne  diesen  Vortheil  aufzugeben,  jeden  der  X  auch  noch  Iganz  anders 
hingestellt  denken,  indem   man  ihm  beliebige,  jedoch  seine  Ordnungszahl   nach  ^,  wie  er  sie  in  den 

(133)  besitzt,  nicht  überschreitende  Glieder  hinzufügt,  die  die  Eigenschaft  haben,  bei  dem  fortwähren- 

C    C 

den  Wachsen  von  ß  und  y  gegen  die  Nulle  zu  convergiren.   Solche  wären  nicht  nur    -,  — ^  sondern 

/^     y 
auch  Cp-,  CßjcT^n  Cß""*  Tc^V  u.  s.  w.  und  es  können   diese  Zusätze  zu  den  Coefficienten  beliebigen 

Ordnungen  der  Kleinheit  angehörig  gedacht  werden,  wenn   man  sich  hievon  in  der  Rechnung  irgend 

einen  Nutzen  verspricht.   Auch  kann  man  sie  anfügen  in  beliebigen  Stadien  des  Caiculs   und  in  dem 

Augenblicke,  wo  es  irgend  ein  Bedürfniss  erheischt. 

Der  Leser  wird   sich  einen  besseren  Begriff  machen   von  demjenigen,  was  hier  beanstreU 

wird,  wenn  er  annimmt,  dass  man  weniger  beabsichtige  die  Integration  der  Differentialgleichung  wi 

den  X  genannten  Coefficienten  zu  vollbringen,  als  vielmehr  sie  zu  umgehen  und  dennoch  des  Einflussf 

der  an  der  Trennungsstelle  statthabenden  Veränderung  auf  die  Phänomene  theilhaflig  zu  werden. 
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Wir  beginuen  zu  diesem  Zwecke  damit,  die  DiflfereQtialgleichuogen  (130)  und  (131),  die 
noch  ohne  y,  sind ,  der  Integration  zu  unterwerfen.  Wir  erhalten  von  jeder  ein  allgemeines  Integral 
mit  2n  willkürlichen  Const^nten.  Fassen  wir  die  particnlären  Integrale  in  der  Form  e-^**'  auf,  so  ist 
9  2n-wertbig  und  es  möge  die  (130)  liefern: 

^  =  By9^^  +  Ä,«^?«^  + +  B,y^*-^  ( 

hingegen  möge  die  der  Integration  unterworfene  (131)  geben: 

jj  =  Cc^»*^  +  C.e-^«''^  + +  C,„e-^«"^^  ( 

so  reduzirt  sich  offenbar  jeder,  wie  folgt,  gestaltete  Ausdruck: 

wenn  man  in  demselben  den  Stellenzeigern  r  und  9  ganz  beliebige  gleiche  oder  verschiedene  Werthe 
beilegt,  liegend  zwischen  1  und  2n,  für  negative  Werthe  von  x  auf  eines  der  in  der  Formel  (135) 
enthaltenen  particnlären  Integrale,  leistet  mithin  für  negative  x  der  nur  für  solche  giltigen  Differential- 
gleichung (130)  Genüge,  iiingegen  reduzirt  sich  eben  derselbe  Ausdruck  für  positive  x  auf  irgend  eines 
der  particnlären  Integrale  in  der  Form  (136),  leistet  also  der  für  eben  solche  x  giltigen  Differential- 
gleichung (131)  Genüge,  mithin  hat  derselbe  die  Eigenschaft,  beide  Gleichungen  zu  erfüllen  und  wenn 
man  ihn  nur  noch  zwingen  könnte,  auch  der  dritten  (132)  und  zwar  nur  für  sehr  kleine,  im  Bereiche 
der  Trennnngsschichte  liegende  x  zu  erfüllen,  so  wäre  dieser  Ausdruck  eine  specielle  Auflösung  des 
Reflexionsproblemes.  Letzteres  geht  aber  nicht.  Jedoch  kömmt  zu  bemerken,  dass  man  jedes  der  o,  näm- 
lich 9^,  9,,  ip^n  "iil'  jedem  der  i/',  nämlich  mit  i/\i  i/\ i/'.n  zu  combiniren  das  Recht 

habe,  wodurch  sich  Ausdrucke  in  der  Form  (137)  4n*  an  der  Zahl  ergeben,  deren  jedem  eine 
andere  Integrationseonstante  D  angefugt  werden  kann.  Vielleicht  lassen  sich  nun  diese  ebenfalls  4n* 
an  der  Zahl  vorhandenen  D  entweder  alle  insgesammt,  oder  gruppenweise  so  wählen,  dass,  wenn 
auch  nicht  die  einzelnen  Ausdrucke  (137),  doch  mindestens  die  Summen  aller  oder  mehrerer  derselben 
gruppenweise  zusammengenommen,  die  Differentialgleichung  erfüllen,  d.  h.  vielleicht  lassen  sich  in  dem 
folgenden  Ausdrucke: 

die  mit  D  bezeichneten  Constanten  in*  an  der  Zahl  so  wählen,  dass  derselbe  für  nahe  an  Null  lie- 
gende X  die  Diff'erentialgleichung  (132)  identisch  erfüllt,  mithin  ein  Integral  derselben  darstellt,  ver- 
sehen mit  einer  bestimmten  Anzahl  von  Constanten.  Die  Differentialgleichungen  (130)  und  (131)  erfüllt 
er  ohnediess,  mithin  wäre  er  dann  je  nach  der  Anzahl  der  darin  vorfindigen  Constanten  entweder  eine 
allgemeine  oder  eine  partieuläre  Auflösung  des  Schwingungs-,  respective  Reflexionsproblemes  und  zwar 
eine  allgemeine,  wenn  der  erübrigten   Constanten  2n  an  der  Zahl  sind,  mithin  der  auf|[eopferten 
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4^1*  _  2n  =  2n(2n  —  t),  nnd  eine  particuläre,  wenn  man  weniger  als  2n  Constanten  erübrigt  hat. 
Im  letzteren  Falle  wäre  dann  das  Integral  dnreh  die  bekannte  Methode  der  Variation  der  Constanten 
zQ  eoropletiren. 

Diess  ist  aber  noch  nicht  Alles,  und  es  liegen  noch  mehr  Hilfsmittel  in  der  Natur  dieses 
Problemes,  zu  den  gesuchten  Genüge  leistenden  Werthen  zu  gelangen.  In  der  Tbat  wird  nicht  bloss 
jeder  Ausdruck  von  der  Form  (137)  die  Eigenschaft  besitzen,  sowohl  ein  Integral  der  DilTerential- 
gleichung  (130)  als  auch  eines  der  anderen  (131)  darzustellen,  sondern  man  wird  dasselbe  auch  sagen 
können  von  der  folgenden  anderen  Function: 

(189)  [B  -1-  Cjc]  e^cs^xCH?)Jrf^ 

Sie  ist  dadurch  von  der  (137)  unterschieden,  dass  anstatt  einer  einzigen  Constanten  D  hier  deren 
zwei ,  nämlich  B  und  C  auftreten.  Wieder  kann  man  jeden  der  2n  Werthe  von  (p  mit  einem  jeden 
der  Werthe  von  1/7  combiniren  und  hiezu  die  Constanten  B  und  C  anders  stets  und  anders  wählen. 
Die  80  gewonnenen  Ausdrucke  summirend,  gelangt  man  dann  abermals  zu  einem  Integralausdrucke, 
wie  der  (138)  ist  mit  der  doppelten  Anzahl  von  Constanten  jedoch,  über  deren  Werthe  verfiigt  werden 
kann,  Sn*  nämlich.  Nachdem  man  nun  deren  2n  braucht  zur  Darstellung  des  allgemeinen  Integra- 
les der  Differentialgleichung  (132)  für  sehr  kleine  Werthe  von  x,  so  sind  der  disponiblen  annoch 
8n*  —  2/4  =  2n(4n  —  1)  vorhanden.    Die  Anzahl  dieser  Constanten   ist  eine  sehr  beträchtliche,  für 

n=^l,2,3,  nämlich  hat  man  deren  beziehlieh  6,  28,  66 die  offenbar  durch  ebenso 

viele  Gleichungen  in  Function  der  übrigen  auszudrucken  sind.  Sie  sind  aber  keineswegs  überflüssig, 
weil  man  auch  eine  sehr  bedeutende  Anzahl  von  Gliedern  des  Substitutionsresultates  wegzuschaffen  hat, 
damit  sich  dasselbe  auf  Null  reduzire,  ja  sie  reichen  zu  diesem  Zwecke  nicht  einmal  zu. 

Es  ist  aber  auch  nicht  notbwendig,  dass  das  Resultat  der  Substitution  des  aus  4n*  oder  auch 
aus  8n*  Gliedern  bestehenden  Integralausdruckes  in  die  (132)  in  aller  Strenge  Null  sei,  es  ist  vielmehr 
nur  erforderlich,  dass  dieses  Substitutionsresultat  die  Eigenschaft  besitze,  bei  dem  unendlichen  Wachsen 
von  /8  und  y  gegen  Null  zu  convergiren.  Da  nämlich  ß  =  Qo  und  y  =  co  einer  Trennungsfläebe  ent- 
spricht, so  wird  der  so  gewonnene  Integralausdruck  für  eine  Trennungsfläche  die  Lösung  des  Reflexions- 
problemes  in  aller  Strenge,  für  noch  nicht  unendliche  aber  bereits  sehr  grosse  ß  und  y  hingegen 
wenigstens  in  erster  Annäherung  in  sich  enthalten,  d.  b.  er  wird  den  analytischen  Ausdruck  bieten 
derjenigen  Erscheinungen,  die  von  der  Dicke  der  Trennungsschichte  unabhängig  dieselben  bleiben,  ob 
es  jetzt  eine  Trennungsfläche  oder  eine  Trennungsschichte  gibt.  Den  Einfluss  der  Dicke  nnd  des  Ueber- 
gangsgeselzes  von  einem  Mittel  in  das  andere  in  der  Trennungsschichte  zu  erörtern,  ist  Obliegenheit 
einer  zweiten  Annäherung  und  diess  nicht  bloss  desshalb,  weil  wir  vorderhand  bei  unserer  völligen 
Unkenntniss  dieses  Uebergangsgesetzes  nicht  anders  können,  sondern  selbst  dann,  wenn  wir  auf  theo- 
retischem Wege  — denn  der  des  Experimentes  wird  nie  dahin  führen  —  das  Gesetz  dieses  Ueberganges 
wirklich  kennen  gelernt  hätten,  mussten  wir  noch  immer  im  Geiste  der  echten  WIssenschaftsforschong 
vorgehend,  die  Wirkungen  der  verschiedenen  Ursachen  von  einander  sondern  und  zuvörderst  dasjenige 
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erörtern,  was  von  der  Beschaffenheit  der  Trennungsschiehte  unabhängig  ist«  dann  aber  zu  dem  davon 
abhängigen  übergehen. 

Es  ist  nieht  gerade  uothwendig,  dass  die  Integrale  der  beiden  Differenliaigleiehungeo  (130) 
und  (13 IJ  in  der  Form  e^^*^^  oder  e^'^^  erseheinen;  mau  kann  manchmal  q>dx  und  ii>dx  bequem  zur 
Integration  bringen  und  wird  dann,  wenn  fodx  =  P,  f^dx  =  Q  vorausgesetzt  wird,  etwas  an- 
ders gestaltete  allgemeine  Integrale  mit  je  2/i  willkürlichen  Constanten  erhalten,  als  die  (135)  und  (136) 
sind,  nämlich: 

ij  =  B,e"^  +  Ä,€f"«  + +  Ä,„€?"-  (140) 

7;  =  C,e^^  +  C,e^^  4- +  C.^e^««  (141) 

Aus  ihnen  wird  man ,  jede  der  Functionen  P  mit  jeder  der  Functionen  Q  combinirend ,  Ausdrücke  4n* 
an  der  Zahl  construiren  können,  welche  sämmtlich  die  Eigenschaft  besitzen,  Integrale  beider  Gleichun- 
gen (130)  und  (131)  darzustellen.  Einem  jeden  kann  man  einen  Factor  anhängen,  der  entweder  eine 
einzige  Constante  ist,  oder  deren  zwei  in  der  Form: 

B  +  Cji 

enthält,  oder  auch,  wenn  man  will,  mit  3n  solchen  in  der  Gestalt: 

»  +  Cx  +  Gx' 

versehen  ist  u.  s.  w.  Alle  die  so  gewonnenen  Prodnkte  sumniirend,  erhält  man  dann  wieder  einen 
Ausdruck  für  rj  in  der  folgenden  Form: 

Tf  =  (Ä,„  +  C,,,;c)€f''»^xcv-^v.  +  (Ä^,^  +  C\„;:)e''«^X^<^«-">^  + 

(Ä.nM+  e.„.7:)e'^--Xt^.-''.-  +  (B,„,,  +  C.,„;c)e"-^xc<^«-"-^  + 

von  welchem  man  verlangen  kann,  dass  er  bei  schicklicher  Wahl  aller  oder  mehrerer  der  darin  ent- 
haltenen 8n'  Constanten  das  Polynom  der  Differentialgleichung  (132)  auf  einen,  für  unendliche  ß  und  y 
verschwindenden  Werth  zurückführe,  mithin  je  nach  der  Anzahl  der  in  ihm  noch  vorhandenen  will- 
kfirlichen  Constanten  entweder  ein  allgemeines  Integral,  oder  nur  ein  particuläres  dieser  Differential- 
gleichung darstelle  für  sehr  nahe  an  Null  liegende  x. 

Welchen  immer  nun  der  in  Rede  stehenden  Differentialausdrücke  man  in  die  Differential- 
gleichung einführen  mag,  man  erhält  immer  ein  Substitutionsresultat,  das  aus  4ii*  verschiedenen  Glie- 
dern zusammengesetzt  ist,  deren  jedes  eine  andere  Exponentialgrösse  zum  Factor  hat.  Allen  entsprechen 
gewöhnlich  Exponenten,  die  für  sehr  kleine  x  ebenfalls  sehr  klein  sind.  Diess  ist  z.  B.  immer  der  Fall, 
wenn  die  Coefficienten  a  und  A  der  beiden  Gleichungen  (130)  und  (131)  constant  sind,  dann  sind 
nämlich  auch  9  und  \Ji>  constant  und  es  besteht 

P  =  ^a:  ,    0  =  0x  (148) 
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Diese  Exponentialgrössen  werden  sich  daher  entwickeln  lassen  in  sehr  convergirende  Reihen.  Diess  thot 
man  und  zwar  in  Gliedern  mindestens  ?n  an  der  Zahl,  weil  die  anderen  Factoren,  nach  ß  und  y 
genommen ,  Elemente  enthalten  von  der  2n  —  1"^«'"  bis  2n<«n  GrSssenordnung.  Das  SubstitotionsresuUat 
erscheint  dann  in  Form  einer  Summe  von  Gliedern,  wie: 

(144)  Ä^rV^a?" 

Man  orientirt  sich  zuvörderst  über  die  Ordnungszahl,  die  einem  jeden  solchen  Gliede  angehört,  indem 

man  bei  Anwesenheit  eines  oder  mehrerer  x  sowohl   r,  wie  auch  x  der  ersten  Ordnung  der  Kleinheit 

1  1  ' 

beizählt,  als  mit  den  Brüchen -- und  -  vergleichbar,  und  schafft  durch  Nullsetzen  der  Coefficienten  alle 

0  7 

solchen  Potenzprodukte  weg,  wenn  sie  nicht  zu  irgend  einer  Grössenordnung  gehörig,  d.  h.  mit  irgend 

einer  Potenz  von  ß  und  y  vergleichbar  sind. 

So  viel   lässt  sich   allgemein   sagen   über  das   hier  einzuschlagende  Rechenverfahreo.    Die 

Methode  ist  noch  zu  neu,  als  dass  es  möglich  wäre,  ihr  eine  weitere  Ausbildung  zu  ertheilen.  Erst  im 

Herbste  des  Jahres  1857   entstanden,  hat  sie  ihre  Wirksamkeit  nur  erprobt  bei  zwei  verschiedenen 

Reflexionsproblemen  dieser  Art,  nämlich  erstens   bei  Schwingungen  solcher  gespannten  Saiten,  die  aus 

mehreren  Stücken   von   verschiedener  Stärke  zusammengesetzt  sind   und  zweitens  in  der  Lichtlehre; 

allein  selbst  das  ist  schon  genug,  um  ihr  einen  Platz  unter  den  wichtigeren  Methoden  der  Analysis  zu 

sichern.   Die  zwei  Abhandlungen,  von  welchen   hier  die  Rede  ist,  befinden  sich   in  den  Denkschriften 

der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften.    Der  geneigte  Leser,  der  Beispiele  zu  derselben  wünscht, 

möge  sich  daher  an   diese  Abhandlungen  wenden;  dem  vorliegenden  Werke  jedoch,  schien   es  nicht 

räthlich,  ein   solches   beizugeben,  weil   hiedurch   nicht   nur  sein  Umfang   nicht  unbedeutend  vermehrt, 

sondern  auch  der  rein  analytische  Character  theilweise  aufgegeben  worden  wäre. 


S.  4. 

Darstellung  des  anfänglicIieQ  Erreguagszastaades. 

Bereits  im  S.  l  dieses  Abschnittes  ist  in  Kürze  dargethan,  dass  es,  um  zur  Auflösung  eines 
Bewegungsproblemes  zu  gelangen,  keineswegs  hinreiche,  nur  eine  Differentialgleichung  oder  deren 
mehrere  zu  integriren;  da  nämlich  immer  das  Integral  noch  andere  Bedingungen  zu  erfüllen  hat,  so 
muss  man  damit  auch  weiter  rechnen  können,  mithin  muss  man  es  besitzen  in  hiezu  passender  Form, 
muss  es  zur  Erfüllung  dieser  Bedingungen  zwiogen  können,  und  es  geht  aus  dem  Inhalte  der  Para- 
graphe  2  und  3  hervor,  dass  diese  Bedingungen  zuvörderst  zweierlei  seien,  nämlich  erstens  solche, 
die  auf  den  Raum  Bezug  nehmen  und  zweitens  solche,  die  einem  Zeitmomente  angehörig  sind.  Die 
ersteren  zerfallen  wieder  in  zwei  verschiedene  Sorten :  sie  sprechen  nämlich  entweder  von  einzelnen 
Puncten  des  materiellen  Systemes,  von  denen  man  etwas  Bestimmtes  weiss  über  die  alldort  vorhandene 
Bewegungsgrösse,  Druck,  Spannung  n.  s.  w.  lauter  Grössen,  die  als  Functionen  der  Differentialquolienteii 
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der  abhangigea  Veraaderlichen  dargeatellt  werden  kSnoen,  miihin  einzelne  Punkte,  ffir  welche  man 
eine  gewisse  Anzahl  von  Bedingongsgleichnngen  besitzt,  die  in  einem  Zeitmomente  erfnllt  bleiben  müssen. 

Hieven  sind  andere ,  ebenfalls  auf  den  Raum  Bezug  nehmende  Bedingongen  unterschieden, 
welche  besagen,  dass  nicht  einzelne  Punkte,  sondern  ganze  Abtheilungen,  in  die  das  materielle  System 
zerfallt,  eine  andere  und  andere  analytische  Behandlung  erheischen,  weil  ihnen  je  andere  Bewegungs* 
gleichungen  angehören. 

Die  Bedingungen  der  einen  Art  und  auch  der  anderen  können  für  sieh  im  BewegnngsproMeme 

vorkommen;  sie  können  aber  auch  vereinigt  sein.  Eine  schwingende  Saite  z.  B.  kann  von  überall  glei^ 

ober  Dicke  und  mit  zwei  festen  Punkten  versehen  gedacht  werden;  man  kann  sie* aber  auch  zweitens 

aus  zwei  unendlich  langen-  Stucken  von  verschiedener  Dicke  zusammengesetzt  annehmen  und  man  kann 

endlich  drittens  eine  zwischen  zwei  festen  Punkten  gespannte  Saite  von  begrenzter  LSuge  aus  zwei 

heterogenen  Stücken  zusanimenfugen.  Hiemit  ist  aber  auch  alles  erschöpft,  was  sich  an  Bedingungen 

denken  lässt,  die  auf  den  Raum  Bezug  nehmen  und  für  jede  Zeit  gütig  sein  sollen,  und  es  bleibt  uns- 

Bur  noch  übrig,  die  Bedingungen  der  anderen  Art  gehörig  ins  Auge  zu  fassen,  die  einem  Zeitmomente, 

etwa  /  =  0  angeherig,  die  Art  und  Weise  feststellen,  wie  man  das  materielle  System  in  den  Bewe*' 

gungszustand  versetzt  hat. 

Wir  wollen  also  gegenwärtig  zeigen,  wie  man  den  bisher  noch  nicht  berücksichtigten  Be- 

dy 
dingungen  für  ^  =^  0,  nämlich  y  =  f(x)  und  ~  =  fXx)  Genüge  zu  leisten  habe.   Sie  stellen  den 

dt 

anfängliehen  Zustand  dar,  oder  mit  anderen  .Worten,  sie  enthalten  den  analytischen  Ausdruck  der  Art, 
wie  die  schwingende  Bewegung  erregt  worden  ist  Der  aufgefundene  Werth  von  y  (77)  dirfle  sieh 
zur  Erfüllung  dieser  Bedingungen  zwingen  lassen,  indem  er  wegen  der  in  ihm  enthaltenen,  annoch 

unbestimmten  Constanten  A^^  A^^  A^ und  91^,  %, V,.  .....  in  unbeschränkter 

Anzahl  annoch  sehr  verschiedene  Functionen  von  x  und  t  vorzustellen  geeignet  ist,  also  vermuthlieh 
auch  eine  solche,  die  für  ^  =  0  übergeht  in  f(^x).  Hiezu  ist  aber  nothwendig,  dass  dasjenige,  was 
man  aus  der  (77)  erhält,  für  /  =  0  und  y  =  /"(x),  d.  h. 

fix)  =   r^^ArYr\   =  A,Y,    +    il.y.   +    +ArYr'¥' 0«) 

zurecht  bestehe.  Diese  Gleichung  enthält  nur  ^,,  A^, lässt  also  die  9(|,  9(,, unbestimmt. 

dy 
Man  wird  also  diese  Letzteren  dazu  verwenden   können ,  um  — -  =  fXx)  zu  machen  für  /  =  0.  Nun 

dt 

erhält  man  aber  durch  DifTerentiation  der  (77)  nach  t 

^=  rSYr  [-  ar  Sm  at  +  a^«^  Cw  at\  (IW) 

dy 
sohin  für  f  =  0  und  -f-  =  fXx) 
dt 

fXx)  =   'f  [«r^r^rj  =  a.«.y.  +  «.«.y.  + +  Or^ryr  + (147) 

eine  Gleicbuog,  die  durch  scUcIclicb  gewählte  Wertbe  von  %l,,  91,, w«  urägliob  ideatiseb  ra 

machen  ist.  Dieser  also  and  der  (145)  muss  noch  Genüge  geleistet  werden. 
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Hätten  wir  nun  aiigfemeine  Metboden,  mittetet  welcher  eine  beliebige  Function  f(x)  nicht 
nach  Potenzen ,  sondern  nach  Functionen  von  x  von  einerlei  Form ,  von  der  Gestalt  der  y  nämlich 
und  unterschieden  nur  durch  die  numerischen  Werthe,  die  ein  in  diesem  Y  vorhandener  Parameter  a 
erhält,  in  Reihen  zu  entwickeln,  so  könnten  sie  uns  hier  sehr  zu  Gute  kommen,  nachdem  es  nur  noth- 
wendig  wäre,  die  Functionen  f(x)  und  /\(x)  mit  ihrer  Hilfe  in  Reihenform  nach  Ausdrucken  wie  Y 
wiederzugeben,  in  die  Gleichungen  (145)  und  (147)  zu  substituiren,  und  die  Coefficienten  derselben  ¥ 
zu  äquipariren.  Bedenkt  man  aber,  dass  y  das  Integral  einer  höheren  Differentialgleichung  ist,  und  in 
Folge  dessen,  wie  wir  wissen,  eine  mannigfaltig  complizirte  Form  haben  kann,  so  überzeugt  man  sich 
bald,  dass  die  Aufstellung  solcher  Methoden  nur  in  wenigen  und  in  den  einfachsten  Füllen  in  unserer 
Gewalt  sein  könne.  Wir  sehen  uns  also  genöthigt,  einen  anderen  Weg  einzuschlagen  und,  nachdem  nichts 
anderes  vorliegt,  bei  der  Differentialgleichung  selbst  Rath  zu  suchen.  Unser  leitender  Gedanke  ist  fol- 
gender: Wenn  man  irgend  eine  der  identischen  Gleichungen  (145)  und  (147)  mit  was  immer  für  einer 
Function  Z  von  x  multiplizirt  und  sodann  zwischen  beliebigen  Grenzen ,  etwa  zwischen  den  0  und  a 
der  Integration  unterwirft,  so  erhält  man  abermals  eine  identische  Gleichung,  die  aber  kein  x  mehr 
enthält,  sondern  nur  eine  Beziehungsgleichung  zwischen  den  Constanten  darstellt.  Vielleicht  lässt  sich 
nun  der  Factor  Z  so  wählen,  dass  durch  dieses  Verfahren  eine  der  gesuchten  Constanten  entweder  A^ 
aus  der  Verbindung  mit  den  übrigen  geschieden  wird  und  isolirt  in  der  Gleichung  erscheint,  sohin  un- 
mittelbar aufgefunden  werden  kann,  und,  wenn  diess  nicht,  so  wird  man  vielleicht  Z,  anders  stets  und 
anders  wählend,  zu  einer  Reihe  von  Gleichungen  gelangen,  aus  denen  sich  die  gesuchten  Werthe  der 
Constanten  irgend  wie  ermitteln  lassen.  Also  ein  solcher  Factor  Z  ist  es,  welchen  wir  zunächst  suchen. 

Die  Leistung,  die  man  von  ihm  verlangt,  ist  im  Wesentlichen  die  folgende:  es  soll  das 
bestimmte  Integral 


a  a 

jyZdx    und     /  -~  Zdx 


auf  einen  einfachen ,  aus  möglichst  wenigen  Gliedern  zusammengesetzten  und  mit  möglichst  wenigen 
Coefficienten  A  und  %  versehenen  Ausdruck  bringen  ungeachtet  des  Umstandes,  dass  y  selbst  ein  aus 
Gliedern  in  unendlicher  Anzahl  zusammengesetztes  Polynom  ist. 

Denkt  man  sich  in  die  partielle  Differentialgleichung  (51)  den  durch  Integration  ermittelten 
Werth  von  y  substituirt,  so  wird  sie  identisch.  Multiplizirt  man  sodann  mit  Zdx  und  integrirt  zwischen 
den  Grenzen  0  und  a,  so  geht  wieder  eine  identische  Gleichung  hervor,  was  auch  t  bedeuten  mag, 
d.  h.  die: 

0  • 

Zerlegen  wir  hier  den  zweiten  Theil  in  seine  Bestandtheile,  indem  wir  einem  jeden  Gliede  sein  Inte- 
gralzeichen abgesondert  vorschreiben,  integriren  sodann  die  einzelnen  Glieder  theil  weise,  das   erste 
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2iiinal,  das  zweite  (2n  —  l)mal  u.  s.  w.  bis  zum  letzten,  welches  unberährt  gelassen  wird,  uud  be- 
merken zudem  noch,  dass,  weil  Z  kein  t  in  sich  enthält,  der  erste  Theil  der  Gleichung  auch 

a 


äeß 


Zdx 


(149) 


geschrieben  werden  kann;  so  gelangen  wir  zu: 


dx* 


dx 


'dx* 


■X,n_i^ 


+       iX,^,Z) 


fdx* 


d^-'y 


d*"-' 


dx*"-' 


+ 
+ 


dx* 


+  X,Z 


Y(tsß) 


Man  bemerkt  sehr  wohl,  dass  diese  Gleichang  das  bestimmte  Integral 

a 

fyZdx, 


ß- 


auf  dessen  Beschaffenheit  es  bei  der  Bestimmung  von  A^^  A^^  und  ^1,91,,  wesentlich 

ankommt,  zu  liefern,  oder  wenigstens  über  dasselbe  etwas  zu  lehren  verspreche,  gemäss  den  verschie- 
denen Werthen,  die  man  dem  Z  ertheilen  kann.  Es  käme  in  der  That  nur  darauf  an,  J?  so  zu  wählen, 
dass  eben  dieses  Integral  sowohl,  wie  auch  sein  Differentialquotient  nach  f  für  f =0  ein  einziges  Glied, 
mit  einer  einzigen  isolirten  Constante  enthalten.  Wir  suchen  diess  dadurch  zu  bewerkstelligen,  dass 
wir  erstens  Z  allgemein  eine  Differentialgleichung,  wie: 


d 


7  (-^.n-.^  +   ..     .   -^iX.Z)  +  X.Z=-  ß^Z. 


(151) 


erfüllen  lassen;  dieser  entspricht  ein  Integral  mit  2n  willkürlichen  Constanten  nämlich: 

Z^U,a,+HX+  +ff.n<2.n.  (IM) 

das  in  seinen  partieulären  Bestandtheilen  <2i«  <2,,  (^,„  den  annoch  unbestimmten  Parameter  ß 

enthält  —  und  zweitens  die  J7^,  J7,,  ...  H^n  und  ß  so  wählen,  dass  die  Summe  der  nicht  mehr  mit 
dem  Integrale  behafteten  Glieder  in  der  (150)  an  der  einen  Grenze  sowohl,  d.  b*  fSr  ar  <=»  «,  als 
aneb  an  der  anderen,  d.  h.  f9r  ^  =  0  verschwindet.  Dass  und  wie  diess  unter  den  zu  Grunde  gel^^ 
Umstanden  möglicb  sei,  soll  allsogleich  erörtert  werden.  Die  Möglichkeit  vorderband  angenommen,  geht 
die  (150)  fiber  in 
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(IM) 


a  a 

— ^Zdx  +  ß*ßzdx  =  0 


eine  gewöhnliehe  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten   zwischen  der  unabhängigen  Ver- 

a 

änderlichen  /  und  der  abhängigen  fyZdx.  Ihr  allgemeines  Integral  ist: 


(164) 


jyZdx  =  C,  Cos  ßt  +  C,  Sin  ßt 


C,  und  C,  sind  die  Constanten  der  Integration.   Ihre  Werthe  lassen  sich  bestimmen  den  Bedingungen 

du 
gemäss,  dass  für  /  =  0,  y  =  f{x)  und  -j-  =  f^x)  sein  muss.  Sie  sind: 

dt 


(155) 


und  man  hat  also: 


(166) 


a 

C.  =     ff{x)Zdx 

0 

a 

C,  =  ^-ffXx)Zdx 

0 

u  a  a 

fyZdx  =  Cos  ßl  ff{x)Zdx  +  ^  Sin  ßtffXx)Zdx, 


eine  Formel,  kraft  welcher  das  fragliche  Integral   als  einfacher   binomischer  Ausdruck  erscheint,  die 
also  zu  unseren  Zwecken  verwendbar  zu  werden  verspricht. 

Jetzt  wollen  wir  zeigen,  dass  die  Summe  der  bereits  als  integrirt  erscheinenden  Glieder  in 
der  Gleichung  (150)  an  jeder  der  Grenzen  0  und  a  abgesondert  der  Nulle  gleich  gemacht  werden 
könne  durch  schickliche  Wahl  der  in  Z  enthaltenen  Constanten  H^,  H^, i7,„  und  ß,  d.  h.  dass 


(167) 


-^(X.^.Z) 

+ 


^tn-%Z 


;+..+(- 0'»-T3;rT(-X.„Z)  |y=0 


dx 


dx' 

+(-0"-^^^.»-.^) 


+(-!)• 


dx* 


liX^^Z) 


+  X,Z     J 

sein  könne  Ifir  nicht  verschwindende  Z  und  sowohl  für  x  —  0,  als  auch  für  x  —  a,  mit  Hilfe  jedoch 
der  Bedingungen,  welche  y  an  den  Grenzen,  d.  h.  für  dieselben  Werthe  von  x  Glied  für  Glied  erfüllt, 
■nd  die  ausgedrückt  sind  in  (58)  und  (59).  Um  diese  klar  darzuthun,  fangen  wir  an  bei  dem  einfoeh 
sten  Falle,  annehmend,  dass  die  y  angehenden  Bedingungsgleichungen  für  x==0  and  X'^a  seien: 
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z..=,l.o...=^j=o...-0j.o......z..=^j=o 

•  (158) 


(159) 


a  a  a  a 

Sie  haben  allsogleich  das  Verschwinden  der  letzten  Glieder  n  an  der  Zahl  in  der  (157)  zur  Folge, 
nnd  das  vollkommene  Identisch  werden  dieser  Gleichung  ist  erzielt,  wenn  für  x  =  0  und  x  =  a  das  Z 
die  folgenden  Bedingungen  2n  an  der  ZaM  erfällt : 

L,  =  X,„ZJ  =  0    ,        L.  =  -^(X,„Z)  +  X,„..z[  =  0,    

0  0 

L,=  (-  l)»-;^(-X.„Z)  +  (-  i)»-»^(X,^.Z)+ +  X^.^}=0 

0 

M.  =  X.„z[  =  0    ,        M.  =  -  A(X,„Z)  +  X.„_.z[  =  0 

u  a 

M„  =  (-  l)»-*^.(X.„Z)  +  (-  1)"-^^.(X,„_.Z)+ +X„,.z|=0 

a 

Sie  sind  sämmtlich  linear  nach  Z  und  seinen  Differentialqnotienten «  ohne  einem  von  dieser  Grösse  un- 
abhängigen Gliede  und  es  kann  an  ihre  Stelle  auch  das  folgende,  dem  (158)  ähnliche  System  im  Allge- 
meinen geschrieben  werden. 

^\               c.       dZ\                       d'Z\  ^       d'^'Zl      ^ 

s,=z=o.     s.=s^=o.     ».-^-0 «.=^-i|-« 

a,.=zj=o,  s».=-^=o.  ».-^=0 «.»^»o 

a  a  a  a 

Durch  Substitution   des  Ausdruckes  für  Z  in  die  (160)  in  entwickelter  Weise   hingestellt,  tragen  sie 

genau  dieselbe  Form,  wie  die  (67)  und  dienen  eben  so  wenig  zur  Bestimmung  von  iV^.  iV,,  . . .  H^^^ 

¥¥      H  ¥¥ 

als  diese  G^^  (f,, tr„  geben,  liefern  vielmehr  nur  die  Relationen  -^»  ^»  -=^  und  den 

Parameter  /j.  Diesen  letzteren  namentlich  als  Wurzel  einer  transcendenten  Eliminationsgleichung 

die  die  aufsteigend  nach  den  Grössen  der  Moduln  geordneten  Auflösungen  in  unendlicher  Anzahl 

ß  =  ßt^  ß ßs (!<») 

zulassen  wird,  denen  beziehlich  eben  so  viele  Systeme  ungebrochener  Werthe  von  J7^,  17,, H„ 

sowohl,  als  auch  von  Z  entsprechen  werden,  die  wir  durch 

Z=Z,,  Z, Z, (163) 

bezeichnen.  Wir  sehen  also,  dass  die  Gleichung  (156)^  zn  der,. wir  gelangt  sind,  dioe  unbeschränkte 
Meive .sfH^ller  Cfleiehnn^en  repräsentire,  die  folgenden  nämlich:  . 


VI.    A  b  8  e  h  n  i  t  t. 


(164) 


a  a  a 

JyZ.dx  =  Co»  ß,tJfix)Z,dx  S-jSin  ßjJax)Z,dx 

0  0  0 

fyZ.dx  =  Co»  ß,tff{x)Z,dx  +  j8in  ßjJfXx)Z,dx 

•  •  0 

a  a  a 

ßz.dx  =  Com  ß.t  Jf{x)Z.dx  +jSin  ßjtJfXx)Z.dx 


Wir  haben  8ohin  der  Multiplicatoren  Z  von  einerlei  Wirksamkeit,  vermittelst  einer  einzigen  Rechnaog 
eine  unendliche  Anzahl  gefunden.  Aehnlich  wurde  sich  die  Sache  verhalten,  wenn  anstatt  der  Bedin- 
gungsgleiehungen  (158)  bei  irgend  einer  Grenze  z.  B.  bei  der  zweiten  die  folgenden  ahnlichen  auf- 
getreten wären: 

(165)  ^,==^j==o,ilf.  =  ^j  =  0 ilf„  =  ^=0, 

a  a  a. 

denn  diess  hat  nur  zur  Folge,  dass  auch  die  Z  angehenden  Bedingungen  an  der  zweiten  Grenze  sidi 
ändern,  und  übergehen  in: 

M.  =  (-  0»    £„  (X,„Z)  +  (-  ir'  ^  (-X.^.-Z)  +  +JC„ZJ  =  0 

a 

(166)  ^•  =  (-*>"*'^.  ^^'»^  +  (-  ^>"    ^   i^^n-^Z)  + +  X^,Z^  =  0 


a 


a 

was  weder  zu  einem  anderen  Gange  der  Rechnung  nöthigt,  noch  zu  anderen  Formeln  fuhrt,  sondern 
nur  zu  verschiedenen  Werthen  von  a  und  ß. 

Allein  nicht  nur  in  den  erwähnten  speciellen  Fällen,  sondern  auch  in  allen  anderen  und 
namentlich  dann,  wenn  die  mit  L  und  M  bezeichneten  Gleichungspolynome  sämmtliche  Differential- 
quotienten von  y  bis  zum  (2n  —  \y^^^  enthalten,  stösst  man  bei  demselben  Gange  der  Rechnung  auf 
dieselben  analytischen  Formen,  wenn  nur  die  einzige  Bedingung  erfüllt  ist,  dasb  in  ihnen  kein  von  y 
,  und  seinen  Differentialquotienten  freies  Glied  erscheint.  In  der  That  wird  man  dann  vermittelst  der  Glei- 
chungen (166)  n  an  der  Zahl,  die  für  a:  =  0  bestehen,  eben  so  viele,  etwa  die  höchsten  Differential- 
quotienten von  y  durch  die  niedereren  ausdrücken  können,  oder  umgekehrt,  die  niedereren  durch  die 
höheren  und  diess  zwar  linear.  Mittelst  derselben  wird  man  aus  dem  gleichfalls  linearen  Gleichungs- 
polynome (i57)  die  eine  Hälfte  von  ihnen  eliminiren,  und  nach  der  anderen  ordnend  einen  ntheiligen, 
offenbar  auch  linearen  Ausdruck  erhalten,  dessen  n  Coeflicienten  die  Z  und  seine  Differentialquotienten 
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bis  zum  (2n  —  1)*^»>  enthalten  und  zwar  wieder  in  linearer  Weise,  und  die  der  Nulle  gleichgesetzt,  . - 
ähnliche  Grenzgleichungen,  wie  die  (160)  liefern  werden,  aus  denen  dann  eine  ähnliche  transcendente, 
wie  die  ^  ==  0  zur  Bestimmung  der  mit  ß  bezeichneten  Wurzeln  henrergeht.  Und  es  dient  das,  wasf 
wir  hier  von  der  einen  Grenze  gesagt  haben,  eben  so  gut  auch  von  der  anderen,  und  man  wird  unter 
den  obwaltenden  Umständen  jederzeit  eine  unendliche  Reibe  von  Functionen  Z  aufzufinden  im  Stande 
sein,  denen  die  durch  die  (156)  ausgedruckte  merkwürdige  Eigenschaft  zukömmt.  Wenn  man  nämlich 
das  aus  unendlich  vielen,  je  binomischen  Gliedern  bestehende  y  mit  irgend  einem  dieser  Z  und  mit  dx 
multiplizirt,  sodann  aber  der  Integration  innerhalb  der  Grenzen  0  und  a  unterwirft,  se  gelangt  man 
zu  einem  einfachen  binomischen  Ausdruck,  der  t  in  sich  enthält  unter  dem  Zeichen  Com  und  Sin 
und  den  Factoren  der  einzelnen  Bestandtheile  von  y  ähnlich  ist. 

Um  aus  dieser  Eigenschaft  Nutzen  zu  ziehen  und  zu  ferneren  Aufschlüssen  zu  gelangen  über 
das  Verhalten  der  Gleichungen  iV  =  0  und  9t  =  0  zu  einander  und  sohin  über  das  ihrer  mit  a  und  ß 
bezeichneten  Wurzeln,  wird  es  dienlich  sein   für  einen  Augenblick  zu  speciellen  Voraussetzungen  fiber 

die  Natur  der  Functionen  f{pc)  und  f^{x)  überzugehen,  die  die   anfanglichen,  dem  Zeitmomente  /  =  0 

dy 
angehörigen  Werthe  von  y  und  -^  darstellen.  Sie  sind  zwar  nicht  ganz  willkürlich,  müssen  vielmehr 

dt 

nebst  der  Bedingung  der  Kleinheit  für  alle  zwischen  Null  und  a  liegenden  x  auch  noch  die  Bedingun- 
gen an  diesen  Grenzen,  nämlich  die  L  =  0  und  J/  =  0  erfüllen,  eben  weil  diese  für  jede  Zeit  gelten 

und  weil  f{x)  auch  ein  Werth  des  allgemeinen  zur  Erfüllung  der  Grenzbedingungen  verpflichteten  y 

dy 
ist,  so  wie  /\(:r)  einen  von  -^  darstellt,  dem  natürlich  auch  dieselbe  Obliegenheit  zufällt   Wenn  wir 

dt 

daher  willkürlich  für  f(x)  und  f^x)  bestimmte  Functionsformen  annehmen,  so  können  es  nur  solche 

sein ,  die  mit  den  F^ ,  Y, ,  F, die  Eigenschaft  theilen ,  anstatt  y  in  die  Grenzgleichungen  sub- 

stituirt,  ihnen  Genüge  zu  leisten,  etwa  die  Y,,  Y,,  Y, selbst.  Es  sei  daher  einfacher  Weise: 

f{x)  =  Yr    und    fXx)  =  0.  (167) 

Der  Vergleich  dieser  Annahmen   mit  den  Gleichungen  (145)  und  (147)  lehrt   uns  die   entsprechenden 
Werthe  von  A  und  91  kennen,  nämlich: 

A^  =  A^  =  =  Aj.-.t  =  Ar^^  =  =0 

Ar  =  1  (168) 

91,  =  81.  = =0. 

Ihnen  gemäss  verwandelt  sich  die  unendliche  Reihe  für  y  in  ein  einzelnes  monomisches  Glied,  d.  h.  in:  (169) 

y  =  Yr  Cos  aj.t. 

Diess  specielle  f(x)  und  y  muss  also  unter  anderen  auch  die  (156)  identisch  machen  und  a^war  für  ein 
beliebig  der  Reihe  Z^^  Z^,  Z^,  ...  entnommenes  Z,  silso  allgemein  auch  für  Z^.    Es  ist  daher  die: 

Cos  a^t  fYrZ^dx  =  Cos  ßj  JY^Z^dx  (170) 

0  o 

eine  identische  Gleichung,  giltig  für  jedes  t.  Diess  ist  aber  nur  möglich,  wenn  entweder 


g^  VI.    A  b  8  c  h  n  i  t  t 

(171)  ar  =  ß,,    Oder  jYrZ,dx  =  0 

isl.  Letzteres  ist  der  gewohnliehe«  Ereteres  der  Aosnahmsfall ,  denn  selbst  dann»  wenn  man  N  =^  91^ 

tmdt  CLx  =  ßtn  0L^  =  ß% ar  =  ßr  liat,  so  ist  doch  eine  jede  Wurzel  ß  nnr  einmal  in  4er 

Reihe  der  Wurzeln  a  enthalten,  folglich  hat  man  in  der  Regel  und  bei  allen  Bedeutungen  der  Stellen- 
Zeiger  r  und  «,  a^  nicht  gleich  ß,^  es  sei  denn,  dass  r  =:  $  wäre,  in  welchem  einzigen  Falle  das 
bestimmte  Integral  jY^^dx  von  der  Nulle  verschieden  sein  darf,  während  es  in  allen  übrigen  ver- 
schwindet. Denkt  man  sieh  demnach,  die  gemachte  specielle  Annahme  für  f{x)  verlassend  und  zur  (145) 
zurückkehrend,  dieselbe  mit  Z/lx  multiplizirt  und  dann  integrirt  zwischen  den  Grenzen  Null  und  a,  so 
dass  sich  die  folgende  ergibt: 

fZrfix)  dx  =  A^Jy^Z^x  +  A,Jy,Z4x  + +  ArjYrZ^dx  + 


(178) 


80  verschwindeo  im  zweiten  Theile  derselben  alle  Integrale,  mit  welchen  die  CoeflTicienten  Ai,  A^, . . 
multiplizirt  erscheinen,  bis  auf  dasjenige  mit  dem  Factor  A^,  sie  geht  daher  über  in: 


(173)  fZrf(x)dx  =  A.jYrZrdx 

und  liefert: 


(IW)  Ar  = 


/YrZrdx 


Wäre  hingegen  gar  kein  ß  einem  a  gleich,  somit  a^  =  ß^  unmöglich,  also  auch  nicht  a^  =  ßr^ 
so  wären  auch  im  zweiten  Theile  der  Gleichung  (172)  sämmtliche  Glieder  Null  und  somit  auch  ffir 
jedes  den  Bedingungen  an  den  Grenzen  entsprechende  f(x) 


(176)  fZrfix)dx  =  0. 


Da  sich  aber  diess  unmöglich  annehmen  lässt,  so  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  entweder  sämmtliche 
Wurzeln  ß  in  der  Reihe  der  Wurzeln  a  enthalten  seien,  oder  dass  sich  die  Function  f{x)  durch  eine 
Reihe  wie  (145)  mit  endlichen  Coeflficienten  A  gar  nicht  darstellen  lasse.  Letzteres  ist  unzulässig,  nach- 
dem wir  eben  erst  einen  Fall  kennen  gelernt  haben,  wo  diese  Darstellung  ausser  Zweifel  steht,  und 
es  auch  nicht  schwer  fällt,  unzählige  andere  namhaft  zu  machen.  Wir  schliessen  daher,  dass  das  Glei- 
chungspolynom 9}  in  dem  N  als  Factor  enthalten  sei ,  wir  werden  sogar  sehen ,  dass  nothwendig  alle- 
mal iV  =  91  werde. 

Anstatt  von  den  Voraussetzungen  (167)  auszugehen,  hätten  wir  auch  die  anderen 

fix)  =  0   ,      fix)  =    Yr 

erkiesen  können.  Sie  wurden  verglichen  mit  den  Formeln  (145)  und  (147)  gegeben  haben: 
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(17») 


Ai  ==  A,  —  A,  =  =0 

91.   =  21.   =    =  «r-t  =  «rt.  = =  0 


2lr  =  - 


Der  entsprechende  monomische  Wertb  von  y  ist  unter  solchen  Annahmen: 


y  =  -Yr  Sin  a^t  (ITf) 


a«. 


and  es  mfissen  dieselben  Werthe,  io  die  (156)  eingeführt,  dieselbe  identisch  machen,  d.  h.  die 

1  Sin  a^Jv^jix  =  j  Sin  ß,t  jYrZ.dx  (178) 

mass  eine  identische  Gleichung  sein  für  beliebige  r  und  «.  Es  ist  also  abermals  entweder 

a 

«r  =  Ä    Oder  jYrZjix  =  0  (179) 

o 

und  wenn  man,  die  specielle  Aimahme  verlassend,  und  zum  allgemeinen  Functionswerthe  von  /\(x)  zn- 
räckkehrend,  die  Gleichung  (147)  mit  Z,dx  multiplizirt  und  sodann  innerhalb  der  Grenzen  Null  und  a 
integrirt,  so  kann  der  zweite  Theil  derselben  höchstens  ein  von  der  Nulle  verschiedenes  bestimmtes 
Integral  enthalten,  weil  ß^  nur  einem  einzigen  der,  der  Natur  der  Sache  nach,  von  einander  verschie- 
denen a  gleichkommen  kann,  wird  aber  ein  solches  auch  jedesmal  enthalten  müssen,  weil  sonst  für 
alle  zulassigen  fj^x) 

JfXx)Z.dx  =  0  (180) 

0 

ausfallen  musste,  was  offenbar  nicht  angeht,  indem  man  ja  unbeschadet  den  nothwendigen  Eigenschaften 
der  Function  /\(x)  dieselbe  so  wird  wählen  können,  dass  sie  mit  der  Z,  für  alle  zwischen  Null  und 
a  liegenden  x  eherlei  Zeichen  hat,  also  das  Product  fJipc)Z^  immer  positiv  ist,  was  das  Verschwin- 
den des  Integrales  unmöglich  macht.  Die  auf  diese  Weise  behandelte  Gleichung  (147)  wird  also  einen 
der  Coeflficienten  91  isolirt  enthalten  und  wird  für  denselben  den  Werth: 

Sir  =  —T-, ^*®'> 

liefern.  Wiewohl  wir  also  weder  die  Wurzeln  a  der  transcendenten  Gleichung  iV=0  noch  die  ß  der 
anderen  91  =  0  kennen,  wiewohl  uns  selbst  die  Gleichungspolynome  A^und  91  völlig  unbekannt  sind,  so 
wissen  wir  doch,  dass  sich  unter  den  Wurzeln  /3  der  9t  =  0  keine  beflnden  darf,  die  nicht  auch  zugleieh 
unter  den  Wurzeln  a  der  iV=  0  vorhanden  wäre,  weil  schon  die  Voraussetzung  einer  jeden  solchen 
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nicht  gemeiDSchaftlichen  Wurzel  io  einen  Widerspruch  verwickelt,  der  besagt,  dass  ein  bestimmtes  Inte- 
gral Null  ist,  welches  augenscheinlich  nicht  Null  zu  sein  braucht. 

Nun  entsteht  aber  die  wichtige  Frage:  Sind  unter  den  Wurzeln  ß  alle  Wurzeln  a  vorhan- 
den, oder  nur  einige,  oder  mit  anderen  Worten,  sind  die  Gleichungspolynome  N  und  9}  völlig  iden- 
tisch dieselben,  oder  ist  ^  in  N  nur  als  Factor  enthalten?  Diese  Frage  ist  wichtig  darum,  weil  bei 
allen  den  particulären  Integralen  der  Bewegungsgleichung  (51),  in  denen  Wurzeln  a  vorflndig  sind« 
die  unter  den  ß  nicht  vorkommen,  kein  die  Constante  A  oder  91  isolirender  Multiplicator  bestände, 
man  mithin  an  andere  Mittel  denken  musste,  zu  den  Werthen  dieser  bezuglichen  Constanten  zu  gelan- 
gen, das  Problem  der  Darstellung  des  initialen  Zustandes  mithin  nur  theilweise  und  nicht  vollständig 
gelöst  wäre.  Es  ist  also,  wie  gesagt,  zu  zeigen,  dass  nicht  nur  sämmtliche  Wurzeln  /3  der  9t  =  0 
unter  den  a  der  iV=  0,  sondern  auch  umgekehrt  alle  Wurzeln  a  unter  den  mit  ß  bezeichneten  vor- 
handen seien,  dass  mithin  91  =  iV  eine  identische  Gleichung  sei. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  in  der  Folge  der  Klarheit  und  Kürze  wegen  im  Ausdrucke 
die  Gleichung  (61)  in  rj  die  Bewegungsgleichung  nennen,  die  Gleichung  (151)  hingegen  in  Z  soll  die 
Mnltiplicatorengleichung  heissen,  ferner  die  (157)  die  zu  dieser  Multiplicatorengleichung  gehörige  Grenz- 
gleichung. Letztere  zerfällt,  wie  wir  wissen,  an  jeder  der  Grenzen  0  und  a  in  zwei  Systeme  von 
Bestimmungsgleichungen,  von  welchen  die  einen  (158)  zwischen  den  Differentialquotienten  von  y  lauten, 
die  anderen  (159)  hingegen  die  Differentialquotienten  von  Z  affiziren.  Von  ihnen  ist  es  nodi  erspriess- 
lich,  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  die  einen  (158)  statuirt,  man  auch  nothwendigerweise  die  anderen 
(159)  dazu  gelten  lassen  muss,  wenn  die  Grenzgleichung  identisch  erfüllt  sein  soll,  und  umgekehrt, 
statuirt  man  die  (158),  so  sind  die  anderen  (159)  hievon  eine  nothwendige  Folge. 

Diess  vorausgesetzt,  lässt  sich  zuvörderst  zeigen,  dass  die  Multiplicatorengleichung  der  ersten 
Multiplicatorengleichung  in  Z,  also  die  zweite  Multiplicatorengleichung  der  Bewegungsgleichung  (61) 
eben  diese  Bewegungsgleichung  wieder  selbst  sei.  Dass  diess  ein  noth wendiger  Sachverhalt  sei,  war 
gerade  nicht  schwer  zu  errathen ;  wenn  nämlich  Z  ein  isolirender  Multiplicator  zu  Y  ist  und  zwar  in 
Folge  des  Umstandes,  dass 


/ 


YrZ,dx 


stets  Null  sein  muss,  den  Fall  a^  =  ß^  ausgenommen,  so  ist  offenbar  auch  y  ein  isolirender  Multi- 
plicator zu  Z.  Es  ist  unzweifelhaft,  dass  man  sich  immerhin  irgend  ein  Bewegungsproblem  wird  denken 
können,  dem  die  erste  Multiplicatorengleichung  in  Z  als  Bewegungsgleichung  mit  ihren  2n  Bedingungen 
an  den  Grenzen  0  und  a  angehört.  Diese  beiden  Bewegungsprobleme  stehen  daher  in  der  innigsten 
Verwandtschaft  zu  einander,  das  eine  nämlich  liefert  dem  anderen  die  isolirenden  Multiplicatoren. 

Vorderhand  soll  also  bewiesen  werden ,  dass  die  zweite  Multiplicatorengleichung  wieder  die 
Bewegungsgleichung  selbst  sei.  Zu  diesem  Zwecke  zeichnen  wir  das  Polynom  der  ersten  Multiplicatoren- 
gleichung in  Z  auf  in  entwickelter  Gestalt  und  nach  den  Differentialquotienten  von  Z  in  üblicher  Weise 
absteigend  geordnet.  Das  Ergebniss  ist  die  folgende  Gleichung: 
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X.»  :i-=r  +  3E.^.  :iZi^  +  +3E^=-/8«Z  (18t) 


allwo  die  mit  3E,||,  Bttn-t« X«  bezeichDeten  Coeffleienten  folgende  Werthe  besitzen: 

Sin       =   ^%n 


3Eo  =  -X.  -  a;  +  x';  - +  Xi7 

Han  bilde  nnn  aus  dieser  Differentialgleiehang  eine  nene  nach  demselben  Gesetze,  nach  welchem  eben 
dieselbe  aus  der  Bewegnngsgleichnng  (61)  hervorgegangen  ist  Sie  sei: 

»-^  +  U.^i^+ +n.Q  =  -rQ  (184) 

so  setzen  sich  ihre  tt  genannten  Coefficienten  aus  den  mit  3E  bezeichneten  der  ersten  Mnltiplicatoren- 
gleichung  genau  auf  dieselbe  Weise  zusammen,  wie  die  3E  aus  dem  X  zusammengefugt  sind,  d.  h. 
nan  hat: 

l^tji     ^^  *•« 

II»»-.  =  X,„_,  —  (^      1      j  ^tn-t  +  (  2  j  ^»»  (18S> 


tu) 


n.    =  X.  -  ar,  +  r;  - +  n 

Snbstituirt  man  nun  in  der  allgemeinen  fSr  Il|.  aufgestellten  von  ihnen  anstatt  9Ert  Xr+t Xt»  die 

Werthe  aus  den  obigen  Gleichungen  (183),  so  erhalt  man: 

n,  =  X, 

Pie  übrigen  Glieder  erhalten  nämlich  alle  die  Nulle  zum  Factor»  verschwinden  mithin,  und  zwar  allge- 
mein  erscheint  der  Coefficient  von  X|f^,  in  der  folgenden  Gestalt: 
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Es  sind  also,  wie  behauptet  wurde,  die  Coeffieieoteo  U  der  zweiten  Multiplicatoreogleichung  identiseh 
gleich  den  Coefficienten  X  der  Bewegungsgleiehung ,  und  der  einzige  Unterschied  zwischen  den  beiden 
besteht  jetzt  in  der  Constanten  y^  anstatt  a'  and  im  Namen  Q^  den  die  abhängige  Veränderliche  tr%t 
anstatt  Y. 

Es  bleibt  daher  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  a  =  ^  sei,  so  ist  dann  offenbar  in  aller 
Strenge:  Q  =  Y.  Um  diess  aber  zu  leisten,  betrachten  wir  die  Grenzgleichung  (157)  und  ordnen  sie 
nun  nach  Differentialquotienten  von  Z  absteigend.  Sie  wird  dann  folgende  Gestalt  tragen : 

(186)     +(-0"'-^^"-^[y-X.„  +  y(X.^,-(2n-l)X;„)] 

+(-l)--Z(«-*^[y''X.„+y'(X.„.,-(2n-2)X;j  +  j<X.^.-(2n 

Man  sieht  bei  sorgsam  durchgeführter  Rechnung  sehr  leicht  ein,  dass  das  allgemeine,  mit  dem  Factor 
Z^P^  verbundene  Glied  das  folgende  sei: 

(187)  (_  t)pz^p'i  -^ '"'  [''^'-  -^"^'^  ""^^  +  C"^ ')  "^^^ 

+ (-  of  ("  ■J"'*)  x'^u...^  +••+(- 1)'"-''-'-'  (2^-717-1)  -xirp-^*'] 

Diess  wäre  also  das  nach  Differentialquotienten  von  Z  umgeordnete  Polynom  (157)  der  ersten  Grent- 
gleichnng,  die  zur  gegebenen  Bewegnngsgleichung  in  y  gehörig  ist,  und  wir  heben  daraus  ein  einzel- 
nes allgemeines  Glied  hervor,  als  Repräsentanten  aller  übrigen,  da^enige  nämlich;  welches  dem  Pro- 
ducte  Z^fY'^^^T+ii+t  proportional  ist.  Es  ist : 


(188)  (_  i)P+f^  ^p  +  /«^  z^py'x^; 


ffff+p+i 


Nun  gehen  wir  über  zur  ersten  Multiplicatorengleichung  in  Z^  betrachten  sie  als  Bewe- 
gungsgleichung, suchen  femer  zu  derselben  den  entsprechenden  isolirenden  Factor  Q^  der,  wie  b$ 
eben  nachgewiesen,  einerseits  durch  die  Differentialgleichung  (184)  die  mit  der  Bewegungsglcachaig 
in  y  zusammenrällt,  und  andererseits  durch  das  System  von  Bedingungsgleichungen  (160)  in  ^  gege- 
ben ist.  Diese  zweite  Grenzgleichung  erheischt  keine  wiederholte  Rechnung ,  sondern  man  erhält  sie 
offenbar  aus  der  ersten,  die  wir  zu  diesem  Zwecke  in  der  Form  (157)  vornehmen  wollen  und  zwar 
dadurch,  dass  man  in  derselben  anstatt  y,  Z^  X  beziehlich  Z^  Qn  IS.  substituirt.  Das  SubstitutiOBS* 
resnltat  erscheint  allsogleich  nach  Differentialquotieoten  von  Z  geordnet  und  bekömmt  zunächst  die 
folgende  Gestalt: 
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0  =  X.„(?.-^^'"-"  -  ^  (3E.„    (?)  (  Z'—"  +  ^  (3e.„   (?) 

+  ^n-,  Q)  )  ä 


^  (!.„-.(?) 


(18») 


Der  Coefficient  von  Z^f^Q'"'  ia  diesem  Aasdrneke  ist  folgender: 

Fähren  wir  nun  in  diesem  anstatt  der  mit  X  benannten  Coeffieienten  der  ersten  Moltiplicatorengleichnng 
ihre  Werthe  (183)  in  Function  der  mit  X  bezeichneten  ein,  und  heben  in  dem  Substitutionsresultate 
das  Glied  mit  dem  Factor  A'^^.  ^.,  hervor,  so  ergibt  sieh  der  folgende  Ausdruck  für  den  allgemeinen 
Repräsentanten  aller  Glieder  der  zweiten  Grenzgleichung,  dem  mit  dem  Factor  Z'f'^'Q^'^'^X^^^^^  ver- 
sehenen nämlich: 

(191) 

4.(-l)P^I*+*(^-*-*+^-*-^)1 

Die  in  diesem  Ausdrucke  erscheinende  Reihe  ist  nun  ein  Binomialcoefficient  und  dem  des  ähnlichen 
Ausdruckes  (188)  bis  auf  einen  Factor  —  1  identisch  gleich.  Diess  beweist  sich  am  leichtesten  auf 
folgende  Weise:  Es  besteht  bekanntlich: 

und  ebenso  noch  folgende  zweite  identische  Gleichung: 

(1  -  x)P^^l^-  =  1  -  (^  +  *  +  '^  +  *)  X  +  (^  +  "  +  '^  +  2)  X-  --  . . .. 

Wir  multipliziren  sie  unter  einander  und  heben  dann  beiderseits  ein  einziges  Glied  heraus,  nämlich 
das  mit  dem  Factor  x*^  versehene.  Die  dieser  Potenz  auf  der  einen  und  der  anderen  Seite  zustehenden 
Coeffieienten  müssen  offenbar  identisch  gleich  sein.  Man  hat  mithin : 

und  es  lehrt  die  Multiplication  mit  (—  1)P^',  dass  die  beiden  Coeffieienten  der  allgemeinen  Glieder  des 
ersten  und  des  zweiten  Grenzgleichungspolynomes  nur  im  Zeichen  und  in  der  Benennung  einer  einzigen 
Variablen,  nämlich  hier  Y  dort  Q  von  einander  verschieden  seien;  hiemit  sind  bis  auf  diesen  Unter- 
schied in  der  Benennung  auch  beide  Grenzgleichungen  dieselben  und  wenn  bei  der  Zerlegung  der  ersten 
von  ihnen  die  gegebenen  Bedingungsgleichungen  in  y  die  anderen  in  Z  zur  unmittelbaren  Folge  hatten, 
so  werden  jetzt  bei  3er  Zerlegung  der  zweiten  Grenzgleicbung  die  aufgestellten  Bedingongsgleichungcn 
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in  Z  aomittelbar  diejenigen  anderen  zur  Folge  haben ,  die  sich  von  den  in  y  nur  durch  die  Benen- 
nung Q  anstatt  y  unterscheiden.  Die  Elimination  der  in  Q  vorhandenen  Integrationsconstanten  In  an 
der  Zahl  führt  mithin,  da  Q  erwiesenermassen  dieselbe  Differentialgleiehung  und  dieselben  Bedingongen 
an  den  Grenzen  erfüllen  muss ,  wie  j^ ,  auch  zu  derselben  transcendenten  Gleichung  N  =  0.  Mau  hat 
also  allgemein  y  =  0L  und  kann  jetzt  in  folgender  Weise  weiter  schliessen :  Es  ist  erwiesen  worden«  dass 
die  zur  Bewegungsgleichung  gehörige  Transcendente  iV  =  0  dieselben  und  nicht  weniger  Wurzeln 
besitzen  kann ,  als  die  transcendente  Gleichung  91  =  0 ,  die  ihrer  Multiplicatorengleichung  zukommt. 
Betrachtet  man  nun  diese  Letztere  als  Bewegungsgleichung  und  geht  von  derselben  auf  die  nächstfol- 
gende zweite  Multiplicatorengleichung  über ,  so  kann  aus  denselben  Gründen  bewiesen  werden «  dass 
die  der  ersteren  zustehende  Transcendente  9t  =  0  dieselben  und  nicht  weniger  Wurzeln  besitzen  kann, 
als  die  Transcendente  ihrer,  der  zweiten  Multiplicatorengleichung,  die  abermals  iV=0  ist.  Mithin 
hat  also  die  91  =s  0  weder  mehr  noch  weniger  Wurzeln  als  die  iV  =  0  und  es  fuhrt  die  hier  ausein- 
andergesetzte Methode  der  isolirenden  Multiplicatoren  jedesmal  zu  dem  analytischen  Ausdrucke  des  Ein- 
flusses der  anfanglichen  Erregungs weise,  und  vervollständigt  hiemit  die  Auflösung  des  vorgelegten  Be- 
wegungsproblemes.  Es  ist  auch  gänzlich  äberflässig,  nach  speciellen  Beweisen  zu  suchen«  dass  das  aur 
die  angegebene  Weise  aufgefundene  Z  wirklich  ein  isolirender  Multiplicator  sei.  Der  bändigste  Beweis», 
dass  dem  so  ist,  und  gewiss  der  allgemeinste  liegt  in  der  hier  vorgetragenen  Analysis. 

Vermöge  dieser  Auseinandersetzung  erheischt  die  vollständige  Erledigung  eines  Bewegungs 

problemes  die  Integration   zweier  Differentialgleichungen  von  verwandter  Form,  d.  h.  der  Bewegungs^ 

gleichung  selbst  und  der  ersten  Multiplicatorengleichung  und  uberdem  die  Auflösung  einer  transcendentei^^ 
Gleichung,  der  iV  =  0.  In  ziemlich  zahlreichen  Fällen  fallen  die  beiden  Differentialgleichungen  in  Ein^^ 
zusammen  und  es  geschieht  diess  namentlich  dann,  wenn  in  der  Bewegungsgleichung  nur  eonstantess 
Coefficienten  und  fiberdem  nur  Differentialquotienten  von   gerader  Ordnungszahl  vorhanden  sind.   Di^^ 
Methode    ist  auch  einer  entsprechenden   Erweiterung  fähig   auf  Differentialgleichungen  von  anderer-«., 
als  der  hier  vorausgesetzten  Form;  es  schien   mir  jedoch  räthlich,  an  diesem  Orte  nur  solche  Lehrecia 
zur  Sprache  ^u  bringen ,  die  im  Geschäfte   der  physikalisch  -  mathematischen  Wissenschaft^forschungg 
den  unmittelbarsten  Nutzen  versprechen. 

Es  hat  schon  Lagrange  in  den  Schwingungen  gespannter  Saiten  durch  dasselbe  Mitteln 
einen  isolirenden  Multiplicator  nämlich,  die  Coefflcientenwerthe  gesucht,  die  den  anfänglichen  Erre^ngs — 
zustand  repräsentiren.  Die  Gleichungen,  die  bei  diesem  einfachsten  aller  ähnlichen  Schwingungsproblem^ 
vorliegen,  tragen  aber  die  Gestalt: 

f{x)=  A,SmJx  +  A^Sm2ex  +  A^Sm36x+ +ArSinrQx 

und  es  ergab  sich  auf  Grundlage  einer  gewissen  analytischen  Erfahrung  sehr  bald,  dass  ein  jedes  GUed 
der  nach  Sinus  der  Vielfachen  der  Bogen  geordneten  Reihe  zugleich  isolirender  Multiplicator  sei.  Spa- 
ter hat  Poisson  das  etwas  complizirtere  Problem  der  Schwingungen  einer  elastischen  Feder  behan- 
delt auf  ähnliche  Weise  und  es  hat  sich  derselbe  Sachverhalt ,   nämlich  jedes  particuläre  Integral  ist 
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zugleich  isolircDder  Multiplicator ,  auch  in  diesem  Falle  bestätigt,  Bur  meint  er  in  seinem  Trait^  de 
m^caniqne,  den  directen  Beweis  dieser  Thatsache  nicht  fuhren  zu  können.  Inzwischen  ist  es  zweien 
meiner  Schuler  gelungen,  derlei  Beweise  aufoufinden  und  einer  von  Herrn  Stefan,  befindet  sidi  in 
den  Schriften  der  Itais.  Alcademie,  beansprucht  aber  nach  dem  in  diesem  Paragraphe  Vorgetragenen 
keine  besondere  Wichtigkeit,  nachdem  sich  die  Sache  im  Grunde  ganz  allgemein  von  selbst  versteht, 
und  man  jedesmal  den  hier  eingeschlagenen  analytischen  Weg  gehend ,  völlig  sicher  ist ,  einer  unend- 
lichen Reihe  bestimmter  isolirender  Multiplicatoren  zu  begegnen,  die,  weim  sie  auch  noch  so  complizirt 
erscheinen  und  wenn  man  auch  noch  so  wenig  begreift,  in  welcher  Weise  die  unzahligen  aus  ihnen 
gebauten  bestimmten  Integrale  sich  zurückziehen  auf  die  Nulle,  dem  ohngeachtet  ohne  allen  Zweifel 
air  dieses  leisten.  Und  wenn  es  vielleicht  hie  und  da  die  Neugierde  eines  Analysten  reitzen  mag,  zu  sehen, 
wie  diess  zugehe,  so  liegt  doch  andererseits  der  grosste  Vorzug  und  Schönheit  der  analytischen  Methode 
eben  in  dem  Umstände,  dass  man  von  Gleichungen,  die  man  gar  nicht  kennt,  mit  desshalb  nicht  min- 
derer Gründlichkeit  Eigenschaften  beweist,  die  sie  besitzen  müssen  und  die  dann  eine  Menge  langwie- 
riger Rechnungen  und  sehr  complizirter  specieller  Beweise  völlig  überflüssig  machen. 

S.  5. 

BeherzigDDg  der  BedinguDgen  an  den  Grenzen  eines  Systemes  von  zwei  oder  drei  Dimensionen 

im  Räume. 

Die  vorhergehenden  Paragraphe  und  namentlich  der  S.  2  dieses  Abschnittes  betrachten  im 
Wesentlichen  lineare  materielle  Systeme,  oder  diesen  verwandte  Probleme.  Bei  ihnen  kommen  in  der 
Differentialgleichung  eine  abhängige  und  zwei  unabhängige  Variable  vor,  von  welchen  letzteren  eine 
die  Zeit,  die  andere  eine  Coordinate  ist  Die  Grenzen  des  Systemes  sind  durch  zwei  specieUe  Werthe 
dieser  Coordinate  bestimmt  und  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  beziehen  sich  auf  diese  speciellen 
Coordinatenwerthe  insoferne,  dass  alle  in  den  Bedingungsgleichungen  vorkommenden  Grossen,  z.  B. 
Differentialquotienten,  für  einen  dieser  Werthe  berechnet  gedacht  werden  müssen. 

Bei  materiellen  Systemen,  die  ausgedehnt  sind  längs  einer  Flache  oder  im  Räume,  ist  aber 
der  Sachverhalt  ein  anderer,  erheischt  mithin  auch  eine  veränderte  Behandlung.  Manjuit  nämlich  erstens 
in  der  Regel  nicht  Eine,  sondern  mehrere  Differentialgleichungen  mit  eben  so  vielen  abhängigen  Ver^ 
änderlichen,  und  in  diesen  hat  man  zweitens  der  unabhängigen  Veränderliehen  nicht  zwei,  sondern  drei 
oder  vier,  deren  eine  wieder  die  Zeit,  die  übrigen  aber  Coordinaten  sind,  und  endlieh  drittens  ver- 
mögen die  Grenzen  des  materiellen  Systemes  und  die  Bedingungen  an  denselben  auf  die  mannigfaltig- 
sten Weisen  gegeben  zu  werden,  je  nachdem  nämlich  das  materielle  System,  welches  Bewegungen  von 
einerlei  Art  annehmen  kann,  entweder  nur  von  einer  Seite  oder  von  mehreren  und  je  nachdem  es  dort 
von  ebenen  oder  krummen  Flächen  begrenzt  erscheint  Man  gibt  nun  den  allereinfachsten  Arten  der  Be- 
grenzung den  Vorzug  und  fängt,  den  wissenschaftlich  richtigen  Weg  gehend,  damit  an,  die  Gesetze 
der  Reflexion  der  Bewegungen  an  einer  einzigen  Grenzfläche  und  zwar  naaientVch  an  einer  Ebene» 
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z.  B.  der  Coordinatenebene  der  yz^  far  welche  ar  =  0  ist,  zu  erkunden.  Man  hat  also  bei  ähnlioben 
Problemen  nur  einen  einzigen  Grenzwerth  einer  einzigen  Coordinate,  wiewohl  man  deren  anoh  mehrere 
gewinnen  kann,  z.  B.  zwei  ?on  x^  wenn  das  materielle  System  zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  ein- 
geschlossen ist.  Allein  aach  in  diesem  Falle  ist  die  Behandlung  des  Bewegungsproblemes  nicht  mehr 
die  in  den  flrfiheren  Paragraphen  gelehrte,  sondern  eine  andere,  die  in  ihren  Grundzugen  hier  zur 
Sprache  gebracht  werden  soll. 

Wie  schon  im  S.  i  dieses  Abschnittes  angedeutet  wurde,  bekümmert  man  sich  unter  ahnli- 
chen Umstanden  vor  allem  anderen  um  die  Wellenlinie  oder  Wellenfläche,  die  entweder  ursprunglieh 
gleich  als  geradlinig,  eben  oder  kreisförmig,  sphärisch  angenommen  wird,  wenn  Berechtigung  zu  einer 
solchen  Annahme  vorhanden  ist,  oder  erst  gesucht  werden  muss,  wenn  das  materielle  System  von  Ort 
zu  Ort,  oder  nach  verschiedenen  Richtungen  im  Räume  ungleiche  Beschaflenheit  ausweist  Kann  man 
die  Ebene  als  Wellenfläche  annehmen,  und  wählt  man  sie  den  beiden  Grenzebenen  des  Systemes  parallel, 
so  hat  man  in  diesem  speciellen  Falle  ein  Bewegungsproblem  vorliegen,  welches  genau  dieselbe  Be- 
handlung erheischt,  die  auch  bei  einem  linearen  Systeme  einzutreten  hat,  und  die  im  Vorhergehenden 
besprochen  wurde,  unter  allen  anderen  Voraussetzungen  jedoch,  z.  B.  unter  der  Voraussetzung  sphäri- 
scher Wellen  sich  anders  gestalten  muss. 

Hat  man  nämlich  die  Wellenfläche  angenommen  oder  ermittelt,  so  wendet  man  sich  mit  der- 
.  selben  an  die  Diffierentialgleifehung  zurück  und  fragt  nach  dem  Vorgange  alldort.  Das  Ergebniss  dieser 
Anfrage,  wenn  es  gelingt,  sie  mit  mathematischer  Präcision  zu  stellen,  ist,  wie  im  §.  1  an  mehreren 
Beispielen  nachgewiesen  wurde,  eine  Verringerung  der  Anzahl  der  abhängigen  Veränderlichen  bis  auf 
eine  und  der  unabhängigen  Coordinaten  im  gfinstigsten  Falle  ebenfalls  bis  auf  eine  einzige.  Es  werden 
z.  B.  so  wie  am  bezeichneten  Orte  entweder  zwei,  oder  auch  drei  orthogonale  Coordinaten  durch  einen 
einzigen  Leitstrahl  ersetzt.  Diess  in  Verbindung  mit  der  Frage  nach  einem  periodischen  Zustande  oder 
einer  ähnlichen,  redozirt  dann  alle  gegebenen  Bewegungsgleichnngen  auf  eine  einzige,  von  der  hier 
der  Betrachtung  unterworfenen  Gestalt  zwischen  nur  zwei  Veränderlichen,  einer  abhängigen,  die  z.  B. 
die  Bedeutung  einer  Bewegungsgrosse  hat,  und  einer  unabhängigen,  die  der  oberwähnte  Lieitstrahl  ist. 
Die  Bedingungen  jedoch  an  den  Grenzen  knüpfen  sich  keineswegs  so  wie  bei  einem  linearen  Systeme 
an  einen  oder  zwei  verschiedene  Werthe  dieses  Leitstrahles ,  sondern  an  einen  oder  zwei  verschiedene 
Werthe  einer  anderen  Coordinate  z.  B.  der  ar,  die  im  Leitstrahle  enthalten  ist,  der  die  veränderte 
Behandlung  des  Bewegungsproblemes  erheischt. 

Wiewohl  nun  Beispiele,  der  Undulationstheorie  entnommen,  in  ein  Werk  von  rein  mathema- 
tischem Character,  wie  das  vorliegende,  schon  desshalb  nicht  gehören,  weil  sie,  grundlich  durchgeführt, 
von  viel  zu  grossem  Umfange  sind,  so  thut  man  doch  gut,  sich  hier  irgend  eine  bestimmte  Aufgabe 
zu  denken,  weil  so  am  leichtesten  die  Natur  solcher  Probleme  mit  Klarheit  erfasst  werden  kann.  Des 
Integrirens  selbst  und  überhaupt  aller  Rechnungsoperationen,  die  zum  Reflexionsprobleme  nicht  unmit- 
telbar gehörig  sind,  kann  man  sich  hiebei  enthalten,  indem  man  sich  dieselben  ausgefShrt  denkt  ver- 
mittelst der  hier  auseinandergesetzten  Methoden. 
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Nehmen  wir  also  an,  wir  wären  derch  die  an  die  drei  Differentialgleichongen  (7)  Seite  610 
gestellte  Anfrage  naeh  sphärischen  Wellen  entweder  zu  der  einen  Partialgleichnng  (44)  Seite  622,  die 
die  Gesetze  longitndinaler ,  d.  h.  radialer  Sehwinpngen  enthält,  gelangt,  oder  zu  der  anderen  (50) 
Seite  623,  die  von  Schwingungen  spricht,  welche  in  der  Wellenfl^che  selber  stattfinden,  so  folgt 
zunächst  die  Anfrage  nach  einem  periodischen  Zustande,  die  in  der  Einfährung  einer  neuen  abhängi- 
gen Veränderlichen  R  enthalten  ist,  vermittelst  der  Substitution: 

^  =  A  cos  6t    oder    q)  =  R  »in  6t  (IM) 

Die  (44)  verwandelt  sich  hiedurch  in  folgende  gewohnliche  Differentialgleichung  zwischen  nur  zwei  Variablen. 

iPR  dR        fO* 

Die  (50)  hingegen  geht  vermöge  derselben  Substitution  fiber  in: 

.  iPR  dR        /6'     .  ^  ^  ,.^.v 

f  — r  +  2r  —  +     -  r«  -  2)  Ä  =  0  (194) 

dr*  dr         Va* 

Die  Integration  dieser  Gleichungen  nun  sammt  der  daran  hängenden  Discussion  des  Integrales  ist  Sache 
der  mathematischen  Physik  und  gehört  desshalb  nicht  hieher;  allein,  wie  man  auch  inuner  integriren 
mag,  man  wird  immer  Jl  erhalten  als  eine  Function  von  r,  die  auch  die  willkürliche  Constante  6  in 
sich  enthalten  wird  und  zudem  noch  versehen  sein  muss  mit  zwei  anderen  Integrationsconstanten ,  die 
man  auch  als  Functionen  von  6  auffassen  kann,  etwa  in  der  Form: 

R  =  C,R.  +  C,R,  (195) 

woraus  sich  dann  ein  Werth  der  Bewegungsgrösse  9  ergeben  wird  zunächst  in  der  folgenden  Gestalt: 

9  =  [A^  CO»  6t  +  A^  »m  6t]  [C,Ä,  +  C.Äj  (jg^j 

Hier  bemerkt  man  wieder  einen  wesentlichen  Unterschied  zwischen  den  linearen  materiellen  Systemen 
und  den  mit  mehreren  Dimensionen.  Während  nämlich  bei  den  ersteren  der  constante  Factor  der  Zeit  /, 
der  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  a  hiess,  zur  Erfüllung  der  Bedingungen  an  den  Grenzen  seine 
Verwendung  fand  und  einer  gewissen  Reihe  von  Wurzeln  einer  transcendenten  Gleichung  entnommen 
wurde ,  ist  hier  der  ähnliche  Coefficient  6  von  /  zu  einem  solchen  Zwecke  gar  nicht  verwendbar  und 
das  zwar  nicht  nur  wenn  es  nur  eine  einzige,  das  materielle  System  begrenzende  Fläche  gibt,  sondern 
auch  dann,  wenn  mehrere  vorhanden  sind.  Da  nun  6  der  Repräsentant  der  Schwingungsdauer  ist,  der 

2jr 

der  Werth  —  zukömmt,  so  liegt  hierin  der  mathematische  Ausdruck  der  Thatsache,  dass  ein  im 

6 

Baume  ausgedehntes  materielles  System  keineswegs  auf  eine  bestimmte  Anzahl  einfacher  Schwingungs- 
weisen beschränkt  sei,  sondern  dass  ihm  vielmehr  die  Fähigkeit  zukomme,  alle  möglichen  Sorten  undu- 
latorischer  Bewegungen  fortzupflanzen.  Sollte  diess  vielleicht  eine  Ausnahme  zu  erleiden  scheinen  in 
PaUen,  wie  z.  B.  dem  einer  schwingenden  Kugel,  wo  die  Bewegungen  vom  Mittelpunkte  ausgehen, 
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ferner  dem  einer  schwingenden  Platte  von  kreisrunder  Gestalt  oder  auch  von  der  Form  eines  Streifens, 
der  zwischen  zwei  parallelen  Linien  eingeschlossen  ist,  und  wo  auch  die  Wellenlinie  eine  zu  diesen 
beiden  Grenzlinien  parallele  ist;  so  erkennt  man  doch  sehr  bald,  die  Rechnungen  näher  ins  Auge  fassend, 
dass  man  das  materielle  Systen^  von  mehreren  Dimensionen  in  lauter  lineare  zerlegt  und  von  diesen 
nur  diejenigen  Schwingungsweisen  der  Betrachtung  unterworfen  hat,  deren  alle  diese  linearen  Systeme 
gleichzeitig  fähig  sind.  Man  hat  sich  also  auf  eine  sehr  specielle  Auflösung  des  Schwingungsproblemes 
beschränkt  und  hat  eine  Unzahl  anderer,  ebenfalls  möglicher  Schwingungsweisen  ganz  ausser  Acht  ge- 
lassen. Da  man  nun  solchergestalt  über  die  willkürliche  Constante  6  nach  Belieben  zu  verfägen  das 
Recht  hat,  so  kann  man  für  9  auch  eine  Summe  substituiren  von  beliebig  vielen,  wie  in  der  Formel 
(196)  gestalteten  Ausdrücken  mit  anderen  und  anderen  Werthen  der  Constanten  6,  ^,  C  versehen. 
Man  kann  aber  auch  anstatt  der  A^^  ^,,  C.,  C,  willkfirliche  Functionen  von  6  gesetzt  denken,  sodann 
aber  den  Ausdruck  (196)  in  9  mit  dQ  multipliziren  und  zwischen  beliebigen  Grenzen  6^  und  0.  inte- 
griren;  so  wird  auch  das  auf  diese  Weise  gewonnene  bestimmte  Integral  einen  Genüge  leistenden 
Werth  von  9  darstellen,  versehen  mit  willkürlichen  Functionen  r  und  /  enthaltender  Grundgrössen. 
In  welcher  Form  man  nun  immer  zu  integriren  sich  bewogen  gefunden  hat,  man  wird  jederzeit  9  als 
einen  r  und  /  enthaltenden  Ausdruck  gewonnen  haben,  etwa: 

(197)  9  =  A^'  0 

und  es  ist  in  Bezug  auf  die  eine  Variable  r  wichtig  zu  bemerken,  dass  ihr  ein  Werth  zukomme,  der 
drei  willkfirliche  Constanten  a^  ß,  y  in  sich  schliesst,  wie  die  Formel  (45)  Seite  622  aasweist  und 
die  die  orthogonalen  Coordinaten  des  Punktes  bedeuten,  von  welchem  die  Bewegung  auszugehen  scheint, 
und  diese  sind  es,  die  sich  zur  Erfüllung  der  Bedingungen  an  den  Grenzen  tauglich  erweisen.  Man 
kann  ihnen  beliebige  Werthe,  so  viel  an  der  Zahl  als  man  will,  beilegen,  und  alle  auf  diese  Weise 
gewonnenen  Ausdrücke  für  9  auch  addiren,  so  wird  das  so  gewonnene  Aggregat  wieder  einen  gilügen 
Werth  von  9  darstellen.  Man  wird  z.  B.  die  folgenden  drei  Werthe  von  r  erwählen  können: 


r  =  r,  =  Var*  +  y'  4-  »' 

r  =  r,  =  \/{x  4-  cy  +  y«  +  «• 


r  =  r^=  y^(x  —  cy  +  y*  +  «' 
und  daraus  folgenden  Werth  von  9  zusammenstellen: 

und  es  wird  das  so  zusammengefügte  Integral  eine  Bewegung  andeuten,  die  von  drei  Punkten  des  Rau- 
mes, nämlich  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  von  zwei  anderen  in  der  Entfernung  — c  und 
+  c'von  demselben  auf  der  Axe  der  x  sich  befindenden  auszugehen  scheinen.  Jeder  Bestandtheil 
des  9  wird  für  sich  der  Differentialgleichung  Genüge  leisten. 

Denken  wir  uns  nun  das  System  als  ein  begrenztes  und  nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen 
an,  die  Grenze  sei  eine  einzige,  eine  Ebene  nämlich  parallel  zur  Coordinatenebene  der  y%  in  der 
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Entfernuog  h  gelegt,  der  mithin  die  GleieliiiDg  x  =  h  angehurt  Der  Einfachheit  wegen  soll  hier 
angenommen  werden,  dass  diese  Ebene  ein  schwingnngsfahiges  materielles  System,  zn  welchem  avch 
der  Coordinatenanfangspunkt  gehörig  ist,  von  einem  anderen  völlig  starren  scheide,  welches  gar  keine 
Bewegungen  anzunehmen  vermag.  Diesem  Falle  entsprechen  nämlich  die  allereinfachsten  denkbaren 
Bedingungen  an  der  Grenzebene,  d.  h.  fSr  x  =  A.  Sie  sind: 

o  =  0  und  — -  =  0 
^  dt 

Man  kann  nun  immerhin  annehmen ,  dass  die  Schwingungen  ursprunglich  vom  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten  ausgegangen  seien,  so  wird  gleichwohl  das  dieser  Annahme  entsprechende: 

unter  r  den  folgenden  Werth  verstanden: 

r  =  yjx'  +.  y«  +  «• 

zwar  die  Differentialgleichung  erfSllen,  jedoch  den  Bedingungen  an  der  Grenze  nicht  genfigen,  mithin 
auch  keine  Auflösung  des  gestellten  Schwingungsproblemes  sein.  Statuirt  man  jedoch : 

9  =  A^o*  0-  fir,.  t)  (198) 

allwo : 

r.  =  \Jx'  +  y«  +.  »• 


r,  -  y(ar-2A)»+y'  +  »' 

so  wird  ein  jeder  Bestandtheil  dieses  für  9  erwählten  Binomes  der  DiSierentidlgleichung  Genüge  lei- 
sten, die  Summe  aber  wird  far  x  =  A  verschwinden,  was  auch  y,  %  und  t  bedeuten  mögen,  mithin 
erfüllt  dieses  zweitheilige  9  auch  die  Grenzbedingungen,  und  da  sein  erster  Theil  eine  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  ausgehende  Bewegung  andeutet,  sein  zweiter  Theil  hingegen  eine  andere,  die 
vom  Punkte  a?  =  2A,  der  im  starren  System  befindlich,  auszugehen  scheint,  so  sieht  man,  dass  an 
der  Grenzebene  die  Schwingungen  so  reflectirt  werden,  als  ob  sie  von  einem  Punkte  in  gleicher  Ent- 
fernung und  auf  der  entgegengesetzten  Seite  derselben  ausgingen.  Zwei  Systeme  von  Kugelwellen  mit 
verschiedenen  Mittelpunkten  legen  sich  daher  in  den  Raum  und  die  Schwinpngsintensität  ist  offenbar 
für  das  eine  und  das  andere,  so  oft  r  =  r^  =  r,  besteht,  dieselbe.  Der  zweite  dieser  beiden  Erre- 
gungsmittelpunkte, welcher  sich  im  starren  Systeme  befindet,  und  von  dem  gar  keine  Bewegungen 
wirklich  ausgehen  können,  sondern  solche  nur  auszugehen  scheinen,  stellt  jetzt  ein  Spiegelbild  des- 
ersten  von  ihnen  dar. 

Anstatt  der  oben  aufgezeichneten  Werlhe  von  r«  und  r,  könnte  man  allgemeiner  noch  die* 
folgenden  anderen  erkiesen: 

r,  =  yj(x  -  ay  +  (y  _  ^«  +  (,  _  yy 

r.  =  y/jT^rw^z-üy-lTiy^^'W'l^l*^^* 
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konnte  zudem  noch  mit  einer  beliebigen  Function  G  der  Mittelpunktscoordinaten  a^  ß,  y  ond  mit 
da^  dß^  dy  multipliziren,  sodann  aber  zwischen  beliebigen  Grenzen  a,  und  a,,  ß^  ond  ßtt  yt  ond 
y^  integriren  und  es  wurde  der  auf  diese  Weise  gewonnene  Ausdruck  ffir  9 ,  nämlich : 

(199)  ^^ffj^f^'^''  ^  dadßdy-fyYGfir,.  f)  dadßdy 

ebenfalls  sowohl  der  Differentialgleichung,  als  auch  den  Grenzbedingungen  genügen,  zugleich  ab^ 
nicht  mehr  eine  Bewegung  andeuten,  die  von  einem  einzigen  Erregungsmittelpunkte  ausgeht,  and,  an 
der  Grenzebene  reflectirt,  noch  von  einem  zweiten,  der  ein  Spiegelbild  des  ersten  ist,  auszugehen 
scheint;  sondern  man  hätte  bereits  nach  dem  Inhalte  der  vorliegenden  Formel  für  (p  eine  ausgedehnte 
Erregungsstelle,  deren  Gestalt  und  Ausdehnung  durch  die  Integrationsgrenzen  a^  und  a,,  ß^  und  /3,, 
y^  und  ^,,  die  Intensität  der  ausgesendeten  Bewegung  hingegen  durch  den  Factor  G  gegeben  ist 
Dieser  entspricht  dann,  dargestellt  durch  das  zweite  Glied  des  9,  eine  ähnliche  virtuelle  Erregungs- 
stelle im  starren  Systeme,  von  der  keine  Bewegung  wirklich  ausgeht,  sondern  nur  auszugehen  seteint, 
und  die  Punkt  für  Punkt  ein  Spiegelbild  der  ersteren  ist. 

Gehen  wir  jetzt  von  dem  allereinfachsten  Falle  der  Begrenzung  durch  eine  einzige  Ebene  zu 
dem  nächst  complizirteren  über,  indem  wir  das  schwingungsfähige  materielle  System  zwischen  zwei 
parallelen  Ebenen  enthalten  denken,  deren  einer  die  Gleichung:  x  =  h  der  anderen  die  ähnliche 
X  =  —  k  angehört.  Diesseits  und  jenseits  der  so  vorausgesetzten  Schichte  schwingungsfahiger  Materie 
von  der  Dicke  h  -{'  k  sei  alles  starr  und  keiner  Bewegung  fähig,  so  dass  ffir  beide  der  ebengenann- 
ten Werthe  von  x  die  oben  bezeichneten  Bedingungen  an  den  Grenzen  erfüllt  sein  müssen. 

Ein  monomischer  Werth  von  9,  wie  der  (197)  kann  hier  noch  weniger  als  Auflösung  gel- 
ten des  vorgelegten  Bewegungsproblemes ,  denn  wiewohl  er  die  Differentialgleichung  erfüllt,  so  leistet 
er  doch  weder  den  Bedingungen  an  der  einen  Grenze,  d.  h.  für  a?  =  A,  noch  an  der  anderen  d.  h. 
für  X  =  ~  k  Genüge;  allein  auch  ein  binomisches  9,  wie  das  durch  die  Formel  (198)  g^ebeoe 
reicht  zu  diesem  Zwecke  noch  keineswegs  hin ,  denn  es  wird  zwar  ^(r^ ,  /)  durch  den  zweiten  Be- 
standtheil  des  9,  nämlich  —  9(r, ,  /)  allgemein  ffir  jedes  /  auf  Null  gebracht  für  x  :=  A,  allein  an 
der  anderen  Grenze,  nämlich  für  x  =  —  /?,  bleiben  beide  und  auch  ihre  Differenz  von  Null  verschieden. 
Man  könnte  mithin  versuchen ,  durch  den  Zusatz  von  noch  mehr  Gliedern  das  Verschwinden  des  9  an 
beiden  Grenzebenen  herbeizuführen.  Um  nun  für  x  =  —  k  die  beiden  dem  9  bereits  in  der  For- 
mel (198)  zugezählten  Glieder  aufzuheben,  setzen  wir  zwei  neue  hinzu,  nämlich : 

(JOO)  —  A^-^'  0  +  f(r.,.  t) 

allwo  die  Werthe  von  r.^  und  r_,  die  folgenden  sind: 


r-,  =  \lix  +  2ky  -f.  y*  -h  »• 

r.,  =  V(^  -h  2A  +  2ky  +  y«  4-  »• 
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Das  auf  diese  Weise  gewonnene  viergliedrige  ^  ist  nun  allerdings  der  Nulle  gleich  für  x  =  —  jfc , 
bat  aber  aufgebort  dieser  Bedingung  zu  entsprecbßn  für  ar  =  A  und  namentlich  ist  es  der  binzuge- 
fägte  zweigliedrige  Zusatz  (200),  der  für  x  =  h  nicht  verschwindet,  und  der  durch  hinzugefügte 
zwei  fernere  Glieder  beseitigt  werden  muss.  Sie  sind: 

Y(r.,  0  -Ar.,  0  (JOI) 

allwo  r,  und  r,  gegeb^  sind  durch  die  folgenden  Formeln: 


r,  =  V(x  -2h-  2ky  +  y«  +  «• 
r.  =  V(^  —  4Ä  —  2ky  +  y«  +  «• 


Nun  ist  zwar  das  Verschwinden  des  9  für  ar  =  A  gesichert,  aber  fürx=^  —  k  darum  verloren 
gegangen,  weil  die  letzthinzugefugten  zwei  Glieder  ffir  dieses  x  =  —  k  nicht  Null  geben  wollen. 
Der  Zusatz  des  folgenden  neuen  Binomes  hebt  sie  auf: 

allwo  dem  r_,  und  r.^  die  folgende  Bedeutung  zukömmt: 


r.,  =  ^(x  +  2Ä  -h  iky  +  y*  +  »• 
r^  =  V(x  4-  4A  +  iky  +  y«  +  »• 

Jetzt  aber  sind  wieder  die  Bedingungen  für  x  =  A  verletzt  und  man  ist  genothigt,  abermals  zwei 
neue  Glieder  hinzuzufügen.  Da  sich  aber  diese  Nothwendigkeit  offenbar  perpetuirt,  so  sieht  man  ein, 
dass  nur  durch  eine  unendliche  Reihe  von  Gliedern,  anstatt  9  gesetzt,  im  Falle  der  angenommenen  dop- 
pelten Begrenzung  die  Differentialgleichung  sowohl,  wie  auch  die  Grenzbedingungen  erfüllt  werden 
können.  Nehmen  nun  diese  allmählig  hinzugesetzten  Glieder  ffir  zwischen  den  Grenzen  x  =  h  und 
X  =  —  k  enthaltene  Werthe  der  Coordinate  x  und  beliebige  y,  «  und  ^  in  einer  Weise  ab,  dass 
die  für  ^  gewonnene  unendliche  Reihe  von  Functionen  convergirt,  so  hat  man  auch  eine  befriedigende 
Auflösung  des  ganzen  Bewegungsproblemes  errungen.  Das  solchergestalt  erhaltene  9  lässt  sich  in  fol- 
gender Weise  aufzeichnen : 

9  =  /(^o.  0  -  Ar.,,  0  +yir..,  t)  -  nr^,.  0  + 

-/lr.,0+/lr,  •  0-Ar.  .  O  +  Ar^  .0- 

und  ist  so  geeignet,  das  Verschwinden  für  x  =  A  und  beliebige  y,  s,  /  klar  vor  Augen  zu  legen, 
weil  jedes  Glied  der  oberen  Zeile  durch  das  unmittelbar  unter  ihm  stehende  der  zweiten  Zeile  aufge- 
hoben wird.  Um  die  erfüllten  Bedingungen  an  der  anderen  Grenze,  nämlich  ffir  a:  =  -—  ifc  eben  so 
klar  vorliegen  zu  haben,  schreibt  man  dasselbe  9  wieder,  wie  folgt: 

9=/'(ro  .O-Zlr,  ,0  +  Ar.  ,0-Är.  ,  0+ 

-Ar.f  0+/lr..,0-Ar..,i)+/i:r^.  0- ^ 

und  überzeugt  sich  jetzt  ohne  Mähe,  dass  inv  x  =  —  k  jedes  Glied  der  ersten  Zeile  doreb  das 
unmittelbar  unter  ihm  stehende  der  zweiten  aufgehoben  werde.  In  jedem  Falle  ist  9  als  SoiDBie  ¥on 
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zwei  Reihen  dargestellt ,  in  deren  jeder  die  Zeichen  wechseln «  die  mithin  beide  die  Eigenschaft  haben 
werden ,  zu  convergiren ,  wenn  ihre  Glieder  ins  Unendliche  abnehmen,  d.  h.  wenn  f[r^ ,  /)  die  Eigen- 
schaft besitzt,  för  unendliche  x  zu  verschwinden,  was  auch  y^%^t  bedeuten  mögen,  oder  mit  ande- 
ren Worten,  wenn  die  im  unbegrenzten  Räume  fortgepflanzte  Bewegung  in  unendlicher  Entfernung  von 
der  Erregnngsstelle  verschwindet,  was  wirklich  der  Fall  in  der  Natur  ist. 

Ein  jedes  der  unendlich  vielen  Glieder ,  aus  welchen  9  zusammengesetzt  ist ,  bedeutet  nun 
für  sich  eine  Bewepng,  die  von  einer  eigenen  Stelle  im  Räume  und  namentlich  einem  Punkte  auf  der 
Axe  der  x  auszugehen  scheint  und  nur  von  einem  einzigen,  dem  Anfangspunkte  nämlich  der  Coordi- 
naten,  wirklich  ausgeht.  Mithin  sind  alle  übrigen  Erregungsmittelpunkte  nur  eben  so  viele  Spiegelbilder 
dieses  Anfangspunktes,  insgesammt  und  in  unendlicher  Anzahl  diesseits  und  jenseits  im  starren  Systeme 
befindlich.  Es  kann  durch  eine  dritte  Art  der  Aufzeichnung  des  9  auch  die  Position  dieser  verschiede- 
nen Spiegelbilder  nebst  dem  Reihengliede ,  zu  welchem  sie  gehören,  und  der  Coordinate  x  des  Erre- 
gungsmittelpunktes, die  ihnen  zukömmt,  einigermassen  wiedergegeben  werden,  so  nämlich: 

(«06) 

X= ,—    2A— 4Ä      ,      — 2A— 2Ar  ,        — 2A       ,  0  ,         2A       ,      2*+2Ä     ,      4^+2^     »    


Die  unten  stehenden  Werthe  von  x,  beziehen  sich  als  Coordinaten  des  Spiegelbildes  auf  die  unmittel 
bar  ober  ihnen   stehenden   Bestandtheile  des  9  und   es  kann  auch  hier  wieder  dadurch,  dass  mai 


anstatt  dieser  einzelnen  Bestandtheile  des  9  dreifache  bestimmte  Integrale  substituirt,  von  dem  Palle^«^  ^ 
wo  sich  ein  einziger  Erregungsmittelpunkt  durch  eine  Reihe  von  Reflexionen  unzählige  Male  abbildet^  ^=t, 
der  Schritt  gemacht  werden  zu  dem  allgemeineren  Fall,  wo  das  sich  Abbildende  beliebige  Ausdehnung^^g 
im  Räume  hat. 

Bestehen  nooh  mehr  als  zwei  das  System  begrenzender  Flächen ,  etwa  noch  zwei  andere  T'e 
Ebenen,  parallel  zur  Coordinatenebene  der  x,  y  gelegt  und  zwar  in  den  Abständen  %=p  und  %==  —  i^  q 
von  derselben;  so  gesellen  sich  zu  der  Reihe,  welche  den  Werth  von  9  angibt,  noch  andere  Reiher  ^n 
in  unendlicher  Anzahl.  Um  einzusehen ,  wie  diess  geschieht ,  verändern  wir  dem  Bedurfnisse  gemäs 
unsere  angenommene  Bezeichnung  und  statuiren: 

\Jx^  +  y'  -h  »• 


1*0 


»•...  =  \' 

=  \j{x- 

-  2hy               +  y«  -1-  »•  , 

=   \J{X- 

-  2A  -  2k)*  +  y*  +  «'  , 

r_,,,   =  V(^  +  2/c)*  +  y'  +  »• 


r.,0  =  V(a^  —  2A  -  2k)'  +  y*  +  a«  ,        r.,„    =   \Jix  +  2h  +  2&)»  +  y«  +  «• 
r„o  =  v^(x  —  4A  -  2*)*  +  y«  +  «•  ,        r.,,^    =  \Jix  +  2h  +  iky  +  y«  +  »• 


Behalten  wir  zudem  im  Folgenden  die  Sitte  bei,  unter  ein  jedes  der  Glieder,  aus  welchen  wir  nun  ^::^^ 
zusammensetzen  werden,  die  zwei  Coordinaten  x  und  z  des  Punktes  hinzuzeichnen,  von  welchem  di^^ 
Bewegung  auszugehen  scheint,  die  eben  dieses  Glied  bedeutet,  so  wird  der  folgende  dem  (205]^^ 
ähnliche  Ausdruck: 
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...;—   (2iH-**).0    ;— (2»+2*).0;      —  2ä,  0     ;         0,0;        8*,  0      ;     2i4-2*,0    ;     4*+2*,0   ;    .. 

zwar  wie  eben  naehgewiesen ,  f6r  x  =  h  und  fSr  x  =  —  A  der  Nnlle  gleich  werden ,  was  auch 
y,  9,  t  bedeuten  mögen,  aber  an  den  anderen  Grenzen  and  namentlich  für  s  =  />  nicht  ▼ersehwin- 
den, mitbin  die  alldort  gestellten  Bedingungen  nicht  erfOllen.  Wir  suchen  ihn  daher  dazu  zn  zwingen, 
durch  den  Zusatz  einer  ähnlichen  Reihe  von  unendlich  vielen  Gliedern,  die  die  Bestandtheile  von  9 
Glied  für  Glied  aufheben.  Diese  hinzukommende  Reihe  ist: 

•       +/(r-.,.,  /)-/(r_,..,  0+/(r_.,.,  0-/(»„,.,  0+/lr.,..  0-/(r.,.,  t)-\-f{r,„,  t)-  ...    ^^ 

—  (2h+\k),2p  ;  -m+2k),tp  ;     —2k,  2p       ;        0,  2a»      ;       2*,  2p      ;    2H-8*.  »P  ;    Vf\-th,2p    ;     ... 

und  die  Bedeutungen  der  verschiedenen  r  genannten  Variablen  sind: 


»•„i  =  \Jx*  +  y«  +  («  -  2/»)' 
r.M  =  V(a^  -  2A)'  +  y*  +  («  -  2/»)'  .    r_.,.  =  yjix  +  2&)'  +  y* -|- (« -  2p)* 


r,.,  =   V(«  -  2A  -  2&)«  +  y»  +  (»  —  2p)'  ,     r_„.  =  \Jix  +  2Ä  +  2*)*  +  y»  +  («  _  2p)' 
r„.  =  V(*  —  4Ä  —  2Ä)*  4-  y»  +  («  _  2p)*  ,     r.„.  =  V(af  +  2A  +  4*)'  +  y*  -\-  («  —  2p)* 


Man  überzeugt  sich  nun  sehr  leicht,  dass  für  «  =  p  die  Summe  dieser  beiden  Reihen  Null  sei,  allein 
für  «  =  —  q  verschwindet  weder  die  eine ,  noch  die  andere ,  noch  anch  die  Summe  von  beiden. 
Man  fOgt  daher,  um  sie  auf  Null  zu  rednziren,  die  folgenden  zwei  neuen  Reihen  hinzu,  welche  die 
bereits  aufgezeichneten  für  s  =  —  9  Glied  um  Glied  aufbeben. 

■  •  +f{r.„-„  t)-fir_,_„  O  +  A»--..-..  0-/(r.,_„  0+/(r._»,  0-/(r„..,  t)-\-fir„_,,  ()-. . 
...;  — (2*44*),— 2«r;— (2H-2ft),— 29^;     — 2*r,-2»    ;      0,-2y      ;     2A,-2y    ;    2*+2At.-2flr  ;  44+2* -2»  ;  •  • 

.../lr_„_.,  0+/(r_.,_.,  o-A»--.-.'  O+A»-..-.'  O-Zlr,,,.,  o+/(r.,..,  O-A»*.»-..  0+ 

..,— (2*+4*),-(2i>+J«).-(2*+i*),-«i>+i«),-J*.-(2|'+2»).    «.-(ip  +  lq):      U.-ilp  +  lq);  J*+2*,-(»;»+J«).    4*+«,-(lp+I?).  . . 

Hier  haben  die  mit  r  bezeichneten  Variablen  die  folgenden  Bedeutungen: 


(206) 


r,_.  =  \/x*  +  y*  +  («  +  2qy 


r..-.  =  V(x  -  2A)'  +  y*  +  («  +  2?)»  ,       r_.,_.  =  VC^^  +  2Ä)*  -|. y«  +  (,  +  2 j)* 


r,,-.  =  V  (*  -  ^A  -  2*)*  +  y»  +  (»  +  2?)*  ,       r_.,_.  =  V(*  +  2/H-2Ä)*-|-y*+(«  +  2?)* 


r„_.  =  V(af  -  4Ä  -  2&)*  +  y«  +  («  +  2^r)*  ,       r..,_,  =  \f(x  +  2Ä  +  4fc)*  +  y*  +  (»  4-  2^)* 


r.'-,  =  V»'  +  y  +  («  +  2p  +  2^)' 


r.,_=v7ip-W  +y'  +  («  +  2p  +  2v)*,  r_.,..=  Vc*  +  2A)»  +y'  +  (*  +  2p  +  2y)» 

»•.w=  V(*-2A-2ft)'+y*  +  («  +  2p  +  2^)*,   r_._  =  V'C«  +  2A  +  2*)*  +  y'  +  (»  +  2p  +  2?)' 
r..-.  =  \l(x-ikh  -  2Äc)'+ y*  +  («  +  2p  +  2?)* ,  r__=  V(«  +  2A  +  2At)*+y*  +  («  +  2p  +  2fl-)* 


0gO  Tl.    A  b  8  e  h  B  i  t  t 

Nan  sind  die  Bediogungen  an  der  Grenze  %  =  —  q  in  aller  Strenge  erflllt,  hingegen  die  an  der 
anderen  %  =  p  verletzt  und  namentlich  sind  es  die  zuletzt  hInzugefSgten  zwei  Reihen,  die  weder  ein- 
zeln, noch  aggregirt  für  s  =  p  verschwinden  wollen.  Man  bringt  sie  durch  hinzugefugte  zwei  neae 
Reihen,  Glied  um  Glied  auf  Null,  ist  aber  sodann  abermals  genöthigt,  diesen  Zusatz  durch  zwei  neue 
Reiben  zu  compleüren  und  so  geht  es  fort  ins  Unendliche,  und  der  allgemeine  Werth,  den  man  für  9 
auf  solche  Weise  gewinnt ,  ist  in  folgender  Formel  enthalten : 

+/(r_.,^.   0  -   Ar-,,-.,   /)  4-  /(r.,.,,   0  - /(r,,..,   0  +  /(r,,^,   f)  — 

— (2Ä+2Ä),— 2y  _2Ä,  — 2y  0,  —  2y  2A,  —  2y  2A+2Ar,— 2^ 

(t09)9= +/(^..,o  •  0  -  A'^-no  •  0  +  A^»o  .  0  -  A^n.  •  0  +  A^..o  *  0  - 

-(2A4-2Ä),0  —  2Af,  0  0,  0  2*,  0  2*  +  2ifc,  0 

-A^-.M  .  0  +  A^-m  .  0  -  A^M  »  0  +  A^m  »  0  -  A^-iM  *  0  +  

— (2iH-2*)»2p  --2Af,  :?p  0,  2p  2A,  2p  2H-2Ar,«9 

+A'--.^a  •  0  -  A^-iM  •  0  +  A^oM  •  0-A^M  •  0  4-  Ar...  ,  0- — . 

-(2A+2Ar),2H-2y  — 2Af,2p+2^  0,2^-2^  2A,2H-2y  2A+2Ä,2|4-2y 

Sie  gibt  durch  die  Anordnung  ihrer  Glieder  zugleich  die  Stellung  der  unzähligen  Spiegelbil— -K> 
der  an,  mit  den  unten  angefugten  Coordinaten  x,  %  eben  derselben  und  es  befinden  sich  alle  dies^^-^se 
Bilder  in  der  Ebene  der  x%  selbst,  und  weist  nach,  dass  bei  einer  doppelten  Begrenzung  von  zwer^^^^i 
Paaren  paralleler  Ebenen  der  gesuchte  Werth  der  Bewegungsgrösse  9  nur  aus  einer  ganzen  Schichte^-^te 
von  unendlichen  Reihen  zusammengesetzt  werden  könne. 

Tritt  jetzt  noch  die  Begrenzung  durch  ein  drittes  System  von  parallelen  Ebenen  hinzu,  voicK^^n 
solchen  z.  B.  die  zur  Coordinatenebene  der  x%  parallel  sind,  so  dass  das  schwingungsfahige  materielle  S^  Ü^ 
System  in  den  Raum  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedes  eingeschlossen  erscheint;  so  lässt  sich  anr-K:^Qf 
dieselbe  Art  nachweisen,  dass,  um  die  Bedingungen  an  allen  sechs  Grenzebenen  zu  erfüllen,  das  9  ausJ 
einer  unendlichen  Anzahl  solcher  Reihenschichten,  wie  die  in  der  Formel  (209)  enthaltene«  zasammen-j 
gesetzt  werden  müssen.  Da  die  Art  ihrer  Aufstellung  aus  dem  Vorhergehenden  zur  Genüge  erhellt,  $<^^^^ 
lässt  sich  hier  fuglich  davon  absehen. 

Der  Klarheit  wegen  ist  hier  zwar  nur  der  allereinfachste  Fall  einer  Bedingungsgleichun^-^^ 
9  =  0  zum  Gegenstande  der  Betrachtung  gemacht  worden,  allein  der  analytische  Gang  bleibt  derselbe ^^^« 
auch  wenn  complizirtere  Bedingungsgleichungen  an  den  Grenzen,  etwa  ijf  =  0  gegeben  werden,  allw^'^^ 
1^  aus  den  DifTerentialquotienten  des  9  linear  zusammengesetzt  ist,  nur  ivird  man  hier  zwei  Punctioneiv:'^^ 
haben,  die  in  Form  von  unendlichen  Reihen  erscheinen,  9  nämlich  und  ip.  Diese  Reihen  werden  zu-^^^' 
sammengesetzt  sein  aus  ebenso  vielen  Gliedern  und  werden  sich  Glied  für  Glied  entsprechen.  Die  Reih^^^^ 
ffir  1^  verschwindet  an  den  Grenzen,  die  für  9  wird  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  bleiben. 
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tod  die  Grenzflacbea  keine  ebenen,  sondern  fekrammte,  so  hat  man  es  wenigstens  in  der 
Theorie  des  Lichtes  immer  vorgezogen ,  von  der  Breehong  und  Reflexion  nlebt  der  Uehtwellen ,  son- 
dern der  Ucbtstrahlen  zn  spredien  nnd  es  sdieint«  dass  auch  künftighin  die  Einfihmi^  der  im  Sinne 
der  Undulationslehre  gehörig  deflnirten  Lichtstrahlen,  oder  allgemeiner,  Leitstrahlen  der  Bewegung 
beihehalten  werden  wird,  weil  sie  dne  Betrachtongswtise  ist,  die  mehr  in  das  Detail  der  Ersebei- 
mngen  eingeht 

Wie  man  mdi  dann  zu  benehmen  hat,  wenn  an  einer  zwd  versehiedene  materielle  Systeme 
trennenden  Ebene  gar  keine  Bedingungen  gegeben  sind  und  wenn  man  nur  die  allgemeinen  Differen- 
tialgleiehungen  der  Bewegung  ffir  den  Fall  eines  Mittels  kennt,  das  seine  Beschaftenheit  von  Punkt  zu 
Punkt  im  Räume  nach  einem  unbestimmt  gelassenen  Gesetze  ändert  und  uberdiess  weiss ,  in  was  diese 
Differentialgleichungen  äbergehen,  im  ersten  materiellen  Systeme  sowohl,  wie  auch  im  zweiten,  gedenke 
ieh  in  einer  besonderen  Abhandlung  zu  zeigen. 

Geht  man  die  in  den  letzten  Paragraphen  enthaltenen  Beachtungen  aufmerksam  durch,  so 
gewahrt  man  sehr  bald  den  wesentlichen  Unterschied,  welcher  zwischen  der  Behandlungswetoe  solcher 
materieller  Systeme,  die  mehrere  Dimensionen  im  Räume  besitzen,  und  jener  der  linearen  Systeme 
besteht ,  gleichviel  ob  letztere  ursprunglich  gegeben ,  oder  nur  durch  Zerlegung  der  ersteren  erhalten 
sind.  Dieser  Unterschied  mag  hier  kurz  noch  hervorgehoben  werden,  er  ist  ein  mehrfacher  und  zwar: 

Erstens:  Bei  Systemen  von  zwei  oder  drei  Dimensionen  im  Räume,  hat  man  sich,  wenn 
man  überhaupt  das  Schwingungsproblem  gründlich  erledigen  wiU,  vor  allem  anderen  zu  bekümmern 
um  die  Wellenfläche  oder  Wellenlinie  und  zwar  im  unbegrenzten  Systeme.  Ist  dieses  homogen  und  von 
einerlei  Beschaffenheit  nach  allen  Richtungen ,  so  erfordert  das  Auffinden  dieser  Wellenlioie  oder  Wel- 
lenffäche  keine  Rechnung.  Sie  ist  aus  populären  Gründen  die  Kugel  oder  der  Kreis.  Hat  hingegen  das 
System  verschiedene  Elasticität  nach  verschiedenen  Seiten,  dann  kann  es  nothwendig  werden,  die  Dif- 
ferentialgleichungen, wie  Cauchy  gethan,  einer  vorläufigen  Integration  durch  gerade  oder  ebene 
Wellen  zu  unterwerfen,  und  dann  die  eigentliche  Wellenlinie  oder  Wellenfläche,  die  von  einem  Punkte 
der  Erregung  ausgeht,  als  Einhüllende  dieser  Geraden  oder  Ebenen  auf  geometrischem  Wege  aufzusu- 
chen. Mit  der  auf  solche  Art  aufgefundenen  oder  auch  a  priori  als  Kreis  oder  Kugel  erkannten  Wel- 
lenfläche hätte  man  dann  zu  den  Differentialgleichungen  zurfickzukehren ,  um  ihnen  den  mechanischen 
Vorgang  in  dieser  krummen  Wellenlinie  oder  Wellenfläche  abzufragen.  Hiedurch  reduziren  sich  denn 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  der  Regel  auf  eine  einzige.  Alles  dieses  fällt  als  unnothig 
weg  bei  einem  linearen  Systeme,  wo  es  keine  Wellenlinie  oder  Fläche  gibt,  und  wo  man  ohnehin 
meistentheils  nur  eine  Differentialgleichung  vorliegen  haben  wird. 

Zweitens:  Die  eine  Differentialgleichung  muss  integrirt  und  das  Int^ral  noch  zudem  ge- 
zwungen werden,  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  zu  erfüllen.  Liegt  nun  z.  B.  das  Integral  (196) 
Tor  und  ist  die  Rede  von  einem  linearen  Systeme,  so  werden  dazu  die  Constanten  C^,  C,  und  6  ver- 
wendet, für  die  sich  unendlich  viele  aus  einer  transcendenten  Gleichung  zu  ziehende  Werthe  ergeben. 
Bei  einem  ausgedehnten  materiellen  Systeme  hingegen  bleiben  0,   C,,  C,  unbestimmt  und  die  Bedin- 
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gangeo  an  den  Grenzen  werden  dureh  schickliche  Wahl  anderer  Constanten,  hier  a,  yS,  ^,  erfüllt,  die 
in  der  Gleichung  der  Wellenlinie  oder  Wellenflache  als  constante  Parameter  vorkommen. 

Drittens:  Endlich  mnss  auch  der  Art  und  Weise  Rechnung  getragen  werden,  wie  die  Be- 
wegung erregt  worden  ist,  um  in  einem  linearen  Systeme  diese  initiale  Erregung  darzustellen.  Hieza 
dienen  die  schicklich  gewählten  Constanten  A^  und  A^.  In  Systemen  von  mehreren  Dimensionen  blei- 
ben auch  diese  Constanten  der  Verfugung  des  Rechners  überlassen  und  es  sind  abermals  die  oberwähn- 
ten Parameter  a ,  /d ,  ;^,  von  denen  man  zu  diesem  Zwecke  auf  andere  Weise  Gebrauch  zu  machen  hat 

Da  hier  eine  allgemeine  Exposition  der  Methode  und  keineswegs  irgend  eine  specielle  Theorie 
verfolgt  wird,  so  möge  hiemit  die  allgemeine  analytische  Reflexionstheorie  geschlossen  werden.  Es  wird 
aber  hiemit  keineswegs  verkannt ,  dass  es  noch  andere  Behandlungsarten  derartiger  Probleme  geben 
wird,  die  je  ihren  besonderen  Werth  haben.  Der  Nutzen,  den  sie  auf  dem  Gebiete  der  Wis- 
senschaftsforschung bieten,  kann  in  der  Folge  einzig  und  allein  diesen  Werth  bestimmen  und  wird 
hoffentlich  auch  die  übrigen  in  diesem  Werke  niedergelegten  Lehren  zu  der  ihnen  gebührenden  Gel- 
tung bringen. 


K  ■  4  e. 
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S.  1.  Integration  in  Form  von  aufsteigenden  Reihen.  —  Die  £nt^ickluDg  des  Integrales  in  Reihen 
nach  aufsteigenden  Potenzen  des  x^a  bringt  cur  Detailkenntniss  desselben  gar  keinen  Nutzen, 
ausgenommen ,  wenn  x  —  a  ein  Faetor  des  ersten  Coefficienten  ist ,  wo  man  zu  werthvoUen  Auf- 
sehlQssen  gelangen  kann.  —  Untersuchung  des  Falles,  wo  ein  einziger  Faetor  x  —  a  sich  im  ersten 
Gleiehungscoeflficienten  befindet  mit  einem  dazu  gehörigen  Exponenten  k,  der  eine  ganze  negative 
Zahl  ist.  —  Die  Mac-Lau rin'sehe  Formel  gibt  dann  nur  ein  einziges  partieulares  Integral,  näm- 
lich das  dem  (;r  —  a)'*  proportionale  und  verweigert  die  übrigen  n  —  l  an  der  Zahl.  Opfert  man 
jedoch  eines  der  particulSren  Integrale  auf,  so  kann  man  einen  Genüge  leistenden  Werth  mit  n  — 1 
Constanten  gewinnen  und  dieser  kann  durch  den  Zusatz  einer  neuen  Function  vervollständigt  wer- 
den ,  in  welcher  jedoch  die  Transcendente  iog  (x  —  a)  in  der  ersten  Potenz  als  Factor  erscheint « 
nnd  eben  dieser  Logarithmus  ist  es,  wegen  dessen  die  Mac-Laurin*sche  Formel  das  allgemeine 
Integral  verweigert  hat.  Durch  den  Gebrauch  unbestimmter  Integrale  lisst  sich  dieser  Logarithmus 
vermeiden.  —  Form  des  allgemeinen  Integrales  bei  Differentialgleiebnngen  der  zweiten  und  dritten 
Ordnung.  Allgemeine  Begründung  dieser  Form  bei  einer  Differentialgleichung  der  Ordnung  n    .   .    .        tg»   j 

S.  2.  Integration  in  Form  von  aufsteigenden  Reihen.  (FortseUung.)  —  Untersuchung  des  Falles,  wo 
die  Anfangscoefficienten  der  Differentialgleiehung  beziehlich  zwei  und  einen  Factor  x  —  a  besitzen. 
Die  aufsteigende  Reihenentwicklung  kann  zweimal  durch  das  Erscheinen  unendlicher  Coefficienten  unterbro- 
chen werden.  Man  erzwingt  aber  die  Fortsetzung  der  Rechnung  jedesmal  durch  Aufoprerung  eines  par- 
ticulären  Integrales.  Der  erhaltene  Ausdruck  mit  n — 2  Constanten  wird  durch  Hinsufugung  zweier  Func- 
tionen znm  allgemeinen  Integrale  ergänzt,  die  beziehlich  die  Factoren  loff{x—a)  und  lo^*(x  — a) 
im  Falle  ganzer  negativer  k  besitzen  können.  —  Darstellung  des  Integrales  mit  unbestimmten  Inte- 
grationszeiehen  und  ohne  der  logaritbmischen  Transcendente.  —  Verallgemeinerung  dieser  Untersu- 
chung für  den  Fall,  dass  die  Anfangscoefficienten  nicht  weniger  als  p.  p  —  1 2,  1,  0  Factoren 

besitzen.  Die  Reihenentwicklung  kann  pMal  unterbrochen  werden ,  allein  die  Fortsetzung  mit  dem 
jedesmaligen  Aufopfern  eines  particulären  Integrales  erzwungen.  Der  Grund  hieven  liegt  in  unste- 
tigen Bestand theilen  des  allgemeinen  Integrales,   die  unter  Voraussetzung  ganzer  negativer  k  den 

Transcendenten  iojf(x  —  a),  io0\x  —  a),  iojf''(x  —  a)  proportional  sein  können.  Alle  oder  auch 

einige  von  ihnen  können  jedoch  gelegentlich  fehlen,  wenn  gewisse  Bedinguugsgleichungen  erfüllt 
sind.  —  Discussion  des  Falles,  wo  k  ganz  und  positiv  ist.  Abermaliges  Vorkommen  der  Transcen- 
denten U)ff(x  —  a).  —  Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  werden  zusammengesteUt  und  liefern 
die  Gestalt  des  allgemeinen  Integrales  mit  den  logarithmischen  Transcendenten  oder  auch  mit  unbe- 
stimmten Integralzeichen 269 

S.  3.  Integration  in  Form  von  aufsteigenden  Reihen.  (Schluss.)  —  Berechnung  der  logarithmischen 
Bestandtheile  in  aufsteigender  Reihenform.  —  Einige  Beispiele.  —  Die  aufsteigend  nach  Potenzen 
von  x  —  a  geordneten  Reihen  convergiren  stets ,  wenn  x  —  a  ein  Factor  ist  des  ersten  Coefficien- 
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ten.  Die  An  led  Weise  dieser  Convergees  wifd  feslgesldlt,  ind  ist  die  eiMr  fixpeaentielte  eder 
algebnlsekee  Asymptote  des  aUgeBeiaea  letegrales,  fa|  ReÜMiiform  gedacht,  entspreekeade  ....       321 
I.  Asymptotische  Integratioii  der  Gleiebiiiig  in  der  Form: 

Diese  Gleiehaag  wird  direel  dareh  DUKBreatialqaotieBtea  aüt  allgemeiaer  OrdaaagssaU  integrirt  Die 
eiozelaea  partiealireo  lategrale  erseheiaea  serlegt  io  ihre  maltiplieatiyea  Bestaadtheile  sweiter  aad 
erster  Classe.  Letsterer  ist  dae  ahsldgeade  Reihe,  die  sieh  ia  eia  geschlosseaes  Polyaom  Terwaa- 
delt,  weaa  eiae  eiaiige  Bediagaagsgldehnag  erfallt  ist,  die  aar  besagt,  dass  eiae  Faaetioa  der 
eoastaatea  Parameter  eiae  ihrigeas  beliebige  gaase  positive  Zahl  seia  mass.  ideatitit  der  hier  ge- 

woaaeaea  Formela  aiit  deiyeaigea,  die  im  J.  4  des  H.  Absehaittes  safgeftiadea  wardea 369 

i.  Asymptotische  lat^pration  der  Gleicbungen  mit  quadratisdien  CeefBcie&ten.  —  Darstellaag 
der  partieuiärea  lategrale  als  Prodahte  aas  eiaer  Bxpoaeatiellea  ia  eiae  aadi  absteigeadea  Poteaiea 
voB  X  geordaetea  Reihe.  —  Diese  Lstitere  kaaa  gelegeatlich  yoa  selbst  abbreehea,  jedoA  mfissea 
zwei  Bedioguagsgleichuagen  erfüllt  werdea.  —  Darstellaag  des  Sabstitatioasresultates  f&r  dea  Fall, 
dass  maa  die  Reibea  bei  irgead  einem  Gliede  wilikürlieh  abbricht  —  Betrachtang  der  Ansaahms- 
faile,  in  weichen  die  asymptotische  lategratioasmethode  weaiger  als  die  aormale  Anzahl  von  Genoge 

leistenden  Werthen  liefert,  oder  wenigstens  zu  liefern  seheint 87S 

5.  Asymptotische  iDtegration  der  Gleichungen  mit  cobischen  CoefBcienten 896 

7.  Asymptotische  Integration  der  DUferenfialglddinngen ,  deren  Goeffidenten  den  m^  Grad 

erreichen 406 

3.  lieber  die  Convergenz  der  absteigenden  Reihen  bei  der  asynqptotischen  Integration  ....  414 
9.  Asymptotische  lotegration  der  allgemeinen  Differentialgleichnng  mit  quadratischen  CoeBcienten  436 
D.  Bestimmte  Integrale.  —  Voraassetzang  der  particulirea  Integrale  in  der  Form : 

y  =  f^Vdu 

Die  Rechnung  flhrt  sa  eiaer  Hilfsgldehaag  ia  V  yoa  der  mf^  Ordnung  und  mit  Coeilieieatea  des 
»*»  Grades.  -*  Verwaadtsehaft  der  hier  auftreteadea  Reeheaformea  mit  dea  beim  asymptotisehea 
lategrirea  encheiaenden 444 

1.  Int^ration  durch  bestinmite  Integrale.  (Sehluss.)  -  Die  zweite  Hilfogleichung  ist  wieder  die 
ursprüngliche  Diflerentialgleiehuag.  —  ZusammensteUung  der  gewonnenen  Resultate 467 

2.  Ermittlung  der  algebraischen  Gleichung,  aus  deren  Wurzeln  die  particulären  Integrale  der 
Differentialgleichung  abgeleitet  werden  können.  —  Aufzihlung  der  Kennzeichen,  die  das  Auf- 
suchen der  algebraischen  Gleichung  in  9  als  zweckdienlich  erscheinen  lassen,  aus  deren  Wurzeln 
sich  die  particulären  Integrale  in  der  Form  ef^^  ergeben.  —  Methode  diese  algebraische  Gleichung 
sammt  den  absteigend  entwickelten  9  gleichzeitig  zu  gewinnen,  gezeigt  bei  einer  Differentialglei- 
chung der  zweiten  Ordnung  mit  Coefficienten  Ton  einerlei  Gndzahl.  —  Verwendung  der  dispoaiblea 

Constanten  ü,,  d,  I't, um  geschlossene  Ausdrücke  zu  gewinnen.  —  Beispiele.  —  Beweis, 

dass  das  Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  nothwendig  die  Form : 

y  =  C,e^^^  +  C.e^«^ 

trage,  so  oft  die  Gleichung  in  9  geschlossene  Coefficienten  hat 492 

3.  Ermittlung  der  algebrabcheu  Gleichung  ffir  noch  einige  Fälle  der  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung.  —  Behandiungsweise  der  Gleiehaag  der  zweiten  Ordauag  mit  Ansteigangea 
gleich  Eins  in  den  Gradzahlen  der  Coefficienten.  —  Gleichung  mit  Ansteigangea  gleich  zwei.  — 
Beispiel      608 

4.  Integration  der  Differentialgleichung  der  n'««  Ordnung  vermittelst  einer  algebraischen  .  .       6i5 
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{•  15.  Auffindung  der  algebraischen  Gleichnng  ohne  absteigende  Entwicklung  der  Function  9. — 
Bei  der  Gleichung  der  zweiten  Ordnung.  —  Bei  der  allgemeinen  Gleichnng  der  n^  Ordnung.  ^ 
Beispiele 5f7 

{•  16.  Systeme  von  mehreren  linearen  Differentialgleichungen  mit  ebenso  vielen  abhangigen  und 
einer  unabhängigen   Veränderlichen.  —  Voraussetzung  der  abhängigen  Variablen  in  der  Form: 

Bestimmung  und  Abscheidung  des  Factors  zweiter  Classe 547 

S.  17.  Integration  von  Systemen  linearer  Differentialgleichungen  in  Form  von  aufsteigenden  Bei- 
ben. —  Verfahren,  um  ( ,  ti  ,  ( zu  gewinnen  in  Form  von  aufsteigenden  Reiben,  geordnet 

nach  Potenzen  der  GrSsse  m^a,   —  Specielle  Werthe  von  a,   für  welche  dieses  Verfahren  einer 

Abänderung  bedarf,  und  dann  est  nutzbringend  wird 554 

S.  18.  Asymptotische  Integration  von  Systemen  mehrerer  Differentialgleichungen 578 

S.  19.  Integration  von  Systemen  mehrerer  Differentialgleichungen  durch  bestimmte  Integrale.  .  .       599 
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Partielle  Differentialgleichungen. 

S.  1.  Einleitung.  —  Aligemeine  Characteristik  der  Probleme  der  Mechanik.  —  Ihre  bisherige  Behand- 
Inngsweise.  —  Mängel  derselben.  —  Verschiedene  Arten,  wie  man  auf  lineare  DifTerentialgleichun- 
gen  stösst:  Untersuchung  der  Wellenfläche  oder  Wellenlinie,  beschleunigende  Kräfte  im  Systeme, 
Zusammensetzung  aus  heterogenen  Parthien,  Reflexionsproblem 606 

S.  2.  Auffindung  Genüge  leistender  Werthe  bei  einer  linearen  Partialgleiehung  und  Beherzigung 
der  Bedingungen  an  den  Grenzen  eines  linearen  Systemes  materieller  Punkte.  —  Allge- 
meine Form  der  Bewegungsgleichung  bei  linearen  Systemen.  —  Die  Anfrage  nach  einem  periodi- 
schen Zustand  verwandelt  die  partielle  in  eine  gewöhnliche  Difiierentialgleichung.  —  Integration  der- 
selben und  Erfüllung  der  Bedingungen  an  den  Grenzen.  —  Tragweite  dieses  Verfahrens 626 

S.  3.  Das  Reflexionsproblem.  —  Betrachtung  materieller  Systeme,  bestehend  aus  mehreren  heterogenen 
Theilen ,  deren  jedem  eine  eigene  Bewegongsgleichung  entspricht.  -  Aufstellung  der  allgemeinen 
Bewegungsgleichung  mit  Hilfe  der  Eiponentiellen  0^'  —  Eigenschaften  dieser  Letzteren  sammt  eini- 
gen darauf  bezüglichen  Formeln  der  Differentialrechnung.  —  Integrationsmethode  für  Difl'erential- 
gleichungen  mit  dieser  Transcendenten  in  den  Coefllcienten  in  allgemeinen  Umrissen 636 

S.  4«  Darstellung  des  anfänglichen  Erregungszustandes.  —  Aufsuchung  des  isolirenden  Multipliea- 
tors.  —  Er  ist  gegeben  durch  eine  Differentialgleichung  (die  Multiplicatorengleichung)  und  durch 
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der die  ursprungliche  Bewegungsgleicbung  und  die  zugehörige  transcendente  Gleichung  besitzt  die- 
selben Wurzeln,  nicht  mehr  noch  weniger.  —  Darauf  gegründeter  Beweis  der  Bichtigkeit  der  erhal- 
tenen Formeln 656 

S.  5.  Beherzigung  der  Bedingungen  an  den  Grenzen  eines  Systemes  von  zwei  oder  drei  Dimen- 
sionen im  Räume.  —  Eine  einzige  Grenzebene.  —  Das  einfachste  Integral  ist  zweitheilig.  —  Zwei 
zu  einander  parallele  Grenzebenen.  —  Das  einfachste  Integral  ist  eine  unendliche  Reihe.  —  Zwei 
Paare  zu  einander  paralleler  Grenzebenen.  —  Das  einfachste  Integral  geht  in  eine  Schichte  solcher 
unendlicher  Reihen  über.  —  Drei  Paare  paralleler  Grenzebenen.  —  Das  einfachste  Integral  besteht 
aus  unendlich  vielen  solcher  Schichten.  —  Jedes  Reihenglied  entspricht  einem  Spiegelbilde    ....        670 
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